ANALYTISCHE GEOMETRIE

Kennzeichnend fiir die analytischen Geometrie ist das Bearbeiten geometrischer Probleme mittels
Rechnungen und (allgemeiner) algebraischer Methoden sowie umgekehrt auch das weitere Untersu-
chen und Interpretieren gewisser Terme und Gleichungen auf geometrischem Wege, durch Anwen-
den geometrischer Verfahren.

Gerade diese Einheit von geometrischen und algebraischen Arbeitsweisen stand erstmals bei Pierre
de FERMAT (1601-1655) und RenéeRCARTES(1596—1650) im Zentrum der Uberlegungen, die
deshalb als Begriinder der analytischen Geometrie gelten. Historische Quellen stellten dabei vor
allem die zu dieser Zeit stark bearbeitete antike Kegelschnittslebhoe(@NIOSvon Perge, um

200 v. Chr.) in Verbindung mit einer symbolischen Algebra (,Buchstabenrechnen*), die Variablen
und auch Parameter in Gleichungen benutzte (Frangeiza V1540-1603; u.a.). Nach Kartendar-
stellungen in der Antike gelangten Fermat und Descartes Uber Koordinaten eines Punktes zur
Beschreibung und Untersuchung von geometrischen Figuren als Losungsmengen von Gleichungen.
Die weitere Entwicklung der analytischen Geometrie im 18. und 19. Jahrhundert wurde entschei-
dend bestimmt durch die Téatigkeit solcher herausragender Mathematiker und Naturwissenschaftler
wie Leonhard BELER (1707-1783), Carl FriederichaBss (1777-1855), William Rowan AMiL-

TON (1805-1865), HermannRASSMANN (1809-1877) und Hermanneil (1885-1955). Determi-
nanten, Matrizen, Vektoren und Gruppen als grundlegende algebraische Begriffe und Arbeitsmittel
bewirkten eine Bereicherung der analytischen Geometrie — sowohl die breite Anwendbarkeit der
Vektorrechnung in der Physik als auch ihre Bedeutung in der gesamten Mathematik lie3en den
Begriff des Vektorraumes zu einem fundamentalen Strukturbegriff in der modernen Mathematik und
zu einem wichtigen Instrument der gesamten Naturwissenschaften werden.

Heute finden als Aspekt einer allgemeinen Mathematisierung Denk- und Arbeitsweisen der analyti-
schen Geometrie und linearen Algebra in allen Naturwissenschaften, in der Technik und auch in wirt-
schafts- und geisteswissenschaftlichen Bereichen Anwendung. Die folgenden Abschnitte werden
dies an zahlreichen Beispielen verdeutlichen. Ein einfaches, schon mit den Mitteln der Schulmathe-
matik bearbeitbares praktisches Problem sei hier (in Anlehnung an den Bau des Autobahnkreuzes
Erfurt A4/A71) vorangestellt:

Bei der Planung der Kreuzung zweier Autobahnen (Briickenkonstruktion), die sich unter einem Winkel von 75 °
schneiden, soll eine kreisformige Stralle vorgesehen werden, die den Wechsel von einer auf die andere
Autobahn ermdglicht. Die Ausfahrten sollen jeweils 80 m vom Schnittpunkt der auReren
Fahrbahnbegrenzung entfernt liegen. Wie gro3 muss der Radius der kreisfor-

migen StralRe gewahlt werden? (Die Hohenunterschiede

der beiden Fahrbahnen bleiben hier

unbericksichtigt.)
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G Analytische Geometrie und lineare Algebra

G 1 Vektoren im Anschauungsraum

G 1.1 Pfeile und Vektoren

Aus dem Physikunterricht sind bereits einige wichtige GroRerKveift, Geschwindigkeitind
Beschleunigunglsvektorielle GréRetbekannt. Diese werden im Unterschied beispielsweise zum
Begriff Masse nicht allein durch einen Wert, eiB&tragbeschrieben, sondern fir ihre Bestimmung

ist aulRerdem noch die Angabe &échtungihrer Wirkung (ihre Wirkungslinie) und d&ichtungs-
sinnserforderlich. Diese drei Aspekte von physikalischen vektoriellen GréRen fiihrten zur geomet-
rischen Veranschaulichung solcher Grol3en dgesithtete Streckef@auchPfeile genannt).

Beispiel G 1:  Pfeile und vektorielle Gré3en in drei verschiedenen Bereichen

Fig. G 2 Fig. G 3

Eine Stralenbahn-Oberleitung Durch ein Rohr stromende Fliis- Magnetisches Feld eines strom-
wird durch eine Dreipunktauf- sigkeit; Geschwindigkeit mit durchflossenen Leiters in einer
hangung gehalten. Durch die C Richtung fir ein Teilchen (im Ebene, die senkrecht zum Leiter
wichtskraftF entstehen auf die Punkt P). Fig. G 2 zeigt ein Stro- ist (vgl. Beispiel G 24).
Aufhéngepunkte wirkende mungsprofil (vgl. Beispiel G 23).

Krafte (vgl. Beispiel G 22).

Beispiel G 2:

. F £
Kraft F . F

Masse =)
Fig. G 4a

Fig. G 4c

In der Fig. G 4a wird eine Kraff, die auf eine Masse wirkt, durch einen Pfeil veranschaulicht.
Die Lange des Pfeiles, die Lage auf einer Geraden (Richtung) und der Richtungssinn der Wir-
kung (Orientierung) beschreiben diese Kraft

In der Fig. G 4b ist modellhaft der Sachverhalt dargestellt, dass eine (konstant@)) Kuaft

eine Masse wirkt, die sich nur auf einer geradlinigen Bahn bewegen kann, wobei di€ Kraft
aber nicht entlang der Bahn wirkt. Man kann sich in einem solchen Fall die Kraft ,zerlegt‘ den-
ken: Ein Teil der Kraff bewirkt eine gleichmafige Beschleunigung der Masse entlang der
Bahn. Der andere Teil der Kraftwirkt — in unserem Fall — auf deren obere Wand.

In der dritten Situation (Fig. G 4c) wirken auf die Masse zwei gleich grol3e Ifrlétfnedﬁz
symmetrisch zur Bahn der Masse. Die in Richtung der Bahn wirkenden H_ﬁtuiﬂmfé erge-

ben zusammen die aﬁ)§und1?2 resultierende Kraff . Die auf die Wande der Bahn wirkenden
Kréfte Fi’ undF)Z" heben sich hier gegenseitig auf.
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Um in der Geometrie mit gerichteten Strecken (Pfeilen) rechne c
kénnen, ist es nitzlich, Verschiebungen in der Ebene oder im R ©

genauer zu betrachten (Fig. G 5). " B'
Man erkennt an dieser Figur, dass alle Verschiebungspfeile ein r
derselben Verschiebung, also alle Elemente einer bestimmten | A
klasse, = .
« gleich lang sind, . parallel zueinander verlaufen unc Ve Fig. G 5
¢ in dieselbe Richtung zeigen, also gleich orientiert sind.

Jede Verschiebung ist demzufolge bereits daicbnihrer Verschiebungspfeile eindeutig bestimmt.

Die Menge aller Pfeile einer Verschiebung, d.h. &fedlklassewird Verschiebungsvektader kurz
Vektorgenannt. Dieser hier anschaulich gefasste Vektorbegriff pragt wesentlich die analytische Geo-
metrie und ist nutzlich fir das Modellieren und Lésen praktischer Probleme (vgl. Beispiel G 1).
Auch bei der vektoriellen Gro3&aft abstrahiert man so von dem Anfangspunkt, inrem Angriffs-
punkt, und hat wie bei einer Verschiebung die Menge aller Pfeile, die gleich lang, zueinander parallel
und gleich orientiert sind, vor Augen.

Definition G 1: G1
Unter einenmvektor versteht man die Menge aller Pfeile, die gleich lang, zueinander parell..
und gleich orientiert sind. Ein einzelner Pfeil aus dieser Menge heiRepitdsentantles

Vektors.

Genau wie einige physikalische Gréf3en, z.B. die Geschwindic

= B F
a
v, bezeichnet man Vektoren vorW|egend m|t klemen und mit F A/DE\/;'

len versehenen lateinischen Buchstaleb;, ¢, ..., u, v, W, X, -

Pfeile, wie in Fig. G 6stellenVektorendar, reprasent|erers;|e c \/;' /Q' S
Der Vektora beschreibt also die Menge aller Pfe¢NB CD ) ol i E/
bzw. die Verschiebung, die Ain B, Cin D, ... Uberfuhrt. Man un a%b i R
scheidet daher haufig nicht ZW|schen dem Vektond elnem sei- 7

ner Reprasentanten und setfzt AB =CD = b= PQ = Fig. G 6

Als Folgerung aus der Definition G 1 und aus der Kennzelchnung eines Vektors durch einen Pfeil
(Repréasentant) ergibt sich: Zwei Vektoren sind ] genau dimch, wenn sie mit ein und demselben
Pfeil GH beschrieben werden kénnens GH =d (genau dann stimmen die Pfeilklassen Uberein).

G 1.2 Addition und Vervielfachung von Vektoren

Um mit Vektoren rechnen zu kénnen, werden zunachst erford:
che Operationen mit Vektoren definiert und anschlieBend daft qﬁ

Rechengesetze angegeben. F2 =

Das bekannte Krafteparallelogramm, nach dem aus zwei Kraf Fl

Fl unsz die resultierende Kraft konstruiert wird, lasst sich als - i

Muster fur die Addition von Vektoren allgemein ansehen. Dab Fzﬁﬂ

kdnnte man die Addition zweier Kréfte auch so verstehen, das F o
ig.

diese beiden Kréafte ,nacheinander wirken* (Fig. G 7).
Ausgehend davon, dass Verschiebungen in der Ebene bzw. im Raum Vektoren sind, sei festgelegt:
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G2 Definition G 2: c
Die Addition zweier Vektoren bedeutet die Nacheinan- \E~
derausfuihrung der sie beschreibenden Verschiebungen.
Das Resultat ist stets wieder durch eine Verschiebung
beschreibbar.

In der F|g G 8ist die Summe derVektoraeundb der
Vektor ¢, alsoa + b = ¢, wobei mita = AB b CD
der Summenvektor = ﬁ mitBP =CD is

o

Fig. G 8

Wie Fig. G 8 zeigt, ist die Definition der Addi-
tion zweier Vektoren offensichtlich unabhangi
von der Wahl der konkreten Pfeile (der Repré
sentanten der Vektoren).

Die Addition zweier Vektoren kann mithilfe de
Dreiecksregel (Aneinanderlegen der Vektorer,,

Fig. G 9) oder mithilfe der ParallelogrammregTéIL(ndl_)) spannen ein Parallelogramm auf,
Fig. G 10) erfolgen.

Rechengesetze flr die Vektoraddition lassen <™ ~
wegen der beliebigen Wahl der
Pfeilreprasentanten leicht geometrisch begri
den. Fig. G 11 und Fig. G 12 zeigen zu den fi
genden Regeln die Gleichheit zweier
Rechenwege anhand von Reprasentanten.

=2

Fig. G 9 Fig. G 10

G1 Satz G 1. Kommutativgesetz der Addition von Vektoren
Fur alle Vektorera undb gilt: a+b=b+a

G2 Satz G 2: Assoziativgesetz der Addition von Vektoren
Fur alle Vektorera, b undc gilt: (a +b)+c=a + (b +¢)

Wegen der Assoziativitat der Vektoraddition ist die Summe dreier Vektoren von der Reihenfolge der
schrittweisen Addition unabhangig. Deshalb setzt man kﬁr—z:l_a()) +C=a+ (B) +E)) =a+b+c,

l&sst also bei einer Summe von mehr als zwei Vektoren gegebenenfalls Klammern weg (bzw. fugt
diese zwecks einer Strukturierung sinnvoll ein).

Wie bei der Addition von Zahlen existiert auch fir die Vektoraddition ein neutrales Element, der
Nullvektor o:

G3 Definition G 3:
Nullvektor o nennt man denjenigen Vektor, der durch die |dent|sche Abb||dung in der Menge
der Verschiebungen beschrieben wird. Fur jeden Vekgm a+0=0+a=a.
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Der Nullvektor ist ebenfalls eine Menge von Pfeilen, die hier aber die Lange 0 besitzen. Die ,Pfeile”
entarten zu Punkten — die durch sie bewirkte ,Verschiebung* tberfiihrt jeden Punkt in sich selbst.

Man kann sich den Nullvektor auch dadurch erzeugt denken, dass

einem Vektora der zu ihmentgegengesetzte Vekted addiert wird: -F /
a + (—a) = o. Greift z.B. (Fig. G 13) an einem Punkt P eine KFa#in, Za

so erhélt man ein Kraftegleichgewicht, wenn zugleich eine gleich gr

- _IA_B)
aber entgegengesetzt gerichtete Kraft(die Gegenkraft) wirkt. Kraft F ~oama
und Gegenkraft ergeben zusammen den Nullvektor: B A B
F + (F) = o, einen Vektor mit der Lange 0. " Fig. G 13
Definition G 4: G4

Unter dermrentgegengesetzteviektor —a einesVektorsa versteht man denjenig&fektar, des-
sen Pfeile im Vergleich zu denen vomgleich lang, parallel und entgegengesetzt orientiert sind.

Den zua entgegengesetzten Vektar erhalt man also, indem man die Orientierung?/mmnkehrt:
> _ — Lo = . . :
Wenna = AB , dannist& = BA =AB', wobei B und B' symmetrisch zu A liegen.
Mithilfe eines entgegengesetzten Vektors lasst sich nun die Subtraktion von Vektoren erklaren:

Definition G 5: G5
Ein Vektorb Wird von einem/ektora subtrahiert, indem man den zb entgegengesetzten
Vektor -b zua addierta —b =a + (—b)

Die Differenz zweier Vektoren undb ist somit

gleichbedeutend mit der Lésung der Gleichur / \z "

b +X =a. Die Fig G14 veranschaulicht aucr

die Vektorera + b unda —b in einem vora und , /
—b

b aufgespannten Parallelogramm. \6

Verbunden mit der anschaulichen Erfassung des BeyeKworist die
Beschreibung und Veranschaulichung der Addition von mehr als zwei
toren durch eingektorketteSo nennt man den geschlossenen Strecken
den beispielsweise in Fig. G 15 die Vektorerb, ¢ undd bilden. Es gilt:
a+b+c+(—d)=o.

Fur die Darstellung eines Vektors aus der (geschlossenen) Vektorkette
beachten: Man durchlauft vom Anfangspunkt dieses Vektors (Pfeils) ¢
Streckenzug unter Berlcksichtigung der Vorzeichen der durchlaufenden Vektoren der Kette bis zu

- =

seinem Endpunkt; beispielsweise ergibt sich dann (Fig. G (71)&):; +b+c bzw. a=d-c-b.

“Fig. G 15

Die Addition mehrerer gleicher Zahlen fihrt in der Arithmetik\ZenvielfachungDiese Vorgehens-

weise kann man auf Vektoren tbertragen, wobei auch physikalische Sachverhalte die nachfolgende
Definition motivieren. Man denke z.B. an die Verdopplung einer Geschwindigkeit, an die Halbie-
rung einer Kraft oder an die Gegenkraft zu einer Kraft.

Gleiche Richtung und gleiche Orientierung von zwei Vektoren bzw. Pfeilen fassen wir im Folgenden
mit ,,gleich gerichtet” und gleiche Richtung und entgegengesetzte Orientierungmbifegenge-

setzt gerichtet’zusammen.
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Definition G 6:

Die Vervielfachungr 2 einesVektors a mit einer reellen
Zahl r ist ein Vektor mit folgenden (in Bezug aafformu-
lierten) Eigenschaften:

-, . e
ra im Vergleich zua

r>0 gleich gerichtet, r-fache Lange - /

r<o entgegengesetzt gerichtetrt-fache Lange 32
r=0 O0a=o —e
(Far r = 1 erhalt manal = Z.) Fig. G 16

Da bei einelervielfachung von Vektorexine Multiplikation mit einer reellen Zahl, eineé®kalar,
erfolgt, nennt man sie au&Multiplikation von Vektoren.

Beispiel G 3:

Betrachtet wird eine zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und einem Streckungsfaktor

k OR. Im Ergebnis der zentrischen Streckung erhalten wir aus dem \Té(dargestellt durch
e —_ .
den PfeilAB ) den Vektork= A'B* (Fig. G 17).

k>0 B' A’ k<0

z A A Fig. G 17

Beispiel G 4:
Fig. G _1)8 z_)eigt, wie man rﬂithilfivon Straﬁlensétzen fureinen () =(93a
Vektor a # o die Vektoren @, r(sa) und (rsh (r, sOR, r >0,

s > 0) konstruieren kann. Hierzu bestimmen wir durch eine TeilzT
figur unterhalb des Zahlenstrahls konstruktiv das Produkt rs.

Die Fig. G 18 begriindet das Rechengesetz)rés(rs)a fiir den B =
Fallr >0, s >0 und # o. Mit abgewandelten Figuren kann man 13
auch die weiteren im Satz G 3 genannten Gesetze verdeutlichen. " Fig.G 18

Satz G 3: Rechnen mit Vervielfachungen von Vektoren
Fur alle reellen Zahlen r und s sowie fur alle Vektaramdb gilt:
r(sZ) = (rs)Z (r+ S)Z =ra+sa r(Z +l_))) =ra +rb.

Erganzende Regeln sind: - Aus Eo folgt r=0 odera=o r(—?f) = (—r)z_f = —(rg)

Beispiel G 5: _

Im Dreieck OAB seOA = undOB =b sowie M der Mlttelpunkt der g

StreckeAB . M stellt dann zugleich auch den Mlttelpunkt des daJrchE L

undb aufgespannten Parallelogramms dar. Der Ve®lm ist somit A
halber ,Diagonalenvektor” — also g|I®M ]—— a b) o a Fig. G 1¢

G 1 Vektorenim Anschauungsraum
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Nutzt man nun diéddition, die SubtraktiofiDefinitionen G2 und G5) und die/ervielfachung
von Vektoren (Definition G 6) in Verbindung mit den Rechenregeln, so kann man auf einam
. . —
zweiten Weg ebenfalls zu der obigen Darstellung @dv gelangen:
q = == .= — 9 — — > >
Esgilt OM =OA +AM , wobeAM = AB undB b -—a ist.
1
2

—

Folglich ergibt sich: OM =OA £AB @ +1({-a)=1@ +b).
Ergebnis:SindEf = (ﬁ\ undb = (ﬁ Vektoren (Pfeile) mit gemeinsamem Anfangspunkt O und
ist M der Mittelpunkt vonAB , so ist der (im Dreieck OAB seitenhalbierende) Vektor

m = % (5) 1 3) dasarithmetische Mittel/ona undb.

Die bei der BesprechungnVielfachen eine¥ektorsherangezogene Eigenschaft Hange bezog

sich genau genommen auf die L&nge eines Pfeiles bzw. einer gerichteten Strecke, als&tef eine
ckerldnge. Bei Vektoren spricht man in diesem Zusammenhandetrag(vgl. Abschnitt G 1.1,
Betrag einer vektoriellen GréRRe aus der Physik).

Definition G 7: G7
DerBetrag D;De_ir>1esVe5tors; ist g!eicm)jer Lang(ider Sika:ﬁ far eigen beliebigen
ReprésentanteAB  van Gilt alsoa = AB , so istDat= DABO. Im Fallda0 = 1 nennt

mana einenEinheitsvektar

Mithilfe der Definition G 7 und der Ungleichung fur die Seitenldangen eines Dreiecks erhalt man:

Satz G 4: Rechnen mit Betragen von Vektoren G4
Fiir beliebige Vektorea undb gilt:
edan=0 erag=0r 00aD e Oa +bO< Cag+ 0bO

G 1.3 Vektoren in der Ebene und im Raum: Basis; Komponentenzerlegung
Betrachtet werden vom Nullvektorverschiedene Vektore?ﬁl undgz in einer Ebene mit
«a ist ein Vielfaches vom, (Fig. G 20a) bzw. = ist kein Vielfaches vom, (Fig. G 20b)

sowie Vektorerﬁ)l, 32 und§3, die als Pfeile mit einem gemeinsamen Anfangspunkt ein rdumliches
Gebilde (eine raumliche Figur) darstellen (Fig. G 20c).

a3
= as ap
a2

a; A
Fig. G 20a Fig. G 20b Fig. G 20c

Mit dem Begriff der Parallelitat von Vektoren und weiteren Begriffen gelangen wir hierund in G 1.4
zur zahlenmafiigen Erfassung eines Vektors.
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Definition G 8: 7 _
Ein Vektora ist genau dann zu einem Vektoparallel (amib), /3(/E ‘\\\
wenn es eine reelle Zahl r oder eine reelle Zahl s gibt, so dass ¢

a =rb oderb = sa gilt. alls Fig.G21 clld

Im Einklang mit weiterfiihrenden Uberlegungen enthélt diese De™
tion, dass der Nullvektas zu allen Vektoren parallel ist.
Ausgehend von einem Vektarmit a # o kann man durch Bildung
aller Vielfachen vor: alle zum Vektom parallelen Vektorem erzeu-
gen:x =ra, rOR.

In der Ebene seien nun zwei nicht parallele Vekté)rpundzz gege-
ben, die wir uns durch Pfeile mit einem gemeinsamen Anfangspt = Fig. G 22
O veranschaulicht denken (Fig. G 20b, G 22). Bildet man den Ve.....

b als Summe eines Vielfachen vapund eines Vielfachen vary, alsob =1y a; + Iy ap, S0 istb
ein Vektor der Ebene.

Es sei jetzt ein Vektor = (Y: in dieser Ebene gegeben. Auf Parallelen in RichtungT)yduzw. in
Richtung vorEz durch C erﬁ)alten wir Punkte C' und C" so, dass OC'CC" ein Parallelog[%'m,
ein Vielfaches vori)l und OC" ein Vielfaches voEz ist. Das heif3t aber: Zu den Vektor%p 5)2
und einem ggebeneiVektor ¢ gibt es reelle Zahlen sind $ mit

¢ =0C =0C' +0OC" =gaq + S a,. Man sagtc ist eineLinearkombinationvona; undas,.

Definition G 9:

DerVektorb heiRtLinearkombination derVektorenZl und ;2, wenn es reelle Zahlepund
r,gibt, sodass b=ra;+ra, gilt.

Allgemein (und unabhangig von besonderen Eigenschaften der VeE)WIren

Der Vektorb heiRtLinearkombination der Vektoren ;1, 32, ...,Zn, wenn es reelle Zahleg,r
fy ..., I, gibt, sodass b=ra;+hay+..+Ha, gilt.

ry, s, ..., Iy nennt man di&oeffizientender Linearkombination.

Die Nichtparallelitat von zwei Vektore?ll unde (Negation vore 1@5)2) erfasst genau das ,auf-
spannende” Verhalten dieser Vektoren (Fig. G 22), wie Satz G 5 zeigt:

Satz G 5: Nichtparallelitat von Vektoren
Zwei Vektoren sind genau dann nicht paraquInz({ Zz), wenn

-

—_ —_ —_ —_ —_ —_
saj#Zoundas#0 und eausgyaqtr,a,=o folgt,dass =0 und r,=0.

Der Beweisdieser Aquivalenzaussage ist in zwei Richtungen zu fiihren:

() Voraussetzung:ﬁ)l undzz seien nicht paraIIeE)(luzT 5)2).
Behauptung: Esgii;#Zounda,#0 undausfa;+ra,=o folgt r;=0und=0.
Beweis der Behauptung:
Wegen der Voraussetzung und Definition G 8 gibt es keine reellen Zahlen r urﬁ)jls:mﬁ)z
oder a, = saj.Also gelten fiir alle reellen Zahlen r und s die Ungleichungefr a, und
52 % s?fl, Woraus?fl # 0 bzw. 5)2 # o folgt.
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Es sei nunlrzl + rzgz =%. Angenommen, es wére# 0 oder § # 0, dann ergébe sich aus
rlzl = —r25)2 im ersten FaITfl = —:—2 5)2 und im zweiten Falle?fz = —;i ?1)1, was jeweils einen
Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. Also muyss r5 = 0 gelten.

(I)Voraussetzung: Es gel?fel:t? undgzig und ausIgl + rzzz =% folge Rr=0 und 5=0.
Behauptung: a,& a.
Beweis der Behauptung:
Angenommen, es WagIa,. Dann folgt nach der Definition G 8, dass= ra, odera, = sa;
(r, sOR). Im Falla; = ra, erhielte man &, —ra, = o; fiir a, = sa; analog —si; + 1a,=o
und damit jeweils einen Widerspruch zum zweiten Teil der Voraussetzung.

(1) und (1) zusammen ergibt den Beweis des Satzes.

Bemerkungen:

¢ Sind zweiVektoren nicht parallel, so sind sie stets auch bade Nullvektorverschieden.

* Allein schon die Giltigkeit der Implikation 1,51 + rzgz =0 O ry=r, = 0" (s. Beweisteil I1)
kennzeichnet die Nichtparallelitat vah undgz.

Beispiel G 6: G6
Gegeben seien in der Ebene zwei nicht parallele Vekﬁ’;;enmd
Zz. Der in Fig. G 23 durch einen Pfeil angegebene Vekiann
dann nach Einzeichnen von Parallelen in Richtung?l\)idmzw.gz
alsLineakombinationvon Zl und?fz geschrieben werden:

b=05a,+2a, L

Analog erkennt man:
C=-2,5a,+1,5a, d=-2a,+35a,

Der Vektore ist allein ein Vielfaches des Vekto?f§: e= —1,532

Mit Blick auf Fig. G 22 und Fig. G 23 und den dazu entwickelten Gedanken sei hervorgehoben:

+ Mittels der nicht parallelen Vektoren unda, kénnen alle Vektoren der Ebene linear kombiniert
werden.

¢ Die Darstellung (Zerlegung) eines Vektors der Ebene als Linearkombinaticﬁwmrdgz ist
eindeutig.

Diese Eindeutigkeit der Zerlegungyeometrischst sie durch die eindeutige Ausfuhrbarkeit der
Konstruktionsschritte klar — steht in direktem Zusammenhang mit der zweiten Bedingung fir die
Nichtparallelitat vora; unda, im Satz G 5:

Aus b= rlgl + rz?fz undb = ry 5)1 +r 5)2 (alsob in zweiDarstellungen) folgt:
o=b-b=(nay+tnay)—('a;+ray)=(—-n)a;+(-r)ay

woraus sich nach Satz G 5 ergibt:

rh—r'=0undpy—r,'=0bzw.f=r'undp=1r,.

Als Rechtfertigungssatz fur die nachfolgende Definition G 10 kann nunmehr also festgehalten
werden:
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Satz G 6: Darstellungssatz fiir Vektoren der Ebene _
Sindgl undgz nicht parallele Vektoren in der Ebene, so gibt*2
es fur jeden Vektob der Ebene eindeutig bestimmte reelle 2>
Zahlen x und y mib = xgl T y?fz. o a1 xa, Fig. G 24

Definition G 10:

Sinda, unda, nicht parallele Vektoren der Ebene, so heif3t die Menggea,} eine Basisfiir
die Vektoren der Ebene. In der Darstelling le 4 y?fz eines Vektor$ bezeichnet man
» die reellen Zahlen x und y als di®ordinaten von b beziglich {;1, Zz} und

» die Vektoren x—fl und y?fz als dieKkomponenten vonb beziiglich {;l, 32}

Sind die Vektorerb undc bezugllch einer Ba3|5a{1 az} dargestellt (Fig. G 25), gilt also
b=najthay c=Sa;+$a, __B=nag+na;

so ergeben sich aufgrund der Rechengesetze tber Vektoren folge

Regeln:

_b)_>+? = (f_;gl + 25)2) + (51;_; + 94 =+ s)ag+(n+9)a,

tb=t(rpa;+nay=(t-n)a;+({ na, s,a
Das heif3t: Ermittelt man dBummeb + ¢, so addieren sich di¢oor- ~ £———-=——~ =
dinaten bezuglich einer Basis; bildet man\dée/ielfachungg (tOR),
so werden die Koordinaten mit t multipliziert. Im Beispiel G 6
(vgl. Fig. G 23) ergibb + ¢ durch Addition der entsprechenden Koordinatentvamdc gerade
den Vektord.

Die Ubersicht in der nachfolgenden Fig. G 26 verdeutlicht Begriffsbildungen fiir Vektoren des
Anschauungsraums, die in einer Geraden bzw. in einer Ebene liegen bzw. ein (Wirklich) raumliches
System von Vektoren bilden (vgl. auch Fig. G 20). Dabei sei vereinbart, dass man von \leiaoren
ao, ..., ap Mit N2 2 spricht, also Uber mindestens zwei Vektoren eine Eigenschaft ausdriickt.

% e
b)/// d)% f)NZ

/ Fig. G 26

Vektoren, deren Pfeile (Reprasentanten) auf einer Geraden liegen kénnenkbkiifieare Vekto-

ren (sie smd somlt paarwe|se parallel — vgl. Fig. G126@) und b)).

Vektorenal, ao, ..., ap €iner Ebene, die also durch Pfeile ein und derselben Ebene beschrieben wer-
den, nennt mahomplanare Vektorersind Vektoren kollinear, so hebt man ihre sich daraus unmit-
telbar ergebende schwéchere Eigenschaft der Komplanaritat nicht mehr hervor.

Besonders wichtig ist nach Satz G 6 in Fig. G 26 der Fall cyweiVektoren, die nicht kollinear

(also nicht parallel) sind. Damit sind die Negationen von ,kollinear” bzw. ,komplanar” in Bezug auf
Vektoren des Anschauungsraumes angesprochen. Jeweils nicht kollineare Vektoren sind in Fig.

G 26¢) bis f) und nicht komplanare in Fig. G 26e) und f) abgebildet.

faz
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Mit drei nicht komplanaren Vektoren — vgl. Fig. G 26e) — lassen sich die ebenen Betrachtungen mit
Zusammenfassungen in Satz G 5 und vor allem in Satz G 6 sowie Definition G 10 auf den Raum aus-
dehnen. Analog zur Darstellung von Vektoren in der Ebene kann man so mit drei Vektoren, deren
Pfeile mit einem gemeinsamen Anfangspunkt O die Kanten eines Tetraeders (dreiseitige Pyramide)
bilden, die also nicht komplanar sind, einen Darstellungssatz angeben und derBRsiifr die

Vektoren des Raumes definieren:

Satz G 7: Darstellungssatz fir Vektoren im Raum G7
Sinda, a, undag nicht komplanare Vektoren des Raumes, §0 \ 283
gibt es fur jeden Vektds eindeutig bestimmte reelle Zahlen
X, y und z mitb = xgl 4 ygz 4 233. |
d3
Xa, Fig. G 27
Definition G 11: G 11

Sinda,, a, unda nicht komplanare Vektoren, so heiﬁq{ﬁ)z, a3} eineBasisfur die Vektoren
des Raumes.

In der Darstellungi; = xgl i y?fz i zZ3 eines Vektord bezeichnet man

- die reellen Zahlen x, y und z a®ordinaten von b beziiglich {31, 32, 33} und

+ die Vektoren ﬁl, yZz und 25)3 alskomponenten vonb beziiglich {Efl, ;2, ;3}.

Ist mit {El, 32} in der Ebene bzw. mitgfl, 32, 33} im Raum jeweils eine feste Basis vorgegeben,

so kann mafeden Vektoder Ebene bzw. des Raumes nach Satz G 6 bzw. G 7 durch seine Koordi-
naten beschreiben. Sie stellen fur einen ebenen Vektor ein geordnetes Paar und fur einen raumlichen
Vektor ein geordnetes Tripel dar. Man notiert diese Koordinaten vorzugsweise in Spaltenform:

- N
b= % fur Vektoren in der Ebene undb = % fur Vektoren im Raum.
BN

Ein beim Arbeiten mit Vektoren haufig verwendetes Vorgehen ist Gegenstand des folgenden Satzes:

Satz G 8 Prinzip desKoordinatenvergleichs G8
Zwei Vektoren
K:V| 0 % [p%
a=00 b=B)|:| a=% b=Ep%
& al B Ep 1]
der Ebene des Raumes

sind genau dann gleich, wenn sie jeweils in ihren Koordinaten tibereinstimmen:
a=b o aX:bX; %,:q, a=b o ax:bx; %/:by; aZ:bZ
DerBeweiswird hier fir ebene Vektoren durchgefiihrt:

Die Richtung von ,rechts nach links* in der Aquivalenzaussage wird sofort tiber die Darstellung der
Vektoren in einer Zeile bestatigt:
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Wenng=b, und §=h,sofolgta =ga +a/32=bx31+h/32=*

Umgekehrt sei nua =b mita = Ea’% undb = %E beziglich {11, a2} Dann folgt ausa = b mit

B
den Darstellungen beziglich der Basis:
aa;+qap=har+ha, bzw. (@-b)ar+(@-B)a=o
Da?fl und?fz nicht parallel sind, folgt hieraus nach Satz G p—&, =0 sowie a—h =0
und damit die Behauptung.

Man erkennt, dass der zweite Teil des Beweises zugleich die Eindeutigkeit der Zerlegung beziiglich

El undgz enthalt (vgl. die Bemerkungen nach Beispiel G 6).

Beispiel G 7:

Gegeben seien zwei nicht parallele Vektodgmuinda, in der Ebene; Q
{Zl, 32} ist also eine Basis der Vektoren der Ebene. Wir veranschauli- /
chen beide Basisvektoren durch Pfeile mit einem gemeinsamen
Anfangspunkt O und betrachten weiterhin einen Ve?tgr%. Nach a,
Satz G 6 gibt es reelle Zahlen x und y?m)'rc x?fl + y?fz.

Fiir die Zerlegung von in die beiden Komponenterax und ya ; wird
der PfeiII?Q so verschoben, dass P in O Ubergeht; das Bild von Q sei
der Punkt A. Mittels paralleler Geraden durch A in Richtunga/pn

bzw. in Richtung vor§2 erhalt man die beiden Komponenten. Aus der Fig. G 28 ist ablesbar:

a=15a,+05a, bzw. a-= %ZE'

ag

Fig. G 28

Beispiel G 8:
Gegeben sei ein Quader mit den Kantenlangen 3, 2 und 4. Von einem Eck-

punkt seien die Einheitsvektore?@, 32 und§3 in Richtung der drei Kan-
ten eingezeichnet (Fig. G 29). Y
Der Pfeil, der diesen Eckpunkt als Anfangspunkt hat und eine Raumdia-| | &
gonale beschreibt, besitzt als Vekiobeziiglich der BasisZEL, 2_1)2, 5)3} a/
des Raumes folgende Darstellung: 5 aa, |5
;l) = 221 + 3;1)2 + 4?1)3 bzw. Z = % . : Flg G 29
0]

G 1.4 Basen und Koordinatensysteme

Fur die Entwicklung der analytischen Geometrie in der Ebene bzw. im Anschauungsraum ist es
erforderlich einen Zusammenhang zwischen Punkten und Vektoren herzustellen.

Ist {al, a2} eme Basis fur die Vektoren der Ebene, so ist jeder\ - p
torb = xal + ya2 durch seine Koordinaten x und y beschriebe! f
Man kann nun durch Auszeichnung eines beliebigen Punktes P
der aIsUrsprungbezelchnet wird, jedem Punkt P der Ebene einc
tig den Vektorp OP und umgekehrt jedem Vekt@relndeutlg
den Punkt A mita = OA zuordnen (Fig. G 30). Vektoren, die zi

o)

O

o

Fig. G 30
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Beschreibung von Punkten beziiglich eines Ursprungs O benutzt werden, nennt man Ortsvektoren
dieser Punkte beziglich O, kurz auttsvektoren.

Die Verbindung der BegriffegBasis flr die Vektoren der Ebene (des Raumesid, Ursprung
fihrt zum Begriff de«oordinatensystems

Definition G 12: G 12
Ein Koordinatensystemder Ebene besteht aus einem fest gewahlten
Punkt O als Ursprung und einer BasTa)si{E)z} fur die Vektoren der a5
Ebene. Es wird mit (Oal, az) bezeichnet.

Im Raum liegt mit (Oal, ay, a3) ein Koordinatensystem vor, falls
{al, az, a3} eine Basis fur die Vektoren des Raumes bildet, d.h., falls
diese drei Vektoren nicht komplanar sind (Fig. G 31).

any

&

Fig. G 31

Zur Erlauterung dieser Definition stellen wir fest:
Es sei

(C; Zl, 32) ein Koordinatensystem der EbEI'ile- EQ,;EZ, 33) ein Koordinatensystem des Raumes.
Dann ist jedem Punkt P umkehrbar eindeutig

a) der Ortsvektop = OP und a) der Ortsvektds = OP und
b) ein Zahlenpaar (x; y) mit b) ein Zahlentnpel (x; y Z) mit
- _ - _ — - %
OP=p=xaj+tya, @) —p—xal+ya2+za3
zugeordnet.

Man spricht dann bei dem Zahlenpaar (x; y) bzw. bei dem Zahlentripel (X; y; z) véoadielinaten
des Punktes Bnd schreibt: P(x; y) bzw. P(x; y; z

Definition G 13: G 13
Ein Koordinatensystem
(O; 5)1, 5)2) der Ebene heif3t (dfl, 5)2, 5)3) des Raumes heif3t
kartesisches Koordinatensystem,
falls die Basisvektore_a)l, 5)2 falls die Basisvektorel, Zz, 33
orthogonal 21)1 O ?1)2)1) paarweise orthoggnal

(;1)1 O ;1)2, 21)2 O ;1)3, ag D;l)l)
und wie in Fig. G 324; = e;) angeordnete Einheitsvektoren sind:
Da,0=COa,0=1 Da,0=DOa,0=Oagd=1

Ol e; 'xe;

Fig. G 32

D 5)1, Zz hei3en orthogonal, falls nﬁ)tl = TM ,32 = OA, der Winkelt A;0A; ein rechter Winkel ist.
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Bezeichnung eines kartesischen Koordinatensystems

in der Ebene: (O¢1, ¢,) im Raum: (Oiey, €5, ¢3)

In der Ebene sind die Vektoré)ri undgz S0 angeordnet, da§§ entgegen dem Uhrzeigersinn
(mathematisch positiver Drehsmn) ,,auf kiirzestem We¢2||gedreht werden kann. Im Raum
soll die glelche Uberfiihrung VOEﬂJL in e2 bei einer gedachten Rechtsschraube ein Herausdre-
hen in dlee3—R|chtung bewirken.

Beispiel G 9:

Bezeichnet man in Fig. G 23 den gemeinsamen Anfangspunkt aller Vektoren mit O, so ist
(O; a4, a,) ein Koordinatensystem der Ebene. Nun kann zum Beispiel der \elttiein durch
seine Koordinaten 0,5 und 2 berinéﬁl,{Zz} gekennzeichnet werden. Diese Koordinaten

stellen ein geordnetes Paar reeller Zahlen dar, &t
so dass wir fub bezuglich der Basisa{;, a,} auch . :
b =(0,5; 2) oderb = %% schreiben. Der Vektds | \e1

ist zuerst alZeilenvektound an zweiter Stelle als A7 ____|
Spaltenvektobeziiglich {Zl, 5)2} dargestellt. P38 -15)
Notieren wir die in den Fig. G 33a/b eingezeichneten

Ortsvektoren bzw. Vektoren beziiglich der kartesiscliéh G 332 IRRREEE
Koordinatensysteme (@, ¢,) bzw. (O;eq, €5, 3)
als Spaltenvektoren, so ergibt sich

02 L1y 1 P(2; 1,5, 2)
fur Fig. G 33a: p = il bzw.a = 30 und a= (—1,5) > !
13, 51 '143 ~1\63 N
DZ - g 1 g .i . * \\o e’:rZI ’
fiir Fig. G 33b:p = %{% bzw.a = H1.8]. 4l 1o 1L
020 010 Fig. G 33b
Beispiel G 10:

Gegeben seien die Punktg(; 1), Ax(2; 5) und X(=3; 5,5) durch ihre Koordinaten beziglich
eines kartesischen KoordmatensystemSe(p;:z) (Fig. G 34).

a) Wir steIIeLdle Vektoreal = OA1 , a2 = OA2
und x=0X alsLineakombinationervon e eq
unde. e, dar:

;1)1 = OAl = §1 +E)2;
;1)2 = OA2 = 2?1 + 532,
— — — —
x=0X = —&l'f' 5,&2

b) Fur die Vektorem = ALA, undc = g ap+ % ap
gilt

X(=3; 5,5)

=
X
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c) Die Vektoren?fl, undgz sind nicht parallel, d.h.:atl, 5)2} ist eine Basis fur die Vektoren
der Ebene. Eine rechnerische Uberpriifung bestétigt diese Feststellung (vgl. Satz G 53):

Aus al + 1y a2 =0, also g% 4 rz% b , folgt nach denPrinzip deKoeffizienten-

3r1+2r2—0

und daraus;r= 0 und § = 0.
rg+ 5r2 =0

vergleichs

d) Nun kann deWektor X alsLineakombinationvona, unde dargestellt werden.

Aus dem Ansatz = X'a; + y'a, ergibt sich mitx = D:, 5] LAy = % und a, = %
4 0 = 030 X +2y' =

XG0t YaT g x'+5y‘:5,5.

Dieses Gleichungssystem hat die Losungen x'=-2 und y' = 1,5, so=laga + 1,5a, gilt.
—2 und 1,5 sind die Koordinaten varbeztiglich der Basisafy, ao}.

also

Ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene bzw. im Raum ist tUber ein Paar orthogonaler Ein-
heitsvektoren_:)l, E)z bzw. Gber paarweise orthogonale Einheitsvekté)rpri)z, 33 gewonnen wor-

den, die man sich an einem Punkt O, dé@ordinatenursprungangeheftet denkt.

Mit den Einheitsvektore®; sind nun sowohEin-

heitspunkteg;(1; 0) und &(0; 1) bzw. g(1; 0; 0), 3¥ ;
E5(0; 1; 0) und K(0; 0; 1) wie aucliKoordinatenach- 2 2
senals Verbindungsgeraden von O mit den Einhe 1 |
punkten festgelegt. Jede Koordinatenachse kann 72
Zahlengerade aufgefasst werden; die Figuren G {2 -1 O] 1 2 X 2 1401 2y
und G 36 zeigen diese Achsen jeweils mit einer Sk = . 32711

Fig. G 35 X Fig. G 36

(Darstellung der ganzen Zahlen).
Die Koordinatenachsen werden einzeln als x-, y- und z-Koordinatenachse (kurz: x-Achse usw.)
bezeichnet, wobei in der Ebene ebenfaliszissenachdér die x-Achse un@®rdinatenachséiir

die y-Achse gebréauchlich sind. Im Raum wird durch je zwei Koordinatenachsen genidaaitie
natenebendestgelegt: Es entstehen die xy-, yz- und xz-Koordinatenebene (kurz: xy-Ebene usw.).

Fig. G 35 und Fig. G 36 zeigen, dass bei einer Beschreibung von Punkten (bzw. Punktmengen) mit-
tels Koordinaten die vektorielle Herkunft eines gegebenen Koordinatensystems zuriicktreten kann.
Durch ein Koordinatensystem erfolgt eine Zerlegung der Ebene bzw. des Raumes. Neben den Koor-
dinatenachsen und im Raum zusatzlich den Koordinatenebenen ergeben sich in dérizene
drantenund im Raun8 OktantenFig. G 37 und Fig. G 38a).

y P(2; 3) z z
***** R 35K
I1. Quadrant i 1. Quadrant =
| ] 1 +P(3; 4 35)
Q=2 1) \ v : !
T 1 | 1 !
! I
t + + O L
| o] 1 | X y / SLo__ 1,4y
LU | (SN —
R-3-1) o __ + S(3,-15) vi [ X
I11. Quadrant 1V. Quadrant vl v
Fig. G 37 Fig. G 38a Fig. G 38b
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Fig. G 38b veranschaulicht den rdumlichen Sachverhalt fiir einen Punkt P im I. Oktanten, also mit
durchweg positiven Koordinaten. P hat die Koordinaten x = 3, y =4 und z = 3,5. Aus der Darstellung
ist zu erkennen, wie man in einem Schragbild des Koordinatensystems von den Koordinaten zur Ein-
zeichnung des Punktes kommt und wie man umgekehrt von einem Punkt P durch orthogonale Pro-
jektionen zu den Abschnitten auf den Achsen gefuhrt wird.

Neben kartesischen Koordinatensystemen in der Ebene bzw. im Raum werden gelegentlich auch
schiefwinklige Koordinatensystemegenutzt (vgl. Fig. G 39—-G 41). Selbst ein Verzicht auf gleich
lange Einheiten auf den Achsen eines Koordinatensystems mit paarweise senkrechtemeftiisen (
winkliges Koordinatensystemn) kann zweckm&Rig sein. Alle 0.g. Koordinatensysteme der Ebene
und des Raumes werden zusammenfasser®ysieme von Parallelkoordinaterbezeichnet.

Fig. G 39 Fig. G 40 Raumgitter, Kristallstruktur ~ Fig. G 41

Andere Arten der Beschreibung von Punkten in der Ebene bzw. im Raum mithilfe von Zahlen wer-
den durch vielfaltige Anwendungsmaoglichkeiten in den Naturwissenschaften und der Technik ange-
regt. Sie erlauben auch in der Mathematik eine bessere Beschreibung von Zusammenhangen und
sind dadurch dann oft geeignet, Erkenntnisse klarer und tbersichtlicher zu erfassen sowie Anwen-
dungsfelder zu erweitern. Als Beispiel seien ebene und raumliche Polarkoordinatensysteme genannt.

G 1.5 Punkte, Strecken und Dreiecke in einem Koordinatensystem

Die bisher erworbenen Kenntnisse tiber Koordinaten und Koordinatensyssetten nun fur
Berechnungen an Strecken und Dreiecken genutzt werden.

» Mittelpunkt M einer Strecke,P, in der Ebene und im Raum

Die StreckeP,P, sei durch die Koordinaten ihrer Endpunkge,Py,) und
Po(X5; o) (in der Ebene) bzw.fX4; yq; Z1) und B(Xy; Yo; 25) (im Raum)
gegeben. Um die Koordinaten des Mittelpunkts dieser Strecke zu bestin
kann man — und darin besteht ein Vorzug vektorieller Arbeitsweise — di
Betrachtungen fir die Ebene und den Raum zun&chst einheitlich durcl
ren. In beiden Fallen werden die PunkjauRd B durch ihre Ortsvektoren
51 bzw.f;z (beziglich O, dem Koordinatenursprung) beschrieben.

Wie in Beispiel G 5 gezeigt, gilt fur den Mittelpunkt M bzw fur seinen OrtsveT(tor

(0]

Fig. G 42

X4
m=12 (p1 +P»). Im ebenen Fall erhalt man daraus mit %/ % po= E]YE furm = Ey "5 durch
1% yz
2
Im raumlichen Fall ergibt sich die dritte Koordmate analog als ein arithmetisches Mittel.

Koordinatenvergleich ,ﬁ= und yn-

D Bei den folgenden Betrachtungen wird stets die Verwendung eines ebenen bzw. eines rakanfesien
schenKoordinatensystem vorausgesetzt.
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Satz G 9: Streckenmittelpunkt G9

Fur denMittelpunkt M der Streke P, P,

« in der Ebene mit den Endpunktef(g; y1) und B(x,; y,) gilt M()%XZ; le;yz);
Yo, Z1*’22)
2 2~

« im Raum mit den Endpunkten®y; y1; ;) und B(X; Yo; 2,) gilt M(Xlzxz; A1

Beispiel G 11: - G111
a) Es sind die Koordinaten des Mittelpunktes der Stré&Re mit dg{nz_ 5 Y
Koordinatenursprung O und® 2; 5) als Endpunkte zu berechnen.” " 5

Mithilfe einer Zeichnung Uberprifen wir das Ergebnis (Fig. G 43).
Einsetzen in die Formel aus Satz G 9 ergibt

M('22+0; 5420), also M(—l;g ).

b) Gegeben sind die Punktg(P, 1) und M(3; 2). Man bestimme die
Koordinaten des Punktes Bo, dass M Mittelpunkt voR,P, ist.
Xt
2
Entsprechend gilty= 2y, — x. Also: % =2-3-1=5; y=2-2-1=3.

AUS %, = 2222 folgt 2%, = Xg + Xp DZW. % = 2% — X;.

¢ Schwerpunkt eines Dreiecks

Beispiel G 12: Schwerpunkt S eines DreieckB,P; G 12
Ein Dreieck RP,P3 sei durch die Koordinaten seiner Eckpunkte gegelbéxy;B1), P(X; Vo)
und RB(X3; Ya). o

Vor Berechnung der Schwerpunktskoordinaten soll zunéchst elementar-
geometrisch bewiesen werden, dass die Seitenhalbierenden eines Drei-
ecks einander in einem Punkt schneiden und dass dieser Schnittpunk
(der Schwerpunkt des Dreiecks genannt wird) eine Seitenhalbierende i
Verhaltnis 2: 1 teilt.

Dafir gentigt es zu zeigen, dass der Schnittpunkt S der Seitenhalbie
denP,P;' undP,P,' beide Streken imVerhaltnis2 : 1 teilt (Fig. G44): Fig. G 44

Es seien Pund R die Mittelpunkte vorP;S bzwP,S . Einerseits ist

P,'P,' eine Mittellinie in RP,P3, andererseits if®,P.  eine Mittellinie inS: Beide Stre-
cken sind parallel z@,P, und halb so groR Wi®, . FolglichjBtP,'P,' ein Parallelo-
gramm und seine Diagonalen halbieren einander in S. Damit teilt S sByR}I als auch
P,P, im Verhéltnis 2 : 1.

Mit den Koordinaten von £ P, und B werden nun die Koordinaten von S berechnet:

Der Mittelpunkt R’ von P,P; hat die Koordinate)lélzz—x3 y?;y3 . Fur den Punkt S gilt

H _ 2 3' —_ —_ _ 2 —_ 0 —_
P;S =35 PP bzw. s—p;=3(p1—pa)
Damit ergibt sich fur den Ortsvektsrvom Schwerpunkt S:

= 2/, o DO oot X XD g Xt X tXq
=p1t3(Pi'—p) =010 +3 50 0-0m =30 i
yd Vo ty4l y{Od YV, tYo, tydl

—
N
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Die Koordinaten des Schwerpunktes S eines DreiedRs$R sind demnach das arithmetische
Mittel der entsprechenden Koordinaten der drei Eckpunkte.

« Betrag eines Vektors/Lange einer Strecke

Von einer Streck®,P, sind die Koordinaten der Endpunkte beziglich eines kartesischen Koordi-
natensystems gegebernd® y;) bzw. R(X;; ¥;; ), i = 1, 2. Gesucht ist die Lange s der StreléTEZ

Wir nutzen ,vektoriellen Méglichkeiten zum Ldsen dieser koordinatengeometrisch formulierten
Problemstellung Die Lange der StredkgP, wird offensichtlich bestimmt, indem man den Betrag
des VektorSpZ p ermittelt (vgl. Fig. G 42 und Fig. G 47).

Deshalb betrachten wir zunachst den Bema[g
eines Vektora in der Ebene bzw. im Raum (vgl. y
Definition G 7). Wird der Vekton als Ortsvektor
berincrLdesg)ordinatenursprungs 0] ngestt 5
so ist mita = OA eine gerichtete Streci@A
gegeben, deren Lange wir bestimmen (Fig. G ¢

0 :
a=0A =00 bZW.a:OA:ElPE 1 g -
A EaB Fig. G 45a Fig. G 45b

Durch Anwendung des Satzes deSHAGORAS im ebenen Fall (Fig. G 45a) und zweimalige
Anwendung dieses Satzes im raumlichen Fall (Fig. G 4602 = a2 + a2 und
nOAD = ,/|OAY? +a2) erhalt man:

G10 | Satz G 10 Betrag einesvektors

%

—)

Esse =0 bzw m ein Vektor der Ebene bzw. des Raumes mit Koordinaten beztiglich

o

eines kartesischen Koordinatensystems. Dann gilt fur den Betrag
« des ebenen Vektots Dan= [a2+ &

« des raumlichen Vektors: Dan= /a2 + aZ+az.

Wie man aus Fig. G 45a erkennt, ist der Beﬂ:@geines ebenen Vektors die Lange der Diagonalen
im Rechteck mit den Seitenlanggnuad §. Fig. G 45b zeigt, dass fur den raumlichen Vektder
BetragDaDgIelch der Lange der Raumdiagonalen im Quader mit den Kantenlanggniad 3 ist.

G13 Beispiel G 13: 2

(1) Zu ermitteln ist der Betrag des Vektors aa)z 5143 b) a=

i zua): can= G} =127+ =./160 =13
020
7

030

O

]
0

|
O

3

=22+ (-6)2+32 =./4+36+9 =7

Zub): Cag=
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Fur komplizierte Zahlenwerte oder langere Serien von Beim, i o hiia broatolree os. ]
tragsberechnungen kann der Einsatz eines GTA sinnvoll
sein. Fi ) ) . - O30 . *Define betraa(e, u,zi=[xZ + 42+ 22
. Fig. G 46 zeigt dies fiir den FalF 544, wobei in hetran(s 4.5 =
Os0 "unitUe -3 3D [g 'Si—iﬁ %]
Zeile 1 eine Betragsfunktion definiert und in Zeile 2 dann |unitV<re.-9.3101
angewendet wird. Fig. G 46
N _, 0o
(2) Man bestimme zu ap = % b) b =
030

— = —
denVektor b?, der zub gleichgerichtet ist und den Betrag 1 fial ist einEinheitvektor).
Zunachst berechnen wir den Betrag won

Zua): dbo= J/32+42 =5; zu bybbo= ./36+ 81+ 9 =,/129 = 3./14 = 11,22
D20
Wir hétten auclb = 351-% betrachten kdnnen und bek&dmen dann ebenso
010
e HZD BZD 2432412
obo= (354 =3{4d =3/22+32+12 =3./14
010 010
—_ — 2
Durch Multiplizieren des Vektors mit 31— erhalt man schlieBlich® , demd % . Also:
[ [
N N 0éo 020
N N - 5 L 5 .n0 =1 0O 10
Zua). b0 =¢ o e Zub): b H = axa

N 314, J14gp
Eine Probe bestatigt in beiden Falleb% = 1.
Bei Einsatz eines GTA erhielten wir im Fall b) z.B. die Darstellung wie in Fig. G 46, Zeile 3.

Soll nun die Lange einer StreckgP,  auf vektoriellem Wege ermittelt werden, so bestimmt man
den Betrag des Vektogs, — p;.

<Y

ON_1 ’
P2=P1 Fig. G 47a Fig. G 47b

Satz G 11 Lange einer Stedke G111
Fir die Lange s einer StrecReP,
* in der Ebene mit den Endpunktey(’B; y1) und B(X»; Y>) gilt
S =OPP= (X, =x0)? + (¥, =¥2)?,
* im Raum mit den Endpunkten®4; y1; z1) und B(X; Yo; 2o) gilt
S =0PIPH= [(xa=x1)2+ (Yo —Y1)? + (2.-21)%.




G14

G12
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Beispiel G 14: L
a) Esistdie Lange s der StredReP, mig® 5; —3) und R1; 7; —5) zu berechnen.
s =0P,Pf = J(2-1)2+(5-7)2+(—3+5)2 ,
=J1+4+4=,9 =3 (LE) P,(6; -2; 6,5)

|

b) Man berechne den Abstand voi{# 3; 3,5) und !
P,(6; —2; 6,5) jeweils zum Ursprung O sowie sBPO. | P14 3, 39)
s, =00P,0 = /16+ 9+ 12 25=,/37,25= 6,10 (LE) i | s/
|
|
|
|
|

s, =00P,0 = ./36+ 4+ 42 25=,/82,25= 9,07 (LE)
s =0P,Pf = J(4-6)2+(3+2)2+(3,5-6,5)2
= .J4+ 25+ 9 =,/38 = 6,16 (LE) X Fig. G 4¢

¢ Flacheninhalt eines Dreiecks

Ist ein Dreieck in der Ebehedurch die Koordinaten seiner Eckpunkte
einem kartesischen Koordinatensystem gegeben, so verlangt die Be
nung seines Flacheninhaltes mit der InhaltsformeI]QA = gherstdas
Ermitteln zweier Zwischenergebnisse (g und h). Mit elementargeom
schen Uberlegungen in dem Koordinatensystem lasst sich jedoch eir
chenformel ableiten, die direkt die Koordinaten der Eckpunkte benu 2|
Gegeben sei ein Dreieck®P; mit Py(Xy; yq), Po(Xp; Yo) und B(X3;y3). 0 x, = x, x, x

Durch die Projektion vonPP, und R auf die x-Achse entstehen drei Fig. G 4¢
Trapeze mit den Inhalten;AA, und Ag (Fig. G 49).

Es gilt fur den Inhalt A des Dreiecks: A 5A A, — Az mit

Ar= % (3 + Y)(X3—X1); Az = % (V2 + Ya) (X2 = X3); Az = % (y2 + yD (X2 = Xp).

Folglich ist A =3 [(y + y1)(Xg = %) + (Y2 + Ya) (X2 = %) — (Y2 * YD) (xp — X0)]

und nach Vereinfachung A ]2: 185 — ¥3) + Xo(y3 — V1) + X3(Y1 — o)l

Fiir das Dreieck fP,P3 mit P(1; 2), B(4; 1) und B(3; 5) ergibt sich Ay3=5,5. Verandern wir die
Reihenfolge der Eckpunkte vorf3P5 in P;P3P,, so erhalten wir nach obiger FormglA= -5,5.

Mit der Anderung der Reihenfolge der Eckpunkte im Dreie@%P; ist auch eine Anderung der
Orientierung des Dreiecks verbunden. Die obige Formel fiir den Inhalt A gibtwveiresichenbe-
haftetenFlacheninhalt an, der dies berlicksichtigt. Setzt man den rechten Term in Betragsstriche, so
besteht Ubereinstimmung mit dem Resultat nach%& = gh. Die somit abgeleitete Formel gilt auch,
wenn die Punkte £ P, und R nicht alle im ersten Quadranten liegen.

Y31

YiT

Satz G 12: Flacheninhalt eines Dreiecks in der Ebene
Fir den Flacheninhalt A des Dreieck$$P; mit den Eckpunkten#X;; y1), Px(X5; yo) und

Pa(xa Ya) Gilt A= Z0xa(y2 = Ya) + XalYa = Y) + Xaly1 — ¥2)0.2)

D Mithilfe der etwas weiter entwickelten Vektorrechnung wird in Abschnitt G 8 gezeigt, wie man fir ein im
Raum liegendes Dreieck den Flacheninhalt aus den Koordinaten der Eckpunkte ermittelt.
2) Die Indizes der drei Summanden gehen in Reihenfolge durch zyklische Vertauschung auseinander hervor.
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Beispiel G 15: Kollinearitat dreier Punkte G 15
Mit der Inhaltsformel (Satz G 12) fiir ein Dreieck kann auch rechnerisch ermittelt werder), oo
drei in einem kartesischen Koordinatensystem gegebene Punkte auf ein und derselben Geraden
liegen (alsdkollinear sind) oder nicht.

Da bei einem nicht entarteten DreiegiPqPs fiir den Flacheninhalt A stets A > 0 gilt, folgt au’s

Satz G 12: Drei Punkte;f4; y1), Pa(Xo; Yo) und R(xs; y3) sind genau dann kollinear (bilder

ein entartetes Dreieck mit A = 0), wenp(Y — Y3) + Xo(Y3 — Y1) + X3(Y1 — ¥») = 0.

Zum Beispiel liegen die Punkte;®2; 1), B(4; 3) und R(-5; 0) auf derselben Geraden

(sind also kollinear), da (-2)(3—-0) + 4(0 — 1) + (-5)(1 — 3) = 0 ist.

G 1.6 Lineare Abhangigkeit und lineare Unabhangigkeit

Der BegriffVektorraum(s. Abschnitt G 9) ist ein fundamentaler Strukturbegriff der modernen
Mathematik. Mit definearen Unabhangigkeit von Vektorsall nun einer der wichtigsten Begriffe

aus diesem Bereich erértert werden. Dabei erscheinen die Sétze G 5, G 6 und G 7 Uber nicht parallele
Vektoren bzw. Uber drei nicht komplanare Vektoren und der Begriff der Basis (Definition G 10 und

G 11) fur die Vektoren der Ebene bzw. des Raumes unter einem neuen, verallgemeinerungsfahigen
Gesichtspunkt.

Beispiel G 16: G 16
In Fig. G 50 sind die Vektoren, b, ¢ undx durch(TA ) \/B

@, 04& bzw.ﬁ( angegeben. &

a) Es lasst sich feststellen: X

o Xist eineLinearkombinationderVektorenZ und
bdennesgllk——a+ b. ( A

. x ist eine Llnearkomblnanon der Vektorerund O/\
C,dax =a +c ist. F'Q-G50
« X ist auch eine Linearkombination der Vektoteand<¢, da x = -2c gilt.

3%
20
b) Gegeben sel der Vektdrals Linearkombination der Vektorenundb, namlich

d=1 a + = 2! 1y,

Der Vektord wird durch den Pfe|DD dargestellt, wobei D der Mittelpunkt X is::

d= O% . Man erkennt.

« X ist weder ein Vielfaches vannoch ein Vielfaches vob oderc.
e X ist aber ein Vielfaches vah denn es giltx = 2d.

Beispiel G 17: - G G 17
Gegeben sei ein Quader ABCDEFGH (Fig. G 51) mit den

eingezeichneten Vektoréﬁ B), ?, ;, ; undz. E 7—F y

Fur die Vektorerx bzw.y gilt: 2l /P =/ /¢

X=c=AE =BF =CG =DH y =BG =AH

A 3 B Fig. G 51
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DerVektor? lasst sich weder alsneakombinationderVektorena undb noch als Linedom-
bination der Vektorem und<¢ darstellen. Es gilt abé’zr =b+¢.

Der Vektor z kann als Linearkombination der Vektose und<c dargestellt werden:
Z=-b+a+x=a-b+c

Aber:

« 7 ist keine Linearkombination von zwei der drei Vektogem und-c.

« Keiner der drei Vektoren, b und¢ ist als Linearkombination der restlichen zwei darstellbar.

Beispiel G 17 zeigtKeiner der (drei nicht komplanaren) Vektorenb undc lasst sich als Linear-
kombination der tbrigen beiden Vektoren darstellensetzt man einen der drei Vektorerb und

¢ durchz, so hat die neue Menge von drei Vektoren ebenfalls diese Eigenschaft. Was wir zuvor fur
zwei Vektoren mitnicht parallel* und fur drei Vektoren mjnicht komplanar” beschrieben haben,

l&sst sich durch den Begrifinear unabhangig” einheitlich und fur Verallgemeinerungen offen
definieren:

G 14 Definition G 14:
VektorenZl, 5)2, e En heiRerinear unabhangig, falls sichkeinVekta von ihnen als Linea
kombination der Ubrigen Vektoren darstellen lasst.
Kann manwenigstenginen der VektoreEl, Zz, ...,?fn als Linearkombination der Ubrigen
Vektoren darstellen, so hei3en Wiktorenlinear abhangig.
Eine Vektormenge, die nur aus dem Elemebesteht, wird mit eingeordnet: Man betrachtet
a # o als linear unabhangig und= o als linear abhangig.

Nach dem Beweis zu Satz G 5 konnte man bemerken, dass die Nichtparallelitat zweier \Wgktoren
a, allein durch folgende Implikation gekennzeichnet ist:

Wenn rya; +ay=o, so r,=0undr,=0
Fir drei nicht komplanare Vektoren ist die entsprechende Implikation nach Satz G 7 (vgl. die Ein-
deutigkeitsaussage) erfillt:

Wenn rlgl + rzgz + r3§3 =0, so rn=rn=r3=0. %
Und umgekehrt: Geniigen drei Vektoréfwl, 5)2 und§3 der Eigenschatft (*), so sind sie nicht kom-
planar.

Allgemein kdnnen wir nach Definition G 14 festhalten: Sind die Vektsgeﬁ)z, ...,En linear
unabhangig, so lasst sich der Nullveksonur durch (3)1 + 0?1)2 + ...+ O?fn (durch die so
genanntdriviale Linearkombination des Nullvektdmdarstellen, d.h.:

Aus rlz_fl + rzgz + ...t rnz_fn =0 folgt rn=r=..=nr=0.
Denn gébe es ein# 0 in der Linearkombination vom, so konnte durch Umstellung der Gleichung

nach a; und Division durch;rder Vektor aals Linearkombination der tibrigen Vektoren dargestellt
werden, was aber bei linear unabhéangigen Vektoren unmdglich ist (vgl. Definition G 14).

Die oben definierténeare Abhangigkeihat sofort die Existenz einer nichttrivialen Linearkombina-
tion des Nullvektors zur Folge

Sind die Vektorer?fl, 5)2, e, ap Ilnear abhanglg S0 existiert ein Vektor, Za@ der SICh mithilfe
der Gbrigen darstellen Iasatl =1 a2 +.. an Daraus folgb = (—1)a1 +r1, az + .0 an
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Damit l&sst sich feststellen:

Satz G 13 Lineare Unabhangiceit und lineare Abhangigkeit G13
Vektorenay, ay, ..., a, sindlinear unabhangigwenn as ryaq + fa, + ... Iap = o stets
MN=rHn=..=nL= O folgt.

Gibt es dagegen reelle Zahlgnm, ..., I, dienicht allegleich 0 sind, so dass

r al trhas+ ... I an = o gilt, so smd die Vektorelal, ag, ..., Zn linear abhangig

Fur Vektoren der Ebene gilt: Es kdnnen maximal jeweils zwei Vektoren linear unabhéngig sein —
jeder hinzukommende Vektor der Ebene lasst sich aus diesen beiden linear kombinieren (Satz G 6).
Fur Vektoren im Raum gilt: Es kdnnen maximal jeweils drei Vektoren linear unabhangig sein — jeder
hinzukommende Vektor des Raumes lasst sich hier aus diesen drei linear kombinieren (Satz G 7).

Beispiel G 18: G 18
L o . oo L
(1) Die lineare Unabhangigkeit der drei Vektoeare HH, e, =HH und ez=HH lasstsich
tgd td 00
mit jedem der folgenden drei Argumente begriinden:

a) 31, E)z und€3 sind Basisvektoren eines raumlichen kartesischen Koordinatensystems (also
zusatzlich noch Einheitsvektoren und paarweise orthogonal). m

b) Keiner der drei Vektoren ist eine Linearkombination der tibrigen beiden; beispielsweise
kann die erste Koordinate ven niemals aus einer Linearkombination der ersten Koorli-
naten vore, unde3 entstehen.

c) Der Nullvektor lasst sich aus, e, undeg nur trivial linear kombinieren:
- - - -
Aus neptrney,+rgez=o fOlgt n=rn=r= 0.

(2) Man weise nach, dass

. D20 _ o8O oo
« a;=H1f, ap=Hs3 und a3= Hi linear unabhéngige Vektoren sind,
(BE/ N L] Ua0
Kb . 07D . Oo
* b;=HH, bpy=H#H und bz={HH linear abhangige Vektoren sind.
0] 070 b

AuRerdem soll einer der drei Vektorgpals Linearkombination der anderen zwei dargestel t
werden. Im Folgenden wird nur der Ansatz notiert, das Problem aber im Beispiel G 41
(Abschnitt G 3) nochmals aufgegriffen.

Aus der unbestimmten Linearkombination des Nullvektors

ray+nay+izag=o 5161+ b+ 5b3=0
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

2rn+3n—- =0 3+79+ =0

rh+3n+ =0 S5i— $+t25=0

—2n-2Lb+4R=0 55+79+45=0
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Um den verlangten Nachweis zu erbringen, muss die Rechnung fiir das linke Gleichungssystem
zu dereindeutigerLdsung = r, = r3 = 0 fuhren, fiir das rechte Gleichungssystem aber neben

$1 =S =S = 0 auch eine Losung mit einem von null verschiedenen Wert fur mindesteps ein s
(i=1, 2, 3) ergeben. Fir das Gleichungssystem mitelarigblen sei hier mit;s= -3,

s, = 1 und § = 2 eine Lésung vorgegeben. (Durch Einsetzen dieser Werte bestétigt man dies;
prinzipielle Erérterungen zu einem Lésungsalgorithmus erfolgen in Abschnitt G 3.)

Somit ergibt sich 1_52 = 3_b>1 - 233 (der Einfachheit halber stellen vﬁrz als Linearkombi-

nation vonB)l undl_))3 dar), eine Gleichung, die man mit den konkreten Spaltenveld_fptmer-

prifen kann.

Nutzt man den GTA, so stehen miitnult undrref zwei Befehle zur Verfigung. Man beachte,
dasssimult nur fireindeutiglosbare Gleichungssysteme vom Jgp/ariablen undn Gleichun-

gen“ genutzt werden kann (vgl. Fig. G 52 sowie Fig. G 59 im Beispiel G 22). Wegen dieser Ein-
schréankungen werden wir — bis auf Fig. G 52 und Fig. G 59 — im Weiteren muefnaitbeiten.

a1 aebra|oat [offer [Prantofc1ear az. | A1 diEraleote|ofher Frantofclear 2z |
2 3 -1] [0 o 27 1o 18 32 8
Isimult,”:l 3 1Ha” [a lrr‘ef‘[[l -1 2 a“ [a 1 -1z 0
-z 2 4]ln o s 7 40 Doon @
lﬁ, 1;1,3%2, 2,1%;9;9]» F|g G 52 @[3'?'1'311’.1}15 1'2'Qﬁ§;:3?n'4'ﬂl)l F|g G 53

Der rechte Ausdruck in Fig. G 53 gibt das Zahlenschema eines umgeformten (zu dem links wie-
dergegebenen aquivalenten) Gleichungssystems wieder:

s+ Og+35=0 5 +3%=0
Os, + 132—%33:0 bzw. —%53:0
05+ 0O+ 05=0

Mit s3 = t* (freier Parameter) erhalt maps—z trund s = % t* bzw. in Vektorschreibweise

03
58 _ .84
=t*010, t* OR. Da t* eine beliebige reelle Zahl ist, kann man die Losung auch in der
e
(5] B.0
030
8 _ g
Form % = I]I%_llj , t0R, angeben (wie aus dem Schirmbild ablesbar).
2] a%

(=)

G 1.7 Beweise unter Verwendung von Vektoren

In den folgenden Beispielen werden Séatze der ebenen Geowedtioeiell bewiesen. Neben einer
Figur mit Eintragungen von Pfeilen/Vektoren erfassen wir jeweil¥ali@ussetzungetes Satzes
mithilfe von Vektoren, notieren mit Vektoren die Behauptung und schliel3en auf dieser Basis den
Beweis an.
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Beispiel G 19: G 19
Man beweise: DieVerbindungsstrd@ derMittelpunktezweier Dreiecksseiten ist zur dritten
Seite parallel und halb so lang wie diese.

\Voraussetzungen (Fig. G 54):

- - - - 4), ,4) 1—> 4 ; 17>
a+tb+c=0; BB =BC :5"1; CA"' = A'A :§b

=" -
BehauptungA’ B' 42 c
Beweis: AB =3b+(3a)=— (b +a)=— @+b)

. — - B
Mita+b =—-cfolgtA’B =3 (¢)=3C¢. Fig. G 54

Neben der Kennzeichnung videktorenin einer Figur kann auch die Methode benutzt werden,
Punkteeiner Figur mithilfe vorOrtsvektoren (beziiglich eines einmal gewahlten Punktes O der
Ebene/des Raumes) zu beschreiben.

Beispiel G 20: G20
Fiir den Ortsvektan des Mittelpunktes M einer
StreckeAB gilt (Fig. G 55):

E:B)+%(§—l_§):%(§+l_5) bzw. kurz m =

a+hb
2

Wir beweisen nun den Satz aus Beispiel G 19 mithilfe

von Ortsvektoren:
Es seierE, _b), ?, a' undb' die Ortsvektoren

der Punkte A, B, C, A' bzw. B' (Fig. G 56).

Dann gilt wegera' = a;c ‘b= B;C :
> - - e~ e - = —>
AB =B —a'=Drc 22 =2 F_a)=1AB N ,
a
0 Fig. G 56
G 1.8 Praktische Anwendungen
Beispiel G 21: G21

Am auBeren Ende eines Tragarmes (Fig. G 57a) greift P, a,
durch eine Last eine Kraft mit 0F 0= 1200 N an. tm

Der Tragarm hat eine Lange von 2 m und wird durch Pl: a; 2m
ein Zugseil gehalten, das 1 m oberhalb des Tragers T:
befestigt ist.

T

o Fig. G 57a

—{
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In Fig. G 57b ist die Zegjung (Unkehrung dekek- £ _
toraddition) der KraftF’ in dieKomponenté fur den Fig. G 57b
Tragarm und in die Komponent_é fur das Zugseil S
angegeben. Durch Messung — bei geeigneter Wahl des N
MaRstabes — bzw. durch Auswertung am rechtwinkli-

gen Dreieck als halbe Parallelogrammfigur der Vektoraddition ergibt sich
OF,0= 2400 N undiFon = A/1,22 + 2,42 - 1000 N= 2683 N.

Rechnerisch kann die Aufgabe auch in folgender Weise geldst werden:

F,

Wir zerlegenF in Komponenten bez. des Vekta)r§: PHPl (Tragarm) und des Vektors
Zz = gﬁ (Zugsell)F) = F]_ + FZ = Xlzl)l + Xzzl)z

Wegena, = PP, = %BZE unda, = P,P = '32 (Fig. G 57a) muss gelten:

x, 00 +%,020=0°10 pay, _2X1+2X2:O
1000 T 2200 T flazos) —Xp ==1200
Mit den sich daraus ergebenden Lsungen x, = 1200 istF; = 5_230% undF, = 831420005

d. h., fur die Betrage der Vektorfrl\ undfz gilt, wie oben bereits erhalten,
OF,0= 2400 N bzwiF,0= 2 683 N.

Beispiel G 22:
Die in Fig. G 1 skizzierte Dreipunktaufhangung fur die Oberleitung

einer Stral3enbahn soll mit den in Fig. G 58 dargestellten Koordina-
ten konkret bearbeitet werden:

P(3; 4; 0), R(O; 0; 2), BO; 6; 2), B(11; 3; 2). ;

Damit erhalten wir die Vektoren 10 F0. G 58
o o g - 080 X ig.
a,=PP, =04, 3,=PR, =00, 3,=PR =04,

020 020 020

in deren Richtung die Krafté)l, Fz bzw.F3 wirken. Sie entstehen, wenn voraussetzungsgemarn
eine Kraftf in P angreift und in Richtung der negativen z-Achse wirkt.
Es sei DFl:l 440 (gemessen in N) Die Krafu@l F2 undF3 sdeleIfachederVektorena1,
212 bzw. 213, also gllt Fl—Xlal, F2—X2212, F3 X3213

0o D
DerKraftF = J o I

D-44cﬂ
um einen Gleichgewichtszustand zu erzeugen. Es ergibt sich das Gleichungssystem
—3X;—3%+8x%; =0

hat die Kraft £ als Resultierende vahy, F, undF3 entgegenzuwirken,

08 B BB - BoF
X104 +XH28 + X33 = HoH  bzw. -4x+2x%- x3=0
020 DZD 020 [had) 2Xy + 2%, + 2X5 = 440

Dieses Gleichungssystem kdnnen wir mit bekannten Methoden l6sen. Sio déxersten und
letzten Gleichung durchy= —4x + 2X% aus der zweiten Gleichung ersetzbar.
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Wir erhalten als Lésung:;x %) =43,3; %= 30 -116,6 und %= 60

&
1 Few Fiw Fuw FE F&
- a Algebra|Calc|Other |Pramll|Clear a-=z..

Fig. G 59 zeigt die Losung des Systems mittels GTA:

(=]

3

i

3

-4 2 A 10]

Mit den Werten x bis xg erhalten wir die Koordinaten der _SWRH'S i Ejl} [9 H

Vektoren: 1 1 1] lzze =
@8;‘4,2,%%,1,1],FENIEIiEIn;ZZEI])
0-139 0350y Fig. G 59
. . 52 - . Hro08 _ . 81 :
Fl:X]_al:D 30 F2:X232:D3D F3:X3a3:E—6(8
12607 07000 (207
030 03 0

Von Interesse sind dRetrage der Krafte (in N):
OFyn= Jlso2 + P27, 269F - 5334; Fyn= J35&+ OO, 00 ~ 481,0;

O30 *O030 30

OF30 = /480 + 607 + 1207 = 498,4.
Auf die Verankerungspunkte wirken also Kréfte von rund 233,4 N, 481 N bzw. 498,4 N.

Beispiel G 23: G23
Betrachtet wird die Geschwindigkeit von Teilchen einer Flussigkeit, die durch ein Rohr stiémt.
Dazu schafft man sich eine Modellvorstellung und geht von der Fig. G 2 in Beispiel G 1 aus.
Das Rohr sei ein Zylindermantel mit der z-Achse eines rAumlichen Koordinatensystems als
Achse des Zylinders. Die Geschwindigkeit eines Teilchens in einem Punkt sei unabhang g von
seiner z-Koordinate und die Geschwindigkeit von Teilchen auf Kreisen in der xy-Ebene um O
sei konstant. Die Geschwindigkeit eines Teilchens ist also nur eine Funktion des Abstandas von
der Achse des Rohres (bzw. des Abstandes vom Rand des Zylinders).
Ein so genannteStromungsprofierhéalt man demnach schon, indem man beispielsweise f ir
z = 0 in der xz-Ebene die Geschwindigkeit der Teilchen analysiert.
In unserem Modell habe das Rohr den Radius 1. Fir die Punkte auf der x-Achse im Intervall
o0
(~1; 1) seien die Geschwindigkeitsvektoren durekP) =v (x) = H o 5 gegeben.
O x4
In Fig. G 60a werden sie fur z = 0 und z = 1,5 veranschaulicht:

=
= O

1 o "1 XFig. G 60a Fig. G 60b
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Wird das fiir z= 0 in Fig. G 60a erhaltene Stromungsprofil um die z-Achse gedreht, so bekommt
man eine Vorstellung tGber das raumliche Stromungsprofil. Eine analytische Beschreibung der
Geschwindigkeitsvektoren im zylindrischen Rohr erhalt man durch

- N o 0 o
v(P)=v(;y;2)=F o §
M- (2 +y2f)

Eine Veranschaulichung der Vektoren auf der Kreisscheibe, die durch die Ungleichung
x? + y? < 1 beschrieben wird (z = 0), gibt die Fig. G 60b. Die Endpunkte der Vektoren liegen
auf einem Teil eines nach unten geodffneten Rotationsparaboloids.

Beispiel G 24:

Fig. G 3 des Beispiels G 1 zeigt eine Veranschaulichungidgaetischen Feldesnes gera-

den, von Gleichstrom durchflossenen Leiters. Fir eine Beschreibung dieses physikalischen
Phanomens legen wir das Koordinatensystem so, dass der Leiter in der z-Achse liegt und die
Stromrichtung mit der positiven z-Richtung Gbereinstimmt.

Uber die Wirkungsrichtung und die Star® 0 des magnetischen Felddsgeben physikali-

sche Gesetze Auskunft:

(1) Der VektorH (P) in einem Punkt P (P nicht auf der z-Achse) liegt so auf einer Tangente an
den Kreis (Tangentialvektor) in einer Parallelebene zur xy-Ebene mit dem Mittelpunkt auf der
z-Achse, dass mit seiner Richtung die ,Rechte-Hand-Regel“ gilt (vgl. Fig. G 3).

(2) Die Starke des magnetischen Feldes, also der Betrdﬁ(ﬂ)nist umgekehrt proportional

zum Abstand des Punktes P vom Leiter.

Mit diesen Eigenschaften kann man in dem vereinbarten Koordinatensystem das magnetische

g/l

FeldH durch die Formel H(x; y; z) = thyz HxH beschreiben. Dabei hangt der Proportiona-
OoO

litatsfaktor k von den gewahlten Einheiten und von magnetischen Konstanten sowie von der

Starke des Stroms ab, zu dem die FeldstakH@)o proportional ist.

Wir berechnen den Betrag véhund veranschaulichefd in y

Abhangigkeit vom Abstand des Punktes P zum Leiter in einem

r—DﬁDDiagramm. Damit sind wir dann bei einer Veranschau- AN

lichung von Vektoreﬁ(P) in der xy-Ebene: ﬂ

r sei der Abstand des Punktes P(x; y; z) vom Leiter (z-Achse); ik

er ist unabhangig von der z-Koordinate von P. Fir diesen

Abstand gilt r =/x2+y2 (Fig. G 62).
y

P(X; Y; 2)

r=\/x2+y2

2V x Fig. G 62

Fur den Betrag des magnetischen Feldveli{®2) bzw. fur
die magnetische Feldstarke in P gilt dann:

DﬁD:.—Zk..___..Z /X2+y2 :KZ .r:lf
X2+y I

r
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Die Formel fiird gibt also die Eigenschaft (2) richtig wieder. Fig. G 61 zeigt die Verhaltnisse
in einem raH -Diagramm mit k = 2. Auch die Gultigkeit der Eigenschaft (1) wird durch eine
erganzende Darstellung von magnetischen Feldvektoren in der xy-Ebene bestatigt.
(Vgl. dazu beispielsweise fir Punkte P auf dem Einheitskreis, atsg%= 1 und k = 2, die
2y
eingezeichneten Vektoren mit ihrer Koordinatendarstellémg] ).
OoO

G 2 Geraden in der Ebene und im Raum

G 2.1 Punktrichtungsgleichung einer Geraden

Sind in der Ebene (Fig. G 63) oder im Raum (Fig. G 64) ein PynkidPein Vektom # o gegeben,
so ist dadurch eine Gerade g durgmitt der Richtung von eindeutig bestimmt.

Fig. G 63 ” Fig. G 64

Um eine vektorielle Beschreibung der Geraden g zu erhalten, nutzt man die Uberlegungen aus G 1.2,
dass sich bei der Vervielfachung eines Vektomsit einer reellen Zahl zwar dessen Betrag, aber nicht
dessen Rlchtung andert. Folglich liegen alle Punkte X mit dem Ortsvekiar den

x—p0+ta (tOR) (1)

gilt, auf der durch punda bestimmten Geradep, = OP bezeichnet dabei dé@rtsvektordes

Punktes B. Umgekehrt gehort zu jedem Punkt X von g eine solche eindeutig bestimmte Zahl t, dass
X nach (1) der Ortsvektor dieses Punktes X ist. Fig. G 65 und Fig. G 66 zeigen die entsprechenden
Situationen fur verschiedene t.

% Fig. G 65 Fig. G 66

Die Gleichung (1) heil3t auch Punktrichtungsgleichung der Geraden g. Der ¥akiat alsRich-
tungsvektorvon g und die reelle Zahl t dfarameterbezeichnet. Damit ist (1) eifRarameterglei-
chung der Geradeqg in vektorieller Schreibweise (kurz auch: eine Vektorgleichung). Es gilt:

Satz G 14 Punktrichtungsgleichung einer Geraden mParameterform G14
D|e Gerade g, die durch den Punkinfit dem Ortsvektopo = OP0 und den Richtungsvektor
a (a # 0) bestimmt ist, kann durch die Glelchumg= pot ta (tOR) beschrieben werden.
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Beispiel G 25:
Gegeben sei in der Ebene eine Gerade g durch den Ry¢rkt 8 mit denRichtungsektor
= 00 Dann isk = Ul‘:' + t'j'1D die Punktrichtungsgleichung von g.

T o
Far 4= 2,4 erhalt maml = D_ID +2 4EF1E| E—;H +|é|_.—24£ [ p1 detralcore [ofher PronIofclese a—z. |
-1
alsox = gl E Damit ist )g(—3,4, 1,8) ein Punkt von g. [_1]*"”9 [3-1]
Auch mit dem GTA kénnen wir die Koordinaten von Punkt. L-e?‘]m:ag(t.)—vpa+t,-va n[o'ze]

auf g in Abhangigkeit von t berechnen. Fig. G 67 (zusamn* == [3]
gefugt aus mehreren Schirmbildern) zeigt zwei Beispiele. [ -2 [is5]

133

Umgekehrt lasst sich fir einen Punkt das zugehérige t B2 seme— e
bestimmen, falls Xzu g gehért. Unter der Annahme, dass z.B. Fig. G 67

Xo(1; 7)dg, gilt

1t
Blm 8‘31% B EE und damit % —E;E =4 EE also % —gzé
Weil zwei Vektoren genau dann gleich sind, wenn sie in ihren Koordinaten tbereinstimmen
(vgl. Satz GB/Prinzip deKoordinatevergleichg, erhalt man das Gleichungssystem
n 2=-1-%
(I 4=-2-4.
Aus (1) folgt t, = — 2. Da dieser Wert auch die Gleichung (11) erfullt, isfX7) ein Punkt von g.

Beispiel G 26:
Gegeben sei im Raum eine Gerade h du2rch den Punkt AR e b rob e oz |
O D ] ]
Po(—1; 3; 2) und deRlchtungyektora =4 1D Dann .Hma [31
D_Zj 2 2
oo 020 H [
istx = HsH +t 545 die Punktrichtungsgleichungon h. -2 2
DZD D_Z:l ®lefine hit)=vpd +t-ua Dsc:ne
Fur ; =—0,7 erhélt man The [If
L oo 020 oo Dl 40 024 whir [‘? s
xy= 338 -0,788 =08 Ho#H , also x; = e 5
t20 o 020 0Og4] D3 4[| e -9, 25) [1;92:
Somit ist X(~ 2,4; 3,7; 3,4) ein Punkt von h. Fig. G 68 zeigrcszsy—— £
wie sich mittels eines GTA die Koordinaten weiterer Punkte Fig. G 68

von h in Abhangigkeit vom Parameter t bestimmen lassen.
Nun sei ein weiterer PunktKL; 2; 1) gegeben und es soll das zugehdgibestimmt werden.

do oo 020 DZD BZtZB
Wenn X% auf h liegt, so musg B35 % E’lm bzw. E—lt% gelten.
OO0 020 D0 ot
Analog zu Beispiel G 25 erhalt man hier drei Gleichungen mit der Unbekagnten t
() 2= 2% Aus (1) ergibt sich4= 1. Dieser Wert erfillt auch die Gleichung (I1),
am -1=-1-3 nicht aber (l11). Damit gibt es keinen Paramegeder die Glei-

(m -1=-2-%. chung?fz :BO + tzﬁ) erfillt, und folglich ist % kein Punkt von h.
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Wir wenden uns nun stérker der Beschreibung einer Geraden g in einem kartesischen Koordinaten-
system zu. g sei eine Gerade in der Ebene, die durch den B@gkiyf) und den Richtungsvektor

a= % bestimmt ist. Dabei wird wieder vorausgesetzt, dassm Nullvektoro verschieden ist,

d. h.?ﬁss)@\und g nicht gleichzeitig O werden. Unter diesen Voraussetzung%@ist g(ﬁ = g;.% t

die Punktrichtungsgleichungn g mit t alsParamete Daraus soll nun eingarameterfreie Glei-
chungvon g ggwonnen werdenyas erfordert, t aus dieser Gleichung zu eliminieren.

Aus % = @E + t% ergibt sich% %E =% , wora@s:iﬁ %ﬁ folgt.

Durch Koordinatenvergleich (vgl. Satz G 8) erhalt man daraus das Gleichungssystem:

() x—xp=1ta

(M y-yo=ta
Nach Multiplikation von (1) mit aund (Il) mit — g ergibt sich durch Addition der beiden Gleichungen
(x=x)a —(y—y) a=0. 2

Die Gleichung (2) ist nun eine parameterfreie Gleichung, die die Gerade g in der Ebene beschreibt.

Satz G 15 Parameterfreie Punktrichtungsgleichung einer Geraden in der Ebene G15
Die Gerade g der Ebene, die durch den PugigPyp) und den Richtungsvekté’rz Ea’% be-
stimmtist, lasst sich durch die parameterfreie Gleichung gxay x (y — ) & = 0 beschreiben.
Diese Gleichung nimmt fura 0 die Formy —y= Z—VX (X —>p) bzw. y —y=m (x — x)an.

m ist dabei der Anstieg der Geraden.

Beispiel G 27: G 27

Ist g eine Gerade der Ebene, die durgh-R; 3) unda = EE bestimmt wird, so ist

x= E”;E 4+ tg;% eine Punktrichtungsgleichung von g in Parameterform (vgl. Beispiel G 25).
Unter Anwendung von Satz G 15 erhalt man eine parameterfreie Punktrichtungsgleichung von g:
x+1)-(-2)-(y—3):(-1)=0,also-2(x+1)+(y—3)=0bzw.y =2x + 5.

Ist h eine weitere Gerade, die ebenfalls durch den PyrdetR, aber den Richtungsvektor

u= % hat, so isk = %V;E 4+ t% eine Punktrichtungsgleichung von h in Parameterform. Dar-
aus erhalt man mit Satz G 15 ebenfalls eine parameterfreie Gleichung von h:
(x+1):2—(y—-3)-0=0, also 2(x + 1) =0 bzw. x = 1.

Durch diese Gleichung wird die zur y-Achse parallele Gerade dgrohdehrieben.

Durch Auflésen der Klammern in (2) ergibt sigfxa- g y — g Xq + & Yo = 0. Ersetzen wir in dieser
Gleichung zur Verkarzung,aurch a, —adurch b und (wgxg + & Yo) durch d, so erhalt man die
allgemeine parameterfeie Gleichung einer Geraden in der Ebeneax + by +d =0 3)
Aufgrund der Voraussetzun_ﬁi o dirfen in dieser Gleichung a und b nicht gleichzeitig 0 werden
(d.h., es muss 20 K% >0 gelten). AuBerdem kann man aus (3) sofort einen Richtungsvektor der
Geraden, namlich = %’:E ablesen.
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Satz G 16 Richtungsvektor einer Geraden der Ebene
Hat eine Gerade g der Ebene die allgemeine parameterfreie Gleichung ax + by + d = 0, so ist

a= EZE ein Richtungsvektor von g.

Beispiel G 28:
Es seien g g, und g drei Geraden in der Ebene, die durch denY
Punkt R(3; 5) gehen und durch die Richtungsvektoren O

-

ay= E]TE Ay = % bzw.ag = % bestimmt sind (Fig. G 69). 67T
Fir g, erhalt man mit dem RichtungsvektT)f: ETEH die Glei- —5 0
chung1l-x+2-y+d=0,inder dnoch zu bestimmen ist. Da4+t
Py(3; 5) diese Gleichung erfiillen muss, gilt1-3+2-5+d =031
woraus d = —13 folgt. Damit ist x + 2y — 13 = 0 die gesuchte | >
Gleichung von g N
Analog gilt fur @: 3:x+ 0-y + d = 0; mit§3; 5) erhalt man as

91

o

3:3+0:5+d=0,alsod=-9. Somitist3x-9=0bzw.x=0\- 1 2 [3 4 5 x

die gesuchte Gleichung von.g a4\ %

Fir gz ergibt sich 0-x—2-y + d = 0. Mip3; 5) folgt - _

—2y+10 = 0 bzw. y = 5 als Gleichung von g A, e
Fur b# 0 lasst sich (3) auch nach y umstellen. Man erhalt g =- g-x - . (4)

Diese Gleichung ist in der Form y = mx + n bereits bekann

Werden die obigen Ersetzungen riickgangig gemacht, so is
m:a_y und |"|:L+%(yo :N_a_y.)b_

a, — a Yo
Dabei geht die Gerade durch den Punfk§ yg) und hat den a,
Richtungsvekton = 1, der wegen B 0 (d.h. g # 0) nicht /n
parallel zur y-Achse verlauft (vgl. auch Fig. G 70). o

Fig. G 70

Beispiel G 29:

Gegeben ist eine Gerade g in der Ebene durch die Gleichung y = 2x + 3. Gesucht ist eine Para-
metergleichung dieser Geraden.

Ausy = 2x + 3 erhalt man 2x — 1y + 3 = 0, woraus nach Satz G 16 ein Richtungﬁ@k@

von g abgelesen werden kann. Auerdem ist z.B. S(0; 3) ein Punkt von g, womit sich

X= % 1 t% als Parametergleichung von g ergibt.

Die Betrachtungen zu parameterfreien Geradengleichungen gelten nur fir Geraden in der Ebene. Fur
Geraden im Raum lasst sich keine parameterfreie Gleichung angeben. Hier sind wir auf das Arbeiten
mit Gleichungen in Vektorschreibweise angewiesen.
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G 2.2 Zweipunktegleichung einer Geraden

Es soll nun die Gleichung einer durch zwei verschiedene Pupkied® in der Ebene bzw. im
Raum gegebenen Geraden g ermittelt werden (Fig. G 71 bzw. Fig. G 72).

Fig. G 71 ” Fig. G 72

Weil durcha = ?Pz =f>)2 —51 einRichtungsektordieser Geraden g bestimmt ist, l&sst sich die
Gleichung von g nach Satz G 14 notieren. Man erhéift 51 + t(BZ —51), (tOR).

In dieser Gleichung bezeichnE@ bzw.Bz die Ortsvektoren von,;fbzw. B undx den Ortsvektor
eines beliebigen Punktes X von g. Es gilt

Satz G 17 Zweipunktegleichung einer Geraden inParameterform G17
Die Gerade g, die durch die beiden Punktei B (P; # P,) mit den Ortsvektoreﬁl unde
bestimmt ist, kann durch die Gleichuﬁgz 31 + t(Bz —Bl) (tOR) beschrieben werden.

Beispiel G 30: ; G 30
In Fig. G 73 ist ein Quader mit den Kantenlangen 3, 2 und 5

beziglich eines Koordinatensystems dargestellt. Es ist die ; &

Gleichung der in diesem Bild markierten Diagonalen zu -

ermitteln.

Die Diagonale verlauft durch die zwei Punktg3 2; 0) und
P5(0; 0; 5). Damit gilt fiir die Gleichung der Diagonalen

. m o & @ o L
xz%ﬂg%—%},also XFHH i . 3|0 (/2 y
oo G0 Go 0 OsO X g Fig. G 73

Wie bei den Betrachtungen in G 2.1 zur Punktrichtungsgleich
einer Geraden soll nun fur eine durch zwei Punkte gegebene
Gerade einparameterfreie Gleichung Koordinatenschreib-
weisehegeleitet werderAuch hier ist dies allerdings nur fur ein
Gerade in der Ebene maoglich.

Eine Gerade g in der Ebene verlaufe also durch die beiden vo
ander verschiedenen Punkig®); y1) und B(xo; y,) (Fig. G 74).

|
|
|
L
(o] X1 X X
Dann ist E0 =E|MB + fg% —EMH} die Zweipunktegleichung Fig. G 74
35 oo yad oo
D(_l+t(X2—Xl]]
v +ty, -y
(1) x=x1=t(%—X)
(N y=ys+tly2—-y1) MNy-yr=tly2—-w)

von g. Durch Umformungen erhélt ma , woraus folgt:

(1) x=x1+t(X—X) bzw.



262 G 2 Geraden in der Ebene und im Raum

Multipliziert man (I) mit (y» — y;) sowie (II) mit —(% — %;) und addiert anschlieRend die beiden
neuen Gleichungen, so ergibt sich mit (x}y — y1) — (Y — W) (X — %) = O eine parameterfreie
Gleichung der Geraden g.

G18 Satz G 18 Parameterfreie Zweipunktegleichung einer Geraden in der Ebene

Die Gerade g der Ebene, die durch die zwei verschiedenen Pytitey) und B(X5; yo)

bestimmt ist, lasst sich durch die parameterfreie Gleichung

X=x)(Y2—y1) — (Y —¥)(X2—%) =0 beschreiben. Diese Gleichung nimmt fiiFx # 0
2= Y1

die Formy —y= iZ;il “(X—%) an.i—x ist dabei der Anstieg der Geraden g.
27" 27"

Eine besondere Form der parameterfreien Zweipunktegleichung eini
Geraden g in der Ebene erhélt man, wenn man die Schnittpunkte von
den Koordinatenachsen zugrunde legt (Fig. G 75). Schneidet die Ger
die x-Achse im Punkt,gs,; 0), 5 # 0, und die y-Achse in,0; ),

sy #0,soist (x—9(s,—0)—(y-0)(0 -9 =0, also

(x—s) s +y s =0 die Gleichung der Geraden g.

Dividiert man diese Gleichung durcf-s, so ergibt sich schlief3lich

X_1+¥ =0 bzw. X + =1
S 5 S

Fig. G 75

G19 Satz G 19 Achsenabschnittsgleichung einer Geraden in der Ebene
In der Ebene istslx £ =1420und § # 0) die Achsenabschnittsgleichung einer Geraden

mit den Achsenschnittpunkter(S,; 0) und $(0; s)).

G31 Beispiel G 31:
Gegeben sei eine Gerade g, die die x-Achse,beBsund die y-Achse bej s —4 schneidet
(vgl. Fig. G 75). Dann is§ % =1 eine Gleichung von g.
Eine Umformung liefert 4x — 3y = 12 bzw. ygz X —4.

In der folgendefabellefassen wir diezerschiedenen analytischen Besdbwagsmaoglickeiten
einer Geraden noch einmal zusammen.

in der Ebene

Bild

Punktrichtungsgleichung
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in der Ebene | im Raum
g Vektorschreibweise X =po+ta, tOR
5 Koordinaten- y=m-:x+n m =y , @20 Beschreibung mit einer Gleichung
S schreibweise = 3"_ ay % ist nicht maglich.
£ 0" a,
S a-x+b-y+d=0
o a=g, b=-g, d=3yo- 3%
Bild R %ME_) g(%_) 50
= s = , X =
P1 v P2 v go
(@]
c
>
<
L
Q
g
-
c
>
2
o
=
N — —
Vektorschreibweise >—pq), tOR
Koordinaten- Beschreibung mit einer Gleichung
schreibweise ist nicht moglich.

G 2.3 Lagebeziehungen von Geraden

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse Uber mdgliche Lagebeziehungen zweier Geraden in der Ebene
sollen nun unter Verwendung der Aussagen in den Abschnitten G 2.1 und G 2.2 weiter fundiert und
vor allem auch auf Geraden des Raumes ausgedehnt werden. Wir machen uns dabei die Charakteri-
sierung des Verlaufes einer Geraden mithilfe eines Richtungsvektors zu Nutze.

Definition G 15: Parallelitat von Geraden G 15
Zwei Geraden gund @ der Ebene oder des Raumes heil3en genaupdaaliel zueinander,
wenn die zugehorigen Richtungsvektoegnund a, linear abhangig (also parallel) sind.

Diese Definition schlief3t ein, dass auetei zusammenfallende Geragearallel zueinander sind.

Fir den Fall, dass die Richtungsvektoren zweier Geraden linear unabhéngig und die Geraden dann
also nicht parallel zueinander sind, werden wir anschlie3end eine weitere Unterteilung insbesondere
fur Geraden im Raum vornehmen.

Beispiel G 32: G 32
Es ist dieLagebeziehung der beiden Geradgmund g zu untersuchen, die durch
_ o 2o . o D40
x = HH +tHH undx = BH + tH2] gegeben sind.
gt 010 O 020
020 040

Die Richtungsvektoren; = 5 unda, = H2 sind wegena, = 2a, linear abhangigworaus
010 O20
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nach Definition G 15 die Parallelitat vonpgnd g folgt.
Es ist nun noch zu untersuchen, ob die beiden Geraden zusammenfallen. Dazu Uberprifen wir,
ob ein Punkt von g etwa B = (1; 1; 0), auch ein Punkt vos igt (,Punktprobe®).

do do 040
Waére dies der Fall, so musste es eine reelle gajgien, so dass§ =& ¢i2] ist.

gl 00 020
Aus dieser Beziehung ergibt sich ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und der Unbe-
kannten 4:

() 1=1+4 Aus Gleichung (1) erhalt mag £ 0. Dieser Wert erfullt aber nicht die
am 1=2-2 beiden anderen Gleichungen, so dass das gegebene Gleichungssystem
(I o0=2+24 keine Losung hat. Folglich liegt der Punkgtw@n g nicht auf g und

die beiden Geraden fallen nicht zusammen.

Betrachtet man dagegen die beiden Gerademd Iy der Ebene, die durchx = BE + t%

undx = D;E + th gegeben sind, so lasst sich feststellen, dass die zugehérigen Richtungsvek-

torenZl = % undgz = EE linear unabhangignd die beiden Geraden daher nicht parallel

sind. Weil es sich bei;und i, um Geraden in der Ebene handelt, folgt sofort, dass beide Gera-
den einander in einem Punkt schneiden mussen.
Zur Veranschaulichung der Parallelitat von zwei Geraden betrachi u

wir den in Fig. G 76 dargestellten Pyramidenstumpf. Es gilt miér g /
und mu. Man erkennt, dass dann auctugein muss (die Parallelita _ /—; V h
g

ist in der Menge der Geraden eine transitive Relation).

Im Beispiel G 32 wurde bereits darauf aufmerksam gemacht, dass
nicht parallele Geraden der Ebene einander in genau einem Punkt Fig. G 76
schneiden. Diese Situation ist fir zwei Geraden im Raum etwas andt
Fig. G 77 zeigt anhand der Kanten eines Pyramidenstumpfs wieder \
schiedene nichtparallele Geraden. So haben g und h keinen gemeir
men Punkt, sie schneiden einander also nicht, obwohl beide Gerade
nicht parallel zueinander sind. Man sagt, dass g wnddschief zuein-
andersind. Dagegen besitzen aber die beiden Geraden g und u, die
ebenfalls nicht parallel zueinander sind, einen gemeinsamen Punkt /~
einen Schnittpunkt. Fig. G 7

In der folgendefTabelle sind dieagemoglickeitenvon zwei Geradeg; und g zusammengestellt:

o1 & in der Ebene | im Raum
I
g, und @ sind parallel
zueinander.

Richtungsvekto-
ren sind linear
abhangig

g:0g, 9109,
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0L & in der Ebene im Raum
Richtungsvekto- gpund g *g; und @ schneiden
ren sind linear schneiden einander in genau einem
unabhangig einander in Punkt.

genau einem | g;n g, = {S}

Punkt.

* g, und g sind windschief
_ zueinander.
91092—{5} glnggzmmng‘l]]gs

Naturlich lasst sich die Lagebeziehung von zwei Geraden in der Ebene auch dann ermitteln, wenn
die beiden Geraden durch parameterfreie Gleichungen gegeben sind. Es ist dazu nicht notwendig,
diese Gleichungen in Parameterschreibweise umzuformen. Sind etwa die beiden Geraden gegeben
durchg: y=mx+mn und @: y=mpX+nm, so giltgmg, genau dann, wenn die beiden

Anstiege m und m Ubereinstimmen (= my). Ist dariiber hinaus noch a ry, so fallen diese bei-

den Geraden zusammen.

Beispiel G 33: G33
Fir je zwei der vier Geraden, @, g3 und g mit

01 y=2x-1, @ y=%x—1, g 3Xx+y—-9=0, g 3x+y+1=0

ist die gegenseitige Lage zu untersuchen und das erhaltene Resultat durch Darstellung der Gera-
den in einem gemeinsamen Koordinatensystem zu tberprufen.
Wir notieren zunéchst die Gleichungen varugd g, in expliziter

Form, um dieAnstiegemy, ..., my besser vergleichen zu kdnnen: ] s %
g3 Yy=-3x+9, gy=-3x-1. oA
Es kann festgestellt werden:
a) Wegen m# my, my Z mg, My Z My, My Z Mg und M # my 1
schneiden die jeweils zugehorigen zwei Geraden einander. o s\ o
b) Allein die Geradengund g sind wegen m=myund p#n, g X
(n3 =9 und n = -1) ,echt* parallel zueinander. V\gs
Fig. G 78 bestétigt noch einmal die rechnerisch ermittelten Lager- =
beziehungen. Fig. G 7¢

G 24 Schnittpunkte von zwei Geraden

Das folgende Beispiel zeigt exemplarisch die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden,
wenn diese durch ihggarameterfreien Gleichungegegeben sind.

Beispiel G 34: G 34
Zwei Geraden gund g seien durch Gleichungen

gy 3x—-y—2=0 und g 2x+y-8=0 gegeben.

Wenn ein Schnittpunkt S{xy¢) von g und g existiert, So muss sowohl 3% ys = 2 als auch

2Xs+ Y5 = 8 gelten. Es ist also das Gleichungssystem () 3xs—ys=2
() 2xs+ys=8

ZUu Pase 1.

D zur Vereinfachung verzichten wir nachfolgend bei derartigen Aufgaben i. Allg. auf eine Indizierung.
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Addieren wir beispielsweise die beiden Gleichungen, so erhalten ywirBX damit x= 2 und
durch Einsetzen dann ¥ 4.

Das Gleichungssystem hat also die Losugg & und ¥ = 4, d. h. (geometrisch interpretiert),
die Geraden gund @ schneiden einander im Punkt S(2; 4).

Wenn die Gleichungen zweier Gerademektorieller Formgegeben sind, so geht man bei der Unter-
suchung der Lagebeziehungen und speziell der Schnittpunktsbestimmung in folgender Weise vor:

G35 Beispiel G 35:
Es ist die Lagebeziehung der Gerademmd g zu untersuchen, die durch folgende Gleichun-
gen gegeben sind:

_ 020 020 ;N 050
a) g x=FH +ths und @ x= R +tHsH;
010 0410 00 040
. D20 020 L O 2o
b) g x=HH +ths und g x=[3 +tHafH;
OoO 010 K, 0
_ 020 20 1 D40
€) g x=HH +thy und g x =% +t5%.
010 0410 K0
. OO 050
Zua)a; = H.¥ unda, = HsH sind Richtungsvektoren vor gzw. g. Weil die Gleichung
010 D_]_IZI

5)1 =r 32 keine Losung fir r besitzt, sir?q undgz linear unabhangigl. h., g, und g sind
nicht parallel zueinander. Folglich kdnnen diese beiden Geraden einander schneiden oder wind-
schief zueinander sein. Nehmen wir an, dgssngl g einen gemeinsamen Punkt, also einen
Schnittpunkt S besitzen. Bezeichnet man dann den Ortsvektor zum Punlc_t)s,Ssmimuss es
in den Gleichungen vonyaind @ eine reelle Zahhtbzw. ¢, so geben, dass
D2D 20 K| 050
s= HH +4 {5 undxg = B + b Hsf ist. Dann folgt aber
D]_EI 010 K0 D_]_I:I
020 20 o D5E|
5+t B.8= B + & H3H, woraus man durch Koordinatenvergleich erhalt:
010 010 0O D_1IZI
24 -5=1 Dieses Gleichungssystem besitzteiiedeutig bestimmtiedsung § = 2
154 -3b=6 und b =-1, d. h.: Es gibt genau einen gemeinsamen Punkt S, vortg
1y +1p=1 go. Die Koordinaten dieses Schnittpunktes S lassen sich z. B, mi t
aus der Gleichung fur,destimmen. Wir erhalten S(-2; 2; 3).

Zu b): Auch in diesem Falle verlaufen die Geradgnrmgd g nicht parallel zueinander, da die

> |

IqD
O

020 020
zugehérigen Richtungsvektoren = o5 unda, = HaH linear unabhéngigind.
010 D_]_I:I

2t + 2, =—-1 Bei gleichem Vorgehen wie im Fall a) erhalten wir das nebenstehende
154 -45=6 Gleichungssystem, dasine Losungesitzt. Das heil3t;gind g haben
Iy +1p=2 keinen gemeinsamen Punkt — sie sind windschief zueinander.
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Zuc): Weila; = H3H und a,= 54 die Gleichungalz—% a, erfullen, sinda; unda,
040 00

linear abhéangig und folglichyaind g parallel zueinander. Es ist noch zu untersuchen; ob
und g ggf. zusammenfallen. Dazu nehmen wir auch hier an, dass die beiden Geraden ¢inen
gemeinsamen Punkt besitzen. Wir erhalten damit das nachfolgende Gleichungssystem:
2t + 4, =-1 Dadieses Gleichungssystem keine Losung besitzt, hgherdgy kei-
154 +3Lb=6 nen Punkt gemeinsam. Die beiden Geraden sind also ,echt” paralle!
1t; + 2, =2.  zueinander.

Beispiel G 36: G 36
Gegeben istim Raum eine Gerade g durch den Py(ikt® 3) und mit denRichtungsektor

_ o

a= %H Es istdie Lage der senkrechten Projektiona@) gin die xy-Ebene beziiglich d&ch-
oo

sen des Koordinatensystems zu untersuchen.

0o o z
Die Gerade g hat die Gleichumg= 25 + tEH . 1» 7777777
eI 20
g' ist durch den Punkt P'(1; 2; 0) und den Richtungsvektor
. Oo
ay = HH bestimmt (Fig. G 79).
Lo

. 0o do
Damit istx = 24 +tHH die Gleichung von g'.
D o
Es wird nun die Lage von g’ bezuiglich der Achsen des Koordi- 5
natensystems untersucht:
Um die Lage von g' beziglich detAchsezu ermitteln, ist die

do do do
Gleichung § #H = B4 + t BH mit den Unbekannteq tind § zu untersuchen.
gl [l i

Dies fuhrt zu dem Gleichungssystem
M 21-t—1-4=1, Aus(ll)folgtt; =—2 und damit aus (I} & —1. Weil (lll) eine wahre
(I 0-t—1-4=2, Aussage ist, schneidet g' die x-Achse. Der Schnittpunkt(siS0; 0).
@y o0-¢—-0-4=0
b do do
Fur die Lageermittlung bezuglich deAchseist die Gleichungyt%&D = B + b Z0mit den
0 f?
Unbekanntentund  zu untersuchen. Auch in diesem Fall erhélt man eine eindeutig bestimmte
Losung: § =1, = —1. Damit ist 0; 1; 0) der Schnittpunkt von g' und der y-Achse.

o do BN
Bezuglich dez-Achsést die GleichungtHH = BH +  H5 mit den Unbekanntep tind § zu
oo gl o]

untersuchen. Diese Gleichung hat keine Losung fiitd g, also schneidet g' nicht die z-Achse.
Weil g' auch nicht parallel zur z-Achse ist, sind g' und die z-Achse zwei windschiefe Geraden.
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G 2.5 Schnittwinkel von zwei Geraden in der Ebene

Definition G 16:

Schneiden zwei Geradep gnd @ einander in einem
Punkt S, so entstehen zwei Paare jeweils kongruenter
Scheitelwinkelp bzw. ' (Fig. G 80). Der kleinere der
beiden Winkel hei3Bchnittwinkel von g und .

Fig. G 80 oy 1 X

Die analytische Bestimmung des Schnittwinkels zweier Geraden der Ebene fiihren wir hier vorerst
nur fir Geraden durch, die durch parameterfreie Gleichungen gegeben sind. Auf die Bestimmung des
Schnittwinkels von Geraden, die durch vektorielle Gleichungen beschrieben sind, und dann auch auf
Schnittwinkel von Geraden im Raum wird im Abschnitt G 6.2 eingegangen.

Sind also gund g zwei Geraden der Ebene, so kann ihr Schnittwinkel — nachfolgendbeiteich-

net — hochstens 9®etragen, namlich dann, wenplgg,. Solche Geraden,gind g heif3en auch
orthogonal. Es ist also staps< 90°.

Wir betrachten zunachst zwei Geradgmugd g, die einander im Punkt S unter einem rechten Win-

kel schneiden. Liegt dabei eine der Geraden parallel zur y-Achse und dann folglich die zu ihr senk-
rechte Gerade parallel zur x-Achse (oder umgekehrt), so ist dies auch sofort aus den Gleichungen
ablesbar (g x = a, @: y = b). Bei allen anderen Lagen von orthogonalen Geragdendg konnen

wir fir die Untersuchung somit von Gleichungen der Fonyg myx+mn;  und g:y = mpx + p
ausgehen, in deneny 0 und M # O ist.

Die Geraden gund @ schneiden in einem solchen Fall beide die y
x-Achse und das in Fig. G 81 eingezeichnete Dreieck ABS zeig
dass zwischen den Winkedy unda , und damit wegen = tano;
und m, = tam, (04, 05 # 0°) auch zwischen den Anstiegen m
und mp ein Zusammenhang besteht.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABS ergibt sich

9% (¢}

A O 1 BY X

o1+ (18C —a5) =90° bzw. 0q=0a,—-90 und damit Fig. G 81
tanoq = tanf, — 90°) = —tan(90 —a ).
sin(90°—-a,) _ cosa, g

Da —-tan(90 —a»,) = (,Formeln und Tabellen®, S. 35), erhalten

T cog(90°—a,)  sino,  tana,
wir mqy = ——ni— bzw. m-m,=-1.

2
Aus g 00 g, mit den oben angegebenen Gleichungen folgt alsorp= —1.

Da sich die Schlisse zum eben abgeleiteten Satz einzeln umkehren lassen, ergibt sich aus
m, - mp = — 1 auch die Beziehung 4 @ g,.

Satz G 20 Orthogonalitéat von Geraden der Ebene
Fir Geraden gund g mit den Gleichungeny =@+ nundy=mx+n, (mq, my# 0) gilt
0; U g, genau dann, wennymm, = —1.




G 2.5 Schnittwinkel von zwei Geraden in der Ebene 269

Beispiel G 37: G 37
Gegeben seien Geradep) g, gz mit den Gleichungen o 9 a,

g1y =3x-12, g:y:—%x+g, @ y=3x-2 1]

Aus diesen Gleichungen kann man die Anstiegema und ny )
unmittelbar entnehmen und auf diese Weise sofort paarweise O 1 ' X
besondere Lagebeziehungen zwischen den Geraden feststellen.

a) g und @ sind orthogonal, da mm, = 3 - (—é )=-1.

b) g; und g sind parallel, da ;= m, gilt. ] Fig. G 8:

c) o und g sind orthogonal. Dies folgt sowohl geometrisch
begriindet aus den in a) und b) ermittelten Beziehungen als auch analytisgh aysml.
Fig. G 82 veranschaulicht obige Aussagen.

Die Grof3e deSchnittwinkelsp zweier Geraden,gund g (Definition G 16) kann man mithilfe der
Anstiege m und mp bzw. der Anstiegswinket; unda , berechnen. Wie Fig. G 83 zeigt, ist
Y =00, —040flr oo, —00<90° bzw. =180 —Da, —a,dflr Do, —a0> 90°.

Mithilfe eines Additionstheorems

y y 9;
(tany = tan ¢, —ay); ,Formeln und

Tabellen“, S. 35) lasst sich eine Formel % oa
gewinnen, die die Berechnung der Grol ﬂ
des Schnittwinkels zweier Geraden |
unmittelbar aus deren Anstiegen gestat o Fig. G'83
Satz G 21 Schnittwinkel von Geraden der Ebene G21
Ist W der Schnittwinkel der Geraden and g mit den Gleichungen y ={r + ny und
= + # M Z — i = Ma—Mmy |
y =mpx +mp (Mg # My, my- My # —1), so gilt tanp = | 2 T,
Beispiel G 38: G 38
Man berechne den Schnittwink@lder Geraden,gund g mit den Gleichungen
01:y=0,5x—11 und g4y +3x+2=0.
Es gilt: my = 0,5 sowie m= —% (wegengy = —% X —% ). Daraus folgt nach Satz G 21.:
,g —_ 0 5 ,§
tan=| 4 " | =|_4| =2, alsap=63,4.
1+0503 |3 m

Die entsprechende Rechnung sieht auf dem Schirm des GTA (sofern vorher auf Winkelangabe
in Grad umgestellt wurde) wie im Fig. G 84 aus. Wenn eine gréRere Anzahl von Schnittwinkel-
berechnungen durchgefiihrt werden soll, kann es u.U. nitzlich sein, die Formel einzuspe chern,
so dass dann nur noch die Werte fijrund m, einzugeben sind (Fig. G 85).

i} Fer [ FE F& T Fer Fav | Fav FE F&
- f—|Algsbra|Cale|0ther [Pranl0|Clear a-z.. - E Algebra|Cale [Other[PramI0(Clear a—z.
L] tan‘l[| 1m+2m_1'\_"12 ] +winkel
345 ) _ml-n2 |
"Tr.5 g o tern = La”““m-mzn.”
= tari(|tern| ] 63 4349 ®uinkel |ml = .5 and m2=-.75 £3. 4343

-1 . 3 = = .
ﬁnin (ahs(ntzzﬁenml)) Flg. G 84 winkel Imi=0.5 and rr:%Nc 0.75] Flg. G 85

FUNL 2730 FARIN E AFFRO =30
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G 3 Lineare Gleichungssysteme

G 3.1 Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablengausssches Eliminierungsverfahren

Beim Ldsen vieler praktischer Probleme sind Zahlen zu bestimmen, die gleichzeitig mehreren line-
aren Gleichungen, also einem System solcher Gleichungen gentigen. Sowohl diese unmittelbaren
Anwendungsmadglichkeiten als auch die grundlegende Bedeutung linearer Gleichungssysteme fur
die Entwicklung der so vielschichtig nitzlichiémearen Algebraveranlassen zur Systematisierung

und Erweiterung der bisher erworbenen Erkenntnisse Uber solche Gleichungssysteme und deren
LOsungen.

Bereits in den Abschnitten G 1 und G 2 wurden als Ergéanzung des traditionellen Vorgehens GTA-
Schirmbilder mit der Lésung eines linearen Gleichungssystems betrachtet. Es wurden dort gleich-
sam ,Listen" von Vektoren verarbeitet, die als Gleichungssysteme zu interpretieren waren.

Die bisherige, aus einer Mischung von Einsetzungs-, Gleichsetzungs- und Additionsverfahren beste-
hende Arbeitsweise soll nachfolgend durch die Behandlung des fiir mathematisches Arbeiten und fur
strukturelles Verstandnis sehr wichtigemussschen Eliminierungsverfahrensauf die Stufe eines
Algorithmus fir das Losen linearer Gleichungssystgat®ben werden. Dabei werden in starkerem
MalRe auch ergéanzende Einblicke in den Gebrauch des GTA mdglich.

Die Grundgedanken desussschen Algorithmus kann man sich anhand der Arbeitsschritte beim
Losen konkreter Gleichungssysteme mit zwei oder drei Variablen verdeutlichen. Das folgende ein-
fache Beispiel betont das fur deaussschen Algorithmus wichtigddditionsverfahren:

Beispiel G 39:

Das lineare Gleichungssystem

(H 3x+ y= 9

a x-2y=-4

I6sen wir mithilfe des Additionsverfahrens.
Wir multiplizieren die Gleichung (II) mit —3 und
addieren dazu die Gleichung (1):

() 3x+ y= 9

(I x-2y=-4 -(—3)1

hH 3x+ y=9

() 7y=21 | (y=3)

Das Einsetzen vony = 3in (I) ergibt x = 2; die Lésung 1 y=-3+9
des linearen Gleichungssystems ist das Zahlenpaar
W) = (9 D)
(x;y) =(2; 3) o 1 \ X Fig. G 86

Betrachtet man das obige Vorgehen, so l&sst sich feststellen: Das Ausgangssystem (1)/(11) wurde in
ein System (1)/(II') umgeformt, indem man

e Gleichung (I) erneut notierte,

¢ aus Gleichung (Il) durch Umformung Gleichung (lI') gewann.

D' Eine Lésung eines Gleichungssystems mit 3 bzw. n Variablen besteht aus 3 bzw. n Zahlen, die jede Gleichung
des Systems erflillen. Wir schreiben dafur (x; y; z) bzyyx ... ; x,) und nennen dies eifiripel bzw.
n-Tupelvon Zahlen.
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Mit den Gleichungen (1) und (II') liegt eimleues Gleichungssystesor, welches digleiche Lésung
(Lésungsmengeayie das Ausgangssystem hat (vgl. auch die beiden Darstellungen in Fig. G 86). Es
handelt sich bei dem beschriebenen Schritt also unégirigalente Umformung (Aquivalenzumfor-
mung)eines gesamten Gleichungssystems, hier des Ausgangssystems.

Definition G 17: G 17
Zwei lineare Gleichungssysteme mit den gleichen Variablen sind genaéaiawnalent, wenn

sie beide die gleiche Lésungsmenge besitzen.

Im Sonderfall kénnen also auch bemeht I6sbarsein, d. h., die leere Menge von Variablen-
belegungen als Lésungsmenge haben.

Beispiel G 40: G 40
Wir versuchen, das lineare Gleichungssystem

() 2x+3y — z =1

(1n X+3y+ z =2 Q)
(my -2x—2y+4z =4

durch Aquivalenzumformungen in ein System der Form (falls mdglich)

X =g bzw. Ix+0y+0z=¢
y =6 ausfuhrlich Ox + 1y + 0z =c¢ (2
=G Ox+0y+1z=g¢
Zu bringen.

Fur die Umformungen, die von (1) auf (2) fuhren, nutzen wir im Wesentlichen das Additions-
verfahren. Dabei wird von (1) asshrittweisevorgegangen:

1. Schritt:Man eliminiert ab der 2. Glei- N 2x+3y- z =1 l \
chung die 1. Variable (hier xX) —in unserem (II) x+3y+ z =2 |[:(-2)

Beispiel durch Multiplikation von Gleichung  (lll)-2x —2y+ 4z =4

(1) mit (-2) und Addition zu Gleichung (1) _
(ergibt (11") sowie durch Addition von (1) zu L Schritt
(1) (ergibt (111); die 1. Gleichung wird 0 -~ 2xwiy= 2z =4

unverandert notiert. e ) —EY=en =9 l

2. Schritt:Man schreibt die 1. und 2. Glei- (! As

chung (also (I) und (II')) unverandert auf unc 2. Schritt
formt die 3. Gleichung mithilfe der zweiten () 2x+3y— z =1

so um, dass die 2. Variable (hier y) nicht met () -3y—3z =-3 (3)
vorkommt — in unserem Beispiel durch Mul (") 6z =12

tiplikation von Gleichung (I1l") mit 3 und
Addition von (I1') (ergibt (111")).
(I") hat die L6sung z = 2 und damit ergibt sich durch schrittweises Einsetzeny = -1 und x = 3.

Die Form (3) nennt maBreiecksforndes gegebenen linearen Gleichungssystems. Eine wei-
tere Umformung bis zur Darstellung (2) wird in der Regel nicht durchgeftihrt.
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Das am Gleichungssystem (1) praktizierte Vorgehen Baiftssches EliminierungsverfahrenEs
besteht — wie wir sahen — aus einer ReiheBiorelumformungerlie sich auch fiir den allgemeinen
Fall alsAquivalenzumformungerestatigen lassen:

a) Eine Gleichung wird mit einer Zahl (verschieden von 0) multipliziert — die restlichen Gleichun-
gen bleiben unverandert.

b) Zu einer Gleichung wird eine andere addiexd diese ,,andere” sowie die Ubrigen Gleichungen
werden unverandert ubernommen.

Wir ergdnzen noch:

c) Zwei Gleichungen werden vertauscht. (Dies kann zweckmaRig oder auch notwendig sein, wenn
z.B. in der 1. Gleichung des Systems die 1. Variable nicht auftritt.)

Geht man von einer angenommenen Ldsung eines linearen Gleichungssystems aus und betrachtet
ein zweites Gleichungssystem, das nach der Einzelumformung a) oder b) aus dem ersten entstanden
ist, so hat das zweite System auch diese Losung. Ebenso istin beiden Fallen jede Lésung des zweiten
Systems eine Ldsung des Ausgangssystems. Es gilt:

Satz G 22: Aquivalenzumformungen eines linearen Gleichungssystems

Beim Ubergang von einem linearen Gleichungssystem zu einem neuen bewirken folgende Ope-

rationen Aquivalenzumformungen:

» \ertauschen von zwei Gleichungen;

» Multiplizieren einer Gleichung mit einer von 0 verschiedenen Zabhl;

» Addieren einer anderen Gleichung oder eines Vielfachen einer anderen Gleichung zu einer
Gleichung.
Dabei ist wesentlich, dass man die ,andere Gleichung“ in das neue System Ubernimmt.

Die Schrittfolge fiir das Vorgehen beaussschen Eliminierungsverfahren lasst sich folgender-

malen kurz zusammenfassen:

(0) Gegebenenfalls Gleichungen neu ordnen (MVertauschen von Gleichungen).

(1) Gleichung (I) unverandeiitoernehmen

(2) Mithilfe von Gleichung (1) die Variable x (1. Variable) in der Gleichung (Il) (wird dadurch zu
(1)), dann in (1l1) (wird dadurch zu (III')) usveliminieren

(3) @) (I) und die zuerst umgeformte Gleichung (II') unverarniflgetnehmen

b) Mithilfe von (II') die 2. Variable (Variable y) ab Gleichung (l1I') (falls weitere vorhanden sind)
eliminieren

Nach Fortflihrung des Verfahrens ist die Dreiecksform oder eine andere entsprechende Form, wie wir
sie in G 3.2 betrachten werden, erreicht. Satz G 22 sichert dabei, dass das nach Anwendung des
GAUssschen Eliminierungsverfahrens am Ende erhaltene System die gleiche Lésungsmenge wie das
Ausgangssystem besitzt.

Beispiel G 41:
Wir I6sen das Gleichungssystem aus Beispiel G 22 sowie die beiden Gleichungssysteme aus
Beispiel G 18(2) nach desnussschen Eliminierungsverfahren:
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@@ -3y— 3t 8= 0]-4 l () —3%— 3%+ 8 = 0
() —4x;+ 2%—- x3= 0]-(=3) ‘ (D) -18%+ 35% = 0 (%)
am  xq+ Xo+ X3 =220 3 () 11% =660

Das Gleichungssystem hat die Losung

X3=60,% =30 =30=1166 und —3x=3-20 —8.60=-130 bzw.;x =433,

Setzt man zum Lésen dieses Systems einen GTA ein Und[FEp 2, for ot priiokien oz |
wendet digref-Funktion, so erhalt man nebenstehendes

Schirmbild. Das Ergebnis ist e@Bleichungssystem in Dia- s a a 1 oo A3
gonalform;es ergibt sich aus der Dreiecksform (*) durch r[[4 z -ta ” e 10 3B
Eliminieren der Variablen oberhalb der Diagonalenim Koe| ___~ " * **' lo o1 e
zientenschema (Fortfiihrung desussschen Algorithmus, == Tt TSy T
ricklaufige Eliminierung): Fig. G 87
I -8xg— 3+ 8x =20 (1 -38x- 3% = —480 T
(1) —18x,+ 355 = 0 I BL (1) 3Xy = 350
IB) Xg =60 |-(=35) - (= (") % = 60
I -3x- 3% =480 m  -3x = -130
ar) —18x, = 60-(-35) ar) 3% = 350
() X3 = 60 any X3 = 60
_ 130
) X1 = 5
() x, = 0
(B x3= 60
@0 2n+ 35— =0 l
(n ri+ 3+ 3= (=2)
(m -2ri— 2+ 4z =0
(l) 2r1 + 3r2 = I3 = 0 (l) 2r1 + 3r2 - I3 = 0
an —3r,— 3 =0 an —3r,—- 3R =0
() r,+ 3=0 {3 l (B 6r; =0

Das Gleichungssystem hat mjt=r, = r; = 0 nur die triviale Losung; es ist also eindeutig
|6sbar.
3) 35+ T+ 5 =0
I s;— s+ 25=0 (-1
@y 5s;+ 7+ 4 =0 1

() 25— § =0

(-5 ) g+ 79+ 55 =0
o
(1) 25— 5 =0

-3

()  3s+ 79+ 5=0 () 35+ 79+ s =0
(D) 10s,— 5 =0 :5 () 25— 5 =0
(1) -14s,+ 755 =0 :(-7) (e 0 =0

Die am Ende im aquivalent umgeformten Gleichungssystem erhaltene Situation wird im fol-
genden Abschnitt G 3.2, insbesondere im Beispiel G 42a) naher untersucht.
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Sieht man nun in Anndherung an die Darstellung auf einem GTA ein lineares Gleichungssystem
lediglich als ein Zahlenschema an, so kann man auf die Tabelle der zugehdrigen Koeffizienten und
der Absolutglieder deeaussschen Algorithmus analog zum oben erarbeiteten Verfahren anwenden:

X y z
X+ y+2z=1 3 1 2 1 -(—3)l (-2
9x-5y—-3z=5 9 S5 3 5 ‘
2x—3y-2z=0 2 8 21 0
3 1 2 1
8 9| 2 |(11)
11 -10 | -2 -sl
3 1 2 1
-8 -9 2
19 | -38

Die letzten drei Zeilen geben das Koeffizientenschema des in Dreiecksform umgeformten Glei-
chungssystsems an:

19z =-38  bzw. z=-2

—-8y— 9z= 2 d.h., mitz=-2qgilt y=2

3x+ y+ 2z= 1 dh,mity=2,z=-2gqilt x=1
Diese Auflésung erhalt man auch durch Fortfihren delr 0 0 1
Eliminierung bis zur Diagonalform; das Ergebnis ist: 0 1 0 2
0 0 1 -2

In dieser Form gibt auch dieef-Funktion des GTA das Ergebnis an.

G 3.2 Ldsbarkeit und Lésungsmenge von Gleichungssystemen

Grundsatzliche und allgemeine Aussagen zur Lésbarkeit und zur Losungsmenge von beliebigen
linearen Gleichungssystemen kann man schon durch die Bearbeitung von Gleichungssystemen mit
drei Variablen gewinnen.

Beispiel G 42:
Gegeben seien die folgenden vier linearen Gleichungssysteme mit drei Variablen:
a) () x+y-3z= 1 b) () 2x—-3y+z=2
(I x+2y-5z= -1 I 2x-3y+z=1
c) (h x - z= 5 d () 2x+2y+z=8
(an x+ vy = 3 (n 2x+ vy =3
(m2x+ y— z= 8 am x-y+z=4

(V) x+ y+z=6

Diese Gleichungssysteme unterscheiden sich offenbar von den im bisherigen Unterricht betrach-

teten Gleichungssystemen aus 3 Gleichungen und mit 3 Variablen, welche eindeutig l6sbar sind:

» Die Gleichungssysteme a), b) und d) enthalten jeweils drei Variable, bestehen aber aus 2
bzw. 4 Gleichungen.

* Beim Gleichungssystem b) stimmen die linken Seiten der beiden Gleichungen utberein, die
rechten Seiten aber sind verschieden. Dieser Widerspruch bedeutet, dass das System keine
Loésung besitzt, d.h., es existiert kein Tripel (X; y; z) reeller Zahlen, das beiden Gleichungen
genugt.
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» Das Gleichungssystem c) besitzt die Besonderheit, dass die Gleichung (I1l) durch die Addi-
tion der Gleichungen (1) und (Il) entsteht: Ein Tripel (X; y; z) reeller Zahlen, welches tier
(D und (1) erfillt, gentigt auch sofort der Gleichung (lll). Das Gleichungssystem
() bis (Ill) ist also aquivalent zum System, welches nur aus (1) und (I) besteht.

Wir wenden nun dasAausssche Eliminierungsverfahren auf jedes der obigen Beispiele an und
heben die dabei auftretenden Besonderheiten hervor.

Zu a):
M x+ y-3z= 1 ) x+ y—-3z= 1
() x+2y-5z= —1‘ -(—Jl) 4) iy -y+2z= 2 (9

Das erhaltene System (5) bezeichnet mafiralsezformdes linearen Gleichungssystems (4):
Die letzte Gleichung (II') hat die Gestalt —y + 2z = 2. Im Unterschied zur Dreiecksform ces
Systems, wo die letzte (dritte) Gleichung die dritte Variable als eine reelle Zahl festlegte (vgl.
Gleichung (III") in Beispiel G 40), bedingt hier in (II') jede reelle Zahl fiir z eine bestimmie
reelle Zahl fur y und umgekehrt. Mit jedem Paar (y; z) reeller Zahlen, das der Gleichung (I1')
genugt, ist dann durch Gleichung (1) ein x-Wert bestimmt. Die Losungsmengeistlich.

Beim Gaussschen Eliminierungsverfahren werden die drei Variablen in einer bestimmten Rei-
henfolge behandelt. Wir beginnen deshalb hier damit, dass wir z frei belegen, d.h., der Vaiiablen
z wird eine beliebige reelle Zahl zugeordnet. Als Ausdruck dafir, dass diese Variable be der
Angabe der Lésungsmenge des GleichungssystenfieiginParametelist, setzt man z = t.

Mit z =t (tCR) ergeben sich damit fir die Bestimmung von x und y folgende zu (5) aquivalznte
Gleichungssysteme.

x+y = 1+3t T X = 3+t o0 030 Ao
y =-2+2t |-(-1) y = =2 +2t bzw. H5  #4
z = t 7= t G0 DOo0 OO

Lésungen fur das lineare Gleichungssystem (4) sind die Tripel (3 + t; —2 + 2t; DiRnit t
Zu b):

) 2x-3y+z=2 ) 2x-3y+z =1

() 2x-3y+z=1| -(-1 (1 0=1

DascGausssche Eliminierungsverfahren fiihrt mit (1) auf eine falsche Aussage — einen
Widerspruch, der ausdriickt, dass das Gleichungssystem keine Ldosung besitzt.

Zu c):

M x -z=5 -(—1)1 (=2

(an x+y =3 ]

m 2x+y -z = 8‘

mn x -z=5 X = 5+t oo oSo oo
(D) y+ z=-2 y =-2-t bzw. BH 4+
(IB) y+ z==2 z = t 00 Ood D10

Das nach Eliminierung von x erhaltene Gleichungssystem ist aquivalent zu dem nur aus den
Gleichungen (1) und (1I') bestehenden System. Nach Einfiihrung von 23R} éis freiem
Parameter sind die Tripel (5 + t; —2 —t; t) miiR die Losungen des Systems.
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zu d):
) 2x+2y+ z= 8
(m 2x+ vy = 3 -(—1)1 \
am x-y+ z= 4 (-2)
(V) x+ y+ z= 6 -(-2)
() 2x+2y+ z= 8 N 2x+ 2y+ z = 8
(1 y+ z= 5 -(—4) (D) y+ z = 5
ny 9y — z= 0 l (1) -5z =-20
(v - z= -4 (v") -z = -4

Die Gleichungen (111") und (IV') stimmen tberein. Mit den Gleichungen (1), (II') und (111") liegt
ein aquivalentes System in Dreiecksform vor. Die eindeutig bestimmte Losung ist das

Tripel (1; 1; 4).

Ob ein lineares Gleichungssystem l6sbar oder nicht I6sbar ist, kann in der Regel erst nach einer

Rechnung entschieden werden.

Beispiel G 43:

Wir wenden dasAusssche Eliminierungsverfahren auf das folgende Gleichungssystem an.

(1 X —-2y+ z=1

() X+ y—-2z=1 1-2
-1) \
ay -2x + y+ z=1

() X+ y—-2z=1

(1) 3y —3z=0| -(-1)
(ID)] 3y —3z=3 l
() X+ y—-2z=1
({ID) 3y—-32=0
an) 0 =3

Nach (l11") ist das Gleichungssystem nicht
I6sbar. Der Widerspruch ist schon aus den
Gleichungen (II') und (l1I') erkennbar.

Lésung mit GTA:
v‘ﬁ ngréEra Crazlvc, D{I:;r' Pr"rgsmlﬂ\lltllear’r'E a—z...]
18 -1 @

|:B 1 -1 @

1

i PO I

1
2 1 1
fFCI1 1 2 31 1.1;-2,.1... .
o Fig. G 88

s:a 1750

Die letzte Ze|Ie bei Anwendung varef ist

0 0 O 1lund driickt mit0 =1 (Gleichheits-
zeichen vor der letzten Zahl) den Widerspruch
aus. Ubrigens fiihrt in der linken Spalte die
Umformungsoperation 3 - (I) + (=1) - (II')
gerade auf die 1. Zeite 0 —1 Oin obigem
Ergebnis-Zahlenschema.

Durch die bisherigen Uberlegungen wurden wir mit Beispielen fiir (Iosbare) lineare Gleichungssys-
teme bekannt, die genau eine Lésung (Beispiele G 40 und G 42d)) bzw. unendlich viele Lésungen
besitzen (Beispiele G 42a) und c)). Hier ordnet sich auch ein Gleichungssystem mit 3 Variablen ein,
welches nur aus einer Gleichung besteht — zum Beispiel x + 2y —z = 3.

Die Gleichung gibt analog zu den Beispielen G 42a) und c) Anlass zur Einfihrungeidineien
ParameternWir setzen y=r,z=s mitr[3R und erhalten als Losungen die Tripel (3—2r +s;r; s)

mit r, sOR. Es sei bemerkt, dass ein Gleichungssystem (mit 3 Variablen) sich nach Anwendung des
Gauss-Verfahrens auf eine Gleichung reduzieren kann (Trapezform).
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Zusammenfassend lasst sich feststellen:

e Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems
Fiihren die Aquivalenzumformungen aesissschen Eliminierungsverfahrens auf eine Trapez-
oder Dreiecksform des Systems zu keinem Widerspruch, so ist das &stam
Ergibt sich dabei ein Widerspruch (am Ende 0 = b 40, so ist das Gleichungssystarht
|6sbar.

e Losungsmengen fir I6sbare Gleichungssysteme (mit 3 Variablen)

a) Das Gleichungssystem lgginau eine Losun@@enau ein Losungstripel (x; y; z)), falls mit-
hilfe descaussschen Eliminierungsverfahrens eine Dreiecksform erreichbar ist.

b) Das Gleichungssystem hatendlich viele Losungefalls Aquivalenzumformungen zu einer
Trapezform des Systems fihren. Fur Gleichungssysteme mit 3 Variablen erhélt man dann
Losungsmengen (Tripel reeller Zahlen), die mithilfe von einem freien Parameter oder von
zwei freien Parametern darstellbar sind.

G 3.3 Determinanten; Regel von EAMER

Fir lineare Gleichungssysteme mit n Variablen und n Gleichungen, die eindeutig I6sbar sind, kann
man jede einzelne Variable unabhéngig von den anderen berechnen. Wir wollen nachfolgend am Bei-
spiel bzw. mit einem allgemeinen Ansatz fur Gleichungssysteme mit 2 Variablen eine Regel kennen
lernen, die sich auf eindeutig lIésbare Systeme mit n Variablen und n Gleichungen ausdehnen lasst.

Beispiel Allgemeiner Fall

3 — X =2 ‘ -(-2) l aX1 t X = by ‘ : (—521)1

2 +tx%=8 |3 aX1 taX=by | -ay
5x; =20 (8118392 — B281) Xo= @10y — Dyap

Fur das Beispiel ergibt sich sofort die Losupg>4 und % = 2. Das allgemein notierte Gleichungs-

system, von dem wir;a# 0 voraussetzen kdnnen, ist eindeutig lésbar, fysa— g 521 # 0 ist.

b,-b b,a,,—a;,b

% = 1% 701%1 g analog x= 1822~ 8120
811897 = 8128 811897 = 81289
Darstellungen, die aus dem Koeffizientenschema und den Absolutgliedern des Gleichungssystems

Dann folgt . Man erhalt also furpund % jeweils

~gut strukturiert* aufgebaut sind. Die Koeffizienten des Gleichungssystems fassen wir zu dem Ko-

a
ef'fizientens:chemagll alﬁ zusammen (s. Abschnitt G5 ipbei sie wie im Gleichungssystem
21 2
angeordnet werden. Die im Nenner vgrurd % stehende Zahljgay, — & 081 heildt dieDetermi-
nante des Koef‘fizientenschemaglzl :E oder kurzKieffizientendeterminanti®lan schreibt
1
Ay 4] a5 8y
a - =dem 0 oder auch - = .
1182 — Q2921 Hhy a 1982 — @281 _—

Die Elemente g und g, stehen auf der so genanntésmuptdiagonalena;, und g, auf derNeben-
diagonalendes Schemas. Die Determinante eines zweireihigen Koeffizientenschemas berechnet
man also, indem man vom Produkt der Hauptdiagonalelemente das Produkt der Nebendiagonalele-
mente subtrahiert.

D Solche Zahlenschemata besitzen eine eigenstandige math. Bedeutung undisgridengenannt.
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Auch die Zahler von xund % kénnen nun als Determinanten notiert werden:
oy aﬂ] A1 b
byg, — a0, = de%

by —byayy =deth O
By bil

In Bezug auf das elngangs genannte Gleichungssystem bezeichnen wir diese beiden Determinanten

alsZahlerdeterminantemon ¥ und %. Man erhélt diese, indem man im Koeffizientenschema die

erste bzw. zweite Spalte durch die Absolutgliedebpdes Gleichungssystems ersetzt und dann die
Determinanten bildet.

G23 | Satz G 23: Regel von QRAMER (fiir zwei Variable)

ay1Xq + agoXo =
Das Gleichungssystem 11+ 42 = by ist eindeutig I6sbar, falls%a&ét O #0.
3p1X1 + &Xp = by
b
denésl i de blg
Seine Losung ist dann(xx,) mit x; = z—aﬂj X = _ P P
sofft 28 i
o) ad] oy 8d]

Also: Will man mithilfe decRAMERschen Regel die Losung;(x,) flr ein lineares Gleichungssys-

tem aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen ermitteln, so berechnet man

(1) die Koeffizientendeterminante,

(2) die Z&hlerdeterminanten und

(3) die Quotienten aus jedem der im 2. Schritt erhaltenen Werte und dem Wert aus Schritt 1.
Diese Quotienten sind dann das Losungspaar des Gleichungssystems.

Fur obiges Beispiel gilt also:

(1):detg ‘115 =3.1+1.2=5  (2): dgt ‘llg =2.1+1.8=10 @=% =2

? 4 -3.8-2.2= 20 _
det[2 iy 3:8-2-2=20 g 4
Fur Gleichungssysteme mit 3 Variablen und 3 Gleichungen geht man analog zum Fall n = 2 vor, ver-

wendet hier abedreireihige Determinanterks gilt:

G24 | Satz G 24: Regel von QRAMER (fiir drei Variable)
81Xy + aXp + ¥z = by
Das Gleichungssystem ,&; + &X> + &3X3= b, ist eindeutig l6sbar,
ag1X + 85Xy + B3 = by

g"n iy al%
falls deEaﬂ ay, aZ% # 0. Die L6sung ist dann das Zahlentripe]; (%; X3) mit
[ 83 833l
LUCP) a1:IE| %?11 Dy aiﬂ %911 ap DJH
deDZ a2 32% de@zl b, az% de%aZI Y] bz%
_ by ag agd] _ @31 by agd] _ [y ag byl
X{ = —m— Xg = D D Xg = e
(P11 &2 &) g 812 44 1 812 &4
detPo %, %] detlyy 3p a4 detlyy 3y a4
o1 %2 % o1 %2 % o1 %22 %

B3y a3 azd] By a3 3zdl By a3 3zd]
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Fir das Losungstripel {xx,; X3) eines eindeutig |6sbaren Gleichungssystems mit 3 Variablen und
3 Gleichungen bildet dikoeffizientendeterminanjeweils den Nenner flir;xx, bzw. %. Die Zah-
lerdeterminantewon x, X, bzw. x5 entstehen, indem man die Spalten 1, 2 bzw. 3 des Koeffizienten-
schemas durch die Spalte der Absolutglieder ersetzt.

Fur die Berechnung von dreireihigen Determinanten kann man die Regelr®os&nwenden:
* Flge zum Koeffizientenschefalie 1. und 2. Spalte jeweils noch einmal rechts dazu!

¢ Subtrahiere von der Summe der 3 Produkte der Hauptdiagonalelemente die Summe der 3 Pro-
dukte der Nebendiagonalelemente!

Hauptdiagonalen
FRTR &l e (811802853 + 82803831 + 8331830

Q1 &y By Ay Ay —(243%00931 + A1183332 + 312201833

a31/5‘32><333><3L31\3‘32
Nfebendé\gonal/en b A >

G 3.4 Praktische Anwendungel

Beispiel G 44: G 44
a) In einem Unternehmen wird eine Kupferlegierung | Ly L, Ly
L.bent')ngt.: die 85 % Ifupfer, 10 % Zink und 5 06. Kupfer 80 % 85% 95 %
Zinn enthalt. ZurVerfugung §tehen aber nur LegleZ—ink 10% 15 % 0%
rungen L, L, und Ly mit den in nebenstehender Zinn 10 % 0% 5 0
Tabelle angegebenen Zusammensetzungen.
Ob die bendétigte Legierung L durch Zusammensetzung aus den Legieryngemihd L; m
hergestellt werden kann, zeigt die Auswertung des folgenden Ansatzes:
Mit X4, X, und % bezeichnen wir die Mengen der Legierungenll, bzw. Lg fur die Her-
stellung einer Mengeneinheit der benétigten Legierung L, also

() X1 + Xo +x3=1.

Weitere Gleichungen ergeben sich aus den Anteilen von Kupfer, Zink und Zignlig L
und L einerseits und in L andererseits:

(1) 0,8x4+ 0,85% + 0,95% = 0,85

(1) 0,1x4+ 0,15% =0,1
(V) 0,1xq +0,05% = 0,05
Das aus den Gleichungen (1) bis (V) bestehende Lésung mit GTA:

System wird m!thllfe desAussschen Eliminierungs- e e rtrrea oa ]
verfahrens gelo§t).

Xl % X2 % X3 = l ' (_80 ’ (_1 ’ (_1 ) 1 1 1 1 1 0 8 25
B0, + 85% + 95 = 85 I
10X1+15X2 =10 10 @ 5 5 I

rref(l1.1,.1,1;80.85,95,.85;510,..
10X1 + 5X3 = 5 HMAIN RHD AUTO SEQ 1430

Fig. G 89

D Das Koeffizientenschema ist hier eine dreireihige Matrix.
2) Bei vier Gleichungen mit drei Variablen ist diRAMERSChe Regehicht anwendbar.
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X1t Xot X3 = 1
5%, + 15% = 5 -2
5% —10x% = 0] - (—1)1 \
—10% — 5% =-5
Xq + X2 + X3 = 1
5%+ 15% = 5
25X3 =5
25X3 = 5
Die letzte Gleichung im abschlieRend umgeformten System stimmt mit der vorletzten tiber-
ein. Sie kann gestrichen werden. Aus der Dreiecksform des Systems ergilgt-s%h X
X5 = é und % = % . Das heil3t: Das Einschmelzen der Legierungemj.und Ls fiir die
bendtigte Kupferlegierung ist im Verhaltrls 2 : 1 \orzunehmen.
b) Einschmelzen der Legierungen, L, und Lg im Verhaltnisl:1: 3(a|so% % bzw.g der
drei Legierungen) ergibt eine Kupferlegierung von 90 % Kupfer, 5 % Zink und 5 % Zinn:
1 1 3 _ — 00N —c. 1 3 —
802 +85% +953 =16+17+57=90; 0. +45. =57310. *5. =5
c) Will man aus den Legierungen,LL, und L eine Kupferlegierung mit 82 % Kupfer, 8 %
Zink und 10 % Zinn herstellen, so muss zur Ermittlung der Einschmelzanteile folgendes
Gleichungssystem (vgl. a)) geldst werden.
X1+ X+ xX3=1 -(—801 -(-10) -(-10)
80x; + 85% + 95x; = 82
10x + 15% = 8
10)(1 + 5)(3 =10
et x3= 1 LS it GTA:
Bx, + 15% = 2 2 dsung mit :
5X2 _ 10)% =_2 (_1) l \ [CE 22 acore o Fronialciear a-z. |
—-10% — 5= 0
1 1 1 1 1 1 @ @ 2325
X1+ Xot+t X3= _Ner“m 85 95 82 [a 1@ -/2/25
Bx, + 15x = 2 o s w) lbooo.
25X3 = 4 rl"linll‘;le{:([i :I-Rﬁl):l-ﬁLlT:ll'l--SEI SSSEQ9§J3082-1EI
25)(3 =1 Flg G 90
Es folgt x5 = 2i5 , X = —235 und X = g—g als eindeutig bestimmte Losung des Gleichungs-
systems. Die Aufgabenstellung enthélt jedoch mitky, X3 = 0 noch eine Bedingung, die
wegen % < 0 nicht erfullt ist.
Die angegebene Legierung kann also ayd b und Lg nicht hergestellt werden.
Beispiel G 45:

Im Betriebsteil A eines Unternehmens sollen die Erzeugnigssedtk, im Betriebsteil B die
Erzeugnisse £und E, aus einem Rohstoff R produziert werden. Insgesamt stehen 6000 Men-
geneinheiten (ME) Rohstoff zur Verfligung, wobei man fur die Herstellung eines Stiicks von E
E,, B3 bzw. E, jeweils 5, 10, 8 bzw. 4 ME Rohstoff bendtigt.
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Betriebteil A kann fir die Produktion 1400 Stunden Maschinenzeit aufwenden und braucht fir
ein Stiick der Sorten;fbzw. B jeweils 5 Stunden; Betriebsteil B hat eine Kapazitét von 9C0
Stunden Maschinenzeit und bendtigt fur die Herstellung eines Stugk2$S&Einden und fur

ein Stick i 3 Stunden.

Es sind die méglichen Produktionszahlen je Erzeugnis in Abhéngigkeit von den verflgbiren
Maschinenzeitennd denRohstoffbedarzu bestimmen.

Die Auswertung der Informationen fiihrt auf ein Gleichungssystem mit den Varigbbenxg

und x, (fur die Stiickzahlen £E,, E5 bzw. E):

5x; + 10% + 8x3 + 4x%4 = 6000
5Xl + 5X2 =1400| - (— 1
2X3 + 3%, = 900

5x; + 10% + 8x3 + 4%, = 6000

5%, + 8x%3 + 4x4 = 4600 [ diEr 2o [ofPer romr ol ear o=, |
2+ 3= 9001 (4=19 H 5 oo TEEEH
5X1+10X2+8X3 = 6000 — 4t e s e m
5X, + 8Xg = 4600 — 4t oo o
2% = 900-31 (-4) :2 e
(Zur Interpretation dieser Bildschirm-
Sxq + 10% = 2400 + 8t J ) angabe s. Beispiel G 18.)
5X5 = 1000 + 8t (-2) :5 Fig. G 91
X3 =450 -3 t
Durch schrittweises Auflésen bzw. Einsetzen erhalt man:
(1) xlzso—gt ) )§=200+gt A3) >§=450—gt (4) ¥=t
Da die Stuckzahlen; xatirliche Zahlen sind, gilt wegen (3 60 x4 X3 Xo  Xq

(also % < 50; fir x, = 50 ist x = 0, % = 280 und % = 375). Ande- 50 375 280 0
rerseits bedingt die erforderliche Ganzzahligkeit der Werte, das¥) 390 264 16
X4 =t wegen (1) bis (3) durch 2 und 5, also durch 10 teilbar seif0 405 248 32
muss. Das heiRRtkann nur die 10er-Werte von 0 bis 50 annehméfl. 420 232 48
Aus diesen Uberlegungen erhélt man die nebenstehenden mog? 435 216 64
lichen Produktionszahlen firr die einzelnen Erzeugnisse: 0 450 200 80

Beispiel G 46:

Es wird ein Gleichstromkreis betrachtet, der vier
Widerstande R, R R, und R; sowie eine Span- |
nungsquelle U enthalt (Fig. G 92).

Fur diesen Stromkreis gelten dasvische Gesetz |
U =R sowie die Gesetze im verzweigten und
unverzweigten Stromkreis, nach denen

» die Summe aller Stréme in einem Knoten (Leiterverzweigung) gleich Kristénsatz

In einem Knoten ist die Summe aller zuflieRenden Strome gleich der Summe aller akflie-
Benden Strome),

Fig.co92 M
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» injedem geschlossenen Leiterkreis die Summe der Spannungsabfalle gleich der Urspannun-

gen ist Maschensa)z
e inallen Zweigen eines verzweigten Stromkreises die Spannung gleich ist.

Es sind der Gesamtstrom | und die Teilstromé,lund k bei einer anliegenden Spannung
U =10V und den Widerstanden R =G0R; = 50Q, R, = 100Q und Ry = 50Q zu berechnen
Nach oben genannten Gesetzen gilt:

|1 + |2 + |3 = | = 0A
50Q -1, + + 30Q-1= 10V
100Q -1, + + 30Q:-1= 10V
50Q:I;+ 30Q:-1= 10V
Wenden wir degaussschen Algorithmus auf das Glei- T A T
chungssystem an, so erhalten wir neben der Lésung e S0 0 0% ;gJ
l;,=0,08A; b=0,04A; 5k=0,08Aund|=0,2A zusatzlich e s o
die Information, dass die vier Gleichungen ,unabhangig“ v proe s
einander sind: Das Gleichungssystem mit 4 Variablen und _ B o0 1S
a . . . " . . |eref<rd . 1.1,.-1.0550,0.0,30.10
Gleichungen ist eindeutig losbar. Fig. G 93 zeigt das Schir *;’Ig e

bild bei Einsatz eines GTA.

Nunmehr sollen vier Widerstande im Stromkreis ausgetauscht und wiederum die Stréme ermit-
telt werden. Vertauscht man dabei lediglich die drei WiderstapdRRind Ry untereinander,

so ergabe sich nach den oben angefiihrten Gesetzen keine neue Information. Anders verhalt es
sich, wenn man den Widerstand R gegen einen der drei Widerstarigelizw. Ry wechsel-

seitig tauscht.

Die nachfolgende Tabelle gibt die Werte fiir die Ausgangsschaltung und zwei Varianten an,
wobei fiir die Berechnungen in Zeile 2 bzw. 3 (Fig. G 94/Fig. G 95) wiederum der GTA einge-
setzt wurde.

Ry Ry R3 R I P I3 |
2 Al T 2 . Lo
50Q|100Q |50Q | 30Q % A=0,08 A % A=0,04A > A=0,08 A 5 A=0,2A
50Q| 30Q |50Q | 100Q iAZO()24A L A:004Ai A =0,024 £AZOO88A
125 ’ 25 ' 125 ’ 125 ’
2 A _ 3 _ 6 _ 19 . _
30Q|100Q |50Q | 50Q % A=0,08A 125 A =0,024 /\1—2—5 A =0,048 125 A=0,152 A
a1 aebralcatc othor Franiolclear a—z.. | 01 gebralcatc|other Framiolclear a—z.. |
TR R V: O U1 T T - 1)
1e0 0 g 19002/325
8188 125 @108 355
R R boo 1o e
ooom 1 £ ooooe 1 H2
xnll:‘Ef([l'1#'“%%:11'9;SQEQB:{?O']'E'B’I‘"' Flg- G 94 I%Ef([1,1{“9%%:71,9;3IJSEQB;390,SB,1BI" Fig- G 95
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G 4 Ebenenim Raum

G 4.1 Parametergleichung einer Ebene

Wie jede Gerade in der Ebene und im Raum durch die Vor¢ -
von zwei verschiedenen Punkten eindeutig bestimmt ist, st
wird auch jede Ebereeim Raum durch drei Punkte, die nich
alle auf derselben Geraden liegen, eindeutig festgelegt. In
Fig. G 96 sind dies die drei Punktg R und B fir die Ebene.
Diese drei Punkte bestimmen ihrerseits zwei linear unabhé
gige Vektorent = P?A undv = @ . Folglich ist jede Ebene
auch durch einen PunkgBndzwei linear unabhangigéekto-
renu undv eindeutig festgept. In de)Ebene lasst sich zu
jedem beliebigen Punkt XEVektgr PoX einde%als&.ige- _)
atkombinationderVektorenu undv bestimmenP X =ru +sv (r, sOR).
Bezeichnet O den Ursprung des Koordinatensystems, so ist

— — —_—> —> - - - - - - —

x =0X =0PR, +PyX =pg+ru+sv, also x=pg+ru+sv (r,sOR).
Durchlaufen nun r und s unabhéngig voneinander alle reellen Zahlen, so beschreibt die erhaltene
Gleichung die Ebene Wir fassen diese Uberlegungen zusammen:

Satz G 25 Punktrichtungsgleichung einer Ebene inParameterform G 25
Ist By ein Punkt des Raumes mit dem zugehdrigen Ortsvektond sindu undv zwei linear
unabhéngige Vektoren, so wird die dadurch eindeutig bestimmte Eloemeh die Gleichung
X=po+ru+sv (r,sOR) (1)
beschrieben.

u undv nennt marRichtungsvektaen (oder auclSpamvektaen) sowie 30 einenStutzvektoder
Ebenes.

Bedenkt man, dass in Gleichung (1) die Vektaremdv durch drei Punkte A, B,Rler Ebene be-
stimmt wurden, so lasst sich (1) auch in der FErmEO + r(?f —Bo) + s(g —f;o) angeben. Damit gilt:

Satz G 26 Dreipunktegleichungeiner Ebene inParameterform G 26
Sind R, A und B drei Punkte des Raumes, die nicht auf derselben Geraden liegen, und bezeich-
nenf;o, a undb die zugehdrigen Ortsvektoren, so wird die dadurch eindeutig bestimmte Ebene

€ durch die Gleichung

X=po+1@—pg +sb6-po (1 sOR) )
beschrieben.

In den Gleichungen (1) und (2) hei3en r uikheameter.

Beispiel G 47: G 47
Wir betrachten die Eberge die durch die drei Einheitspunktg(E; 0; 0), E(0; 1; 0) und

E,(0; 0; 1) des Koordinatensystems eindeutig bestimmt ist (Fig. G 97).

Wahlt man z. B. Eals Ausgangspunkt, so sind
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B’ o0 . b do oh
:%—%-%Dmm:%—%:%a
010 g0 @ OO

Rlchtungyektorender Ebene. Folglich lasst sich nach SatzZ5
die Ebene durch die Gleichung
. oo
x=Hf + rDo + sgl (r, $JR) beschreiben.
gl IZI1I] OoO

Beispiel G 48:
Stellt man ein regelmafiges Tetraeder der Kantenlange 2 so in ein ;
Koordinatensystem, wie es in Fig. G 98 dargestellt ist, so haben

die Ecken die Koordinaten A(0; 0; 0), B(0; 2; 0){3( :1;0)und 1
D(% J3:1; % /6). Die Ebene durch die Punkte B, C, D kann

Satz G 26 zufolge also durch die Gleichung
il DZ O ol
Eia[% g ﬁ”D EFsJ% X C Fig. G 98
=pg1Qg + rg 0 E + S] 1 IZI (r, $JR) beschrieben werden.

2
e Lim A
Wir bestimmen nun deﬁchmttpunkt dieser Ebene mit der z-Actiee Koordinatensystems.

Weil fiir jeden Punkt P der z-Achse die x- und die y-Koordinate den Wert 0 hat, werden mittels
obiger Gleichung vom solche reellen Zahlen r und s ermittelt, fur die

o B8 Bel B
_ EB o, 0 O O . . . - :
BE =010 +rgo 0 +93 1 0 gilt. Durch Koordinatenvergleich erhalt man ein
o0 B A HzA H24
EBJ% ] 5[% O éﬁg
Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit den zwei Unbekannten r und s:
M 0=343+28r-3/8"s
@y o 1+ 0-r + 1-s
any z = gﬂs - %Jé-r - gjé-s

Aus (I1) folgt s = —1. Mit diesem Wert ermitteln wir aus (I) r =—1sowie durch Einsetzen fir r
und s in (I1) schlieRlich z = %ﬂs =%

Damit ist B(0; 0; 2,/6 ) der Schnittpunkt der z-Achse mit der Ebene

-

Beispiel G 49:

Wir betrachten den Punk}(®; 1; 2) und alle weiteren Punkte, die sich apdi?ch Permuta-
tion der Koordinaten ergeben. Es soll bewiesen werden, dass diese sechs Punkte

a) in einer Ebene liegen und

b) bei geeignet gewahlter Reihenfolge ein regelmafliges Sechseck bilden.
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1

—

Zu a):

Aus Py(0; 1; 2) ergeben sich durch Permutation der Koordinaten die folgenden Punkte:

P5(0; 2; 1), RB(1; 0; 2), R(1; 2; 0), R(2; 0; 1) und B(2; 1; 0).

Zur Bearbeitung von a) werden beispielsweise die Punki® Bnd R als Ausgangspunkte fur

eine Ebene gewahlt und es wird zuerst gezeigt, dass diese drei Punkte nicht auf einer gemein-
samen Geraden liegen.

Dazu betrachtet man die beiden Vekto?fmf))z —El undb :53 —51. a undb sind linear unab-

000 0lo
héngig, denn es gibt keine reelle Zahl k, so dass  F#k gilt. Damit giRgléhd R nicht
00  OoO

kollinear und bestimmen demzufolge eine Ebgriie nach Satz G 26 durch die Gleichung
- = e s e o oo oo ooo  oglo
€ x=py+r(pp—py) +Spz—py), also & HE =HH +rHiy + s34
0 OO 040  OpO
beschrieben wird. Nun prift man, ob die restlichen drei Punki®,Rnd R in dieser Ebene
liegen. Fur R(1; 2; 0) musste es dann zwei Zahlgnmd 5 geben, so dass
o o 0og olo
2 = BH +nH1f + 5 B4 gilt. Aus dieser Gleichung erhélt man das Gleichungssystem
0 00 040 OoD

() 1= 0:p+1-5, Gleichung (I)fuhrt sofort zu,s= 1 und aus (lll) folgt danny = 2. Da
@y 1= 1.5p-1-g, diese beiden Zahlen auch (ll) erfullen, liegtiPe.

y -2=-1-5+0-s.

Analog verfahrt man mit den Punkteg éhd R. Fur R(2; 0; 1) ergibt sich

() 2= 0:g+1-s5, Hiererhalt manaus (I) und (lllys 2 und g = 1. Diese beiden Zah-

(I -1= 1-g—1-s, len erfullen auch (I), weshalbsPzue gehort.

y -1=-1-g+0-s.

Fir By erhalten wir schlief3lich das Gleichungssystem

() 2= 0-g+1-% Aus(l)und(lll)folgt =2 und g = 2, die beide auch (ll) erfiillen.

() 0= 1-g—1-3 Damitist R ebenfalls ein Punkt von

y -2=-1-g+0-s.

Damit ist nachgewiesen, dasg P, P3, P4, Ps und R in einer (gemeinsamen) Ebene liegen

Zu b):

Es werden zuerst alle méglichen Abstande zwischen zwei verschiedenen Punkten des ¢benen
Sechsecks berechnet. Der Einsatz eines GTA verringert dabei den Rechenaufwand. Dazu defi-
niert man zuerst eine Funktion

rabstandpx1,py1,pz1,px2,py2,pz2) (px1-px2)"2 + (pyl-py2)"2 + (pz1-pz2)"2) fur den
Abstand zweier Punkte P(px1, pyl, pz1) und Q(px2, py2, pz2) im Raum

Nach Behandlung des Skalarprodukts zweier Vektoren (Abschnitt G 6) wird es méglich sein, diese Funktion
einfacher zu beschreiben und insbesondere die Eingabe der Werte bequemer zu gestalten.
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!n dlgser anktlon kdénnen wir nun die Koordmaten (LS 7 A S O S e
jeweils zwei der sechs Punkte einsetzen. Die Ergebn|*P="in® raestandiext, pul, pl, pxz, P2, b
sind in Fig. G 99 zusammengefasst. Damit erhalt mai; r2=tnee. 1. 2.8, 2, b

= rabstando, .8, 2
sechsmal deAbstand/2 baw. /6 und dreimal den  |zrsstens.1.2.1.2.0

Abstand?./2 . Aufgrund diese¥Verte miissen die Punktgs rsestanaco. m
= rabstand(ad , SEL 2

in der Ebene sodgen wie in Fig. G 100 gezeigt. ES en«ra:tanace. .2,®
steht damit das SechseckPgP,PgPsPs, dessen Seiten /i 2120 0
alle gleich lang, namlickh/2, sind. Um zu zeigen, dass|;ra=tandtl,

22,0
= rabstandil . 2B, 1)
dieses Sechsecggelmalig ist, kann man (neben anderwags:en:ii’ Lo
. . = rabstan 2 FRE
elementargeometrischen Begriindungen) z.B. den Inf=rasstandc: . 1,
winkel in den Ecken berechnen. Aufgrund der Kongruu?ﬁéiﬁﬁz(’z 3% WP 1))

DEG ERALT “FiNC 8750

12,

(5]

R R

i 51 570 1 0 2 i 91 ol 70 ol 0 L 0
oo o
e
o

2,

BB @ @ @ R BB R e e e e e

R R R R R R R e
—

=1

der Teildreiecke reicht es aus, diese Berechnung nur fur Fig. G 99
den Innenwinkel bei fim Dreieck BP;P, (mithilfe des _
Kosinussatzes) vorzunehmen. Es ergibt sich Ps P1 - gz vz
P,P,|2 +|P,P4% —|P,P,[? — V6
cos<rP3PP2:‘ P1Pa° +[PuPyl° - |PoP3
20P,P,| OP,P . .
= (22+(/2)%-(f6)? _2+2-6 _ 1 ° :
20/20/2 2l 2"
woraus<. PsP;P, = 120 folgt. Die betrachteten sechs o . R
6 4

Punkte bilden damit tatséchlich ein regelmafiges Sechs-
eck.
Tragt man zum Abschluss diese sechs Punkte nochinein

raumliches Koordinatensystem ein (vgl. Fig. G 101), so P, 2 Pl\
ist zu erkennen, dass die Punkte Mittelpunkte von Kanten 4
eines Wirfels mit der Kantenléange 2 sind. Wir haben ;1T 1P,
damit auch gezeigt: Man kann einen Wiirfel so mit einer P !
Ebene schneiden, dass die Schnittfigur ein regelmaRiges 1 2y
Sechseck ist. - d > =P,
/x 6 Fig. G 101

G 4.2 Parameterfreie Gleichung einer Ebene

Es wird eine Ebene betrachtet, die durch den Pun(R; yo; ) (auch alslragerpunkivone

O R

bezeichnet) und die beiden linear unabhangigen Vekf)ore@é undv = %@é gegeben ist. Dann
u v

beschreibt nach Satz G 25 die vektorielle Gleichung & 4

g B g 04

HH = Aps +r[up +SD/>D (r, §IR) 1)

00
B4R [up D/gj

alle Punkte X(x; y; z) der EbemeAus dieser Gleichung sollen nun die Parameter r und s eliminiert

werden, um eine parameterfreie Gleichuoge zu erhalten. DurcKoordinat@vergleichergibt sich

aus (1) das folgende Gleichungssystem aus drei Gleichungen und den zwei Unbekannten r und s:
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() x=xg+r-y+s-y, Multipliziert man

() y=yot+r-y+s-y (1) mit(uv,—uvy), (1) mit (U, —uyv,), () mit (uvy — Uvy)
(my z=z+r-y+s-v undaddiert diese Gleichungen anschlieend, so erhalt man

X'(W'Vz_uz'vy) XO(uy'VZ_L%'Vy) +r'(Lk'W'Vz_Lkquy) +S'(l§/Vsz_UszVy)
Y (U V= U V) =+ YUz Ve — U V) e (U U Ve — BUVZ) 4 S (Yyvy — LV V)
+Z (Yo — W) Zo(Uy Vy — Uy V) +L’ (Lk'Lb'Vy_Wuz\Z) :S'(U(VyVZ_L&/VxV%

=0 =0
Also
— Xo(Uy - Vo — Uy - W)
(UyVz = UVy) - X+ (LVy — UVp) - Y + (Uvy — UVy) - Z — YUz - Ve — U - V) = 0.

— Zo(Uy - Viy — Uy - V)
a b c d
Mit den angegebenen Abklrzungen erhdlt man mit ax+by+cz+d=0 (2)
eineparameterfreie Gleichung der Ebene, die auch als Ebenengleichungoordinatenschreib-
weise(kurz auch: Koordinatengleichung) bezeichnet wird. Dabei dirfen die Koeffizienten a, b, ¢
nicht gleichzeitig den Wert 0 annehmen, d.h., es méssba+ ¢ > 0 gelten. Die Gleichung (2)
entspricht der parameterfreien Gleichung ax + by + d = O €iemdenin der Ebene.

Ebenfalls analog zu der entsprechenden Gleichung einer Geraden in der EBS%neXSt éz—z + + =1
die Achsenabschnittsgleichug einer Ebene, die di€oordinatenachsen in den Punkteysg O;

0), S(0; 5; 0) und S(0; 0; $) schneidet. DaslX & fz = 1 eine parameterfreie Ebenenglei-
chung istund gs,; 0; 0), §(0; 5; 0) und $(0; 0; ) diese Gleichung erfiillen, lasst sich diese Aus-
sage leicht bestatigen.

Beispiel G 50: G50
ISp! fh 00 olo

Aus der Parametergleichung der Ebeiie Beispiel G 49 € X = BE +rHH + s34
K0 010 OoO

erhalt man durcKoordinatevergleichdas folgende Gleichungssystem:

() Or+1s=x

an 1r-1s=y-1

(1 =1r+0s=z - 2.

Aus (1) ergibt sich s = x und aus (lll) r = 2 — z. Setzt man diese 2

Ausdriicke fur s und r in () ein, so erhalt man

(2-2z)—x=y-1,woraus x+y+z—-3=0 alsparameterfreie

Gleichung der Ebenefolgt.

Aus dieser Gleichung ergibt sich auch sofort die Achsenab-

schnittsgleichung voe:

X . Y .z _
24+Y +Z2 =
3 3 3 1.

Die Ebene schneidet folglich die Koordinatenachsen jeweils
der Stelle 3 (Fig. G 102).




288 G 4 Ebenenim Raum

Die Mdglichkeiten zur analytischen Beschreibung einer Ebene sind nachfolgend zusammengefasst:

Punktrichtungsgleichung Dreipunktegleichung
Pelcbigar Punkt der _ B¢
Ebene. Po(Xo: Yoi Zo) Po=Ddl |Pilaiynz)  Palivaz)  Polxaysi za)
g
17 n
T O R I PO R I
b i8R A
T
{1_1), 7} linear unabhéngig
z
e

Vektorschreibweise | x :EO Fru+ 57; r, sOR

\l;cé?srginatenschreib- ax+by+cz+d=0 mitar 2 +E>0

=1mit §5,5%0

G 4.3 Spezielle Ebenen

Ausgehend von der allgemeinen parameterfreien Gleichung einer Ebene

gax+by+cz+d=0 mit %ar P+ >0

sollen nachfolgend Sonderfélle fur die Koeffizienten a, b, ¢ untersucht und die Lage der entsprechen-
den Ebene im Raum veranschaulicht werden.

e Fur d =0 verlauft die Ebereedurch den Koordinatenur-
sprung. In diesem Fall wird die zugehérige Gleichung
ax + by + cz = 0 namlich von den Koordinaten des Koo
natenursprungs O(0; 0O; 0) erfullt.

e FlUrc=0und a, 5 0 besitzt die zu betrachtende Ebene « ) &
Gleichung ax + by + d = 0. Diese Gleichung wird von all ~ * \,/
Punkten X(x'; y'; z') des Raumes erfullt, fur die Y I <
ax' + by' +d = 0 gilt, wobei z' jeden beliebigen Wert ann —+-+-7 6—11 "
men kann. Das heif3t aberist eine Ebene, die auf derxy 71 Fig. G 103

Ebene senkrecht steht. Fiir z = 0 beschreibt ax + by + ¢ X
eine Gerade in der xy-Ebene. In Fig. G 103 sind zwei k & X ¥/ =0 & 5-4y+20=0
krete Beispiele dargestellt.

Dieser und alle weiteren Félle werden in der folgenden Tabelle systematisch zusammengefasst.
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albj|c d£0 d=0
#20|#20(#0 z ax+by+cz+d=0 Z ax+by+cz=0
7/
7
£ in beliebiger Lage B 2 =
:
|
X
€ enthdlt den Koordinatenursprung nicht € enthélt den Koordinatenursprung.
#£0[#£0(=0 ax+by+d=0 z ax+by=0
7/
//
€ 0 xy-Ebene S —— >
X
€ enthalt die z-Achse nicht. € enthalt die z-Achse.
z0|= ax+cz+d= z ax+cz=0
7
7
//
€ 0 xz-Ebene
/ '
O
€ enthalt die y-Achse nicht. € enthalt die y-Achse.
=0|£0[#0 by +cz +d = z by +cz=0
€ Oyz-Ebene
X
€ enthalt die x-Achse nicht. € enthalt die x-Achse.
=0|=0[#0 cz+d=Q(Q z cz=0
(z=0)
¢ [0 z-Achse
/ y
a2
€ ist parallel zu xy-Ebene. € ist die xy-Ebene.
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a|b|c dz 0 d=0
=0(#0|=0 z by +d =0 Z by =0
(y=0)
- € Oy-Achse i L,
4 y y
I
X X
€ ist parallel zu xz-Ebene. € ist die xz-Ebene.
z0(=0/=0 z ax+d= z ax=0
T (x=0)
:
! 7
| /
NN € O x-Achse
g y ///W y
X X
€ ist parallel zu yz-Ebene. € ist die yz-Ebene.
Beispiel G 51:
Betrachtet wird die Gerade g, die durch den Pup{@;R; 2) und den
H_':‘D
Richtungsvekton = H1H im Raum bestimmt ist (Fig. G 104).
0lg
020 RSN ’
. 0o oo g% 4//
Aus der Parametergleichung der Geradepfg: 5= Hibt erhalps—-
¥ gy x

man das Gleichungssystem:

() x:3—:—§t-1j %
W)y=2+1tg +.%
(i z=2+1t ale 34+

Eliminiert man nun aus (1) und (l1), aus (I1) und (l11) sowie aus (I) und (Ill) auf die links ange-
deutete Weise jeweils den Parameter t, so erhélt man die drei Gleichungen
2x+3y=12, y—-2z=-2 bzw. x+3z=09.

Diese Gleichungen lassen sich jeweils als spezielle Ebenen interpretieren, wobei jede Ebene die
Gerade g enthalt und senkrecht zu einer Koordinatenebene ist. Die Figuren G 105a bis c zeigen
diese drei Ebenen zusammen mit g. In der entsprechenden Koordinatenebene erhalt man die

jeweilige Projektion g', g" bzw. g™ von g. Daher heiRen diese Ebenen auch projizierende Ebenen.
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Fig. G 105a Fig. G 105b Fig. G 105¢

G 4.4 Lagebeziehungen von Gerade und Ebene

Aus der Anschauung lasst sich entnehmen, dass zwischen einer Geraden g und eisali&bmne
genden Lagebeziehungen bestehen kdénnen:

a) g unde haben keinen Punkt gemeinsam; g ist ,echt” parallel (Rig. G 106a).

b) g liegting; auch in diesem Fall ist g parallel 2¢Fig. G 106b).

€) g unde haben genau einen Punkt gemeinsam; sie schneiden einander (Fig. G 106c).

B ¢

o .
< . p p \
Fig. G 106a Fig. G 106b Fig. G 106¢

Geraden und Ebenen im Raum kénnen mithilfe von Richtungsvektoren beschrieben werden. Dies
fithrt zu einem Kriterium dafiir, ob eine Gerade g mit dem Richtungsvekioriner Ebene mit den
Richtungsvektorem undv parallel ist oder diese in genau einem Punkt schneidet. Man muss nur
feststellen, ob das Vektorsystem, {u, v} linear abhangig oder linear unabhangig ist. Fig. G 107a,
Fig. G 107b und Fig. G 107c verdeutlichen diesen Zusammenhang.

— 1Z V4
Py a g
I //
| -
: TV\/U . 'y u
Qo Qo
! Ny v ! y y
% | 21 s
Fig. G 107a Fig. G 107b Fig. G 107c

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick tiber die méglichen Falle:
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Richtungsvektoren von g,

-

g:X=po+ta; &£X=qo+ru+sv

Richtungsvektoﬁ) von g ist
linear abhangig von zwei
Richtungsvektoren, v vone

gme

* gne=0d.h.: ghat mig
keinen gemeinsamen Punk{
oder

e gne=g,d.h.:qgliegtir.

Po+ha=qo+hHu+sv

* hat fur die unbekannten Parameteri
und § keine Ldsung (op € =0
oder

« hat unendlich viele Lésungen fge = 9).

Richtungsvektor von g ist
linear unabhéngig von zwei
Richtungsvektoren, v vone

gie
gn € ={S}, d.h.: g hat mig

Po*ta =do+nu +§v
* hat fur die unbekannten Parameteri

genau einen Punkt S gemeins

amund § genau eine Losung (@& = S).

Neben der Untersuchung eines Vektorsyste?n)ai){V} auf lineare Abhangigkeit kann man zur Er-
mittlung der gegenseitigen Lage einer Ebeued einer Geraden g auch folgendermal3en vorgehen:

Es wird angenommen, dass;cg— pot fa unde: X = qo +ru+ sy elnen Punkt S gememsam haben.

In diesem Fall muss es drei reelle Zahlem;tund § so geben, dasp‘o + tla = qo + rlu + slv gilt.

Nach dem Prinzip des Koordinatenvergleichs erhalt man aus dieser Vektorgleichung ein Gleichungs-
system aus drei Gleichungen und mit den drei Unbekanptgrund . Interpretation der Lésung

dieses Gleichungssystems filhrt dann zu einer Aussage Uber die zu untersuchende Lagebeziehung.

Beispiel G 52:
Gegeben seien eine Ebenend drei Geraden g, h und i durch ihre Gleichungen:
. 0o 00,97 00po L, o ©olo
e x=Hd +r51H +504 gx=HH +tg1 5
XN to,5] 0,51 oo Oa5
~ BB A =Bl A
h: x = B+t BH-F4 i x = B +t%
020 41 020 030

Es ist die Lagebeziehung von g, h bzw. i bezliglizh bestlmmen.

a) Betrachten wir zuerst g usdWir nehmen an, dass g uagemeinsame Punkte haben.
Dann muss es in der Gleichung woreelle Zahlensund , und in der Gleichung von g
eine reelle Zahltgeben, so dass gilt:

K:H olo do §0.9 o0o
H+ufif-Bnfid+als
a0 1,81 0D 10,531

Aus dieser Gleichung erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

() 2= -14-05p+ Oy R Seralcorcotter prontolciear az..|
(”) 3= _1t1+ 1I’1+ 0'551 1 -5 @ oz

() 0= 15t — 0,55+ 155 """“Hifs o5 s 3“

Dieses Gleichungssystem besitzt die Losungen-2, éﬁ oo
r{ =0 und § = 2. Folglich hat g mi¢ genau einen Punkt St s 515~ .1 o0
gemeinsam. DieseBchnittpunkt &dnnen wir leicht aus F|g P

der Gleichung fur g bestimmen, wenn wir t = —2 wahlen.

Es ergibt sich S(1; 2; 4).

b) Unter der Annahme, dass h tlmgemeinsame Punkte haben, erhalten wir die Gleichung
020 oo do D‘O 2 00g
T8 *tEen = H *RARlg +SzB>%
020 020 OO0 tho, ED
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Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich das folgende Gleichungssystem:
() 1t,-05p+ 0= 1
(y -38t,+ 1n+ 055=-2
(my -2t,— 05p+ 155 = 1

Mithilfe descAussschen Eliminierungsverfahrens erhalzmg . i nter promofiee ==, |
man schlie3lich: 1 -0 1

0 t, = 05t '"”‘”HZZ “s is {2” e
(IB) o = -2+t 811 2
() 2= L toR BREERPP e e SR B R R
Das bedeutet: Das Ausgangsgleichungssystem besitzt Fig. G 109

unendlich viele Losungen. Folglich liegt hen
¢) Nimmt man an, dass die Gerade i und die Eseg@meinsame Punkte besitzen, so ergikit
sich das folgende Gleichungssystem:

() 1tg+ 055+ Og= -1

@ 3tz+ 1+ 0,58 = -2 GTA-LGsung:

(”I) _2t3 + 0’5r3_ 1’5% = _2 v‘a ng%?:r‘a Crazlvc, thl:ver' Pr‘rgsmID Clearr'sa—z...

bzw. nach Umformung nach demaussschen Eliminie-

rungsverfahren

() ty+ 055+ Og= -1 ooff 55 Y pIN
3 9B = = . s -

(”l) - 015r3+ 015% = 1 Im;ni;_: i :j?n:x_:?-t?_zz-SruN:;;; 92])1

(" 0=-1. Fig. G 110

Das Ausgangssystem hat also keine Losung — kein Punkt
von i gehort auch zew Damit ist die Gerade i ,echt” parallel zur Ebene

G 45 Lagebeziehungervon zwei Ebenen

Aus der Anschauung kann man entnehmen, dass sich zwei Ebanen in folgenden Lagebezie-
hungen zueinander befinden kénnen:

a) €undn haben keinen Punkt gemeinsamist ,echt” parallel zun (Fig. G 111a).

b) € fallt mit n zusammen; auch in diesem Fallsigtarallel zu) (Fig. G 111b).

¢) €undn haben genau eine Gerade gemeinsam; sie schneiden einander (Fig. G 111c).

n €

Fig. G 111a Fig. G 111b / Fig. G 111c

Wie bei den Betrachtungen zur Lagebeziehung einer Geraden bezuglich einer Ebene lasst sich auch
hier die Beschreibung der beiden betrachteten Ebenen mithilfe ihrer Richtungsvektoren nutzen.
Sindu undv zwei Richtungeektorervone sowie ¢ undd zwei Richtungeektorervonn, so kénnte

man das Vektorsystem_f{ v, ¢, ?1)} untersuchen. Da jedoch alle vier Vektoren zum dreidimensiona-

len Raum gehoren, idiesesv/ektorsystenimmerlinear abhangigvgl. S. 251), weshalb dessen
Betrachtung fiir die unsere Problemstellung keinen Wert besitzt. Aus raumgeometrischen Uberle-
gungen kann man folgern, dass wir zwei Vektorsysteme betrachten mu_)ssErE)}{und {ff, v, 3}.
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Sind diese beiden Systeme gleichzeitig linear abhangig, so liegen die beiden betrachtetea Ebenen
undn parallel zueinander (Fig. G 112a und b). Im anderen Fall (wenigstens eines der beiden Sys-
teme ist linear unabh&ngig) schneiden beide Ebenen einander in einer Geraden (Fig.G 112c).

n 4z
n e z _
9 d | Qo
TE e= © i
! P i P [ = Po
. : /A/‘/ 0 % d c : /// 0 ¢ | v —
‘‘‘‘‘‘ 7'(——-.".__3 ‘——““‘7(———5’)____) T T
/Iy ¢ ey’ ey
X | X | X :
Fig. G 112a Fig. G 112b Fig. G 112c
Die folgendeTabelle gibt einen Uberblick tiber die moglichen Falle:
Richtungsvekto- €& X=pg+tru+sv & aX+by+cz+d =0
ren vone undn r]:;:50+rc+sd Nax+hy+cz+d=0
Beide Vektorsys-|¢H PotNU+SV=qo+hc+Sd|aXs+ bys+ Gzs+d =0
teme {u, v, c} Xs+ bpys+ Gzg+ =0
und {u, v, d} sind Das Gleichungssystem
linear abhangig. mit den Unbekannten mit den Unbekannten
M, 81,12 Xs Yo Zs

e enn =0 (Fig. G 1124
€ undn haben keinen hat keine Ldsung.
gemeinsamen Punkt.

« £ =n (Fig. G 112b) hat eine Losung
€ undn fallen zusam- mit genau zwei Parametern.
men.

Wenigstens einese = n

der beiden Vektor= enn =g (Fig. G 112c
systemeﬁ,?,?}, € undn schneiden eina
{5,7, E} istlinear| derin einer Geraden g|.
unabhangig.

hat eine Losung
mit genau einem Parameter.

=
T

Analog zu den Uberlegungen in G 4.4 kann man auch hier annehmen, dass diecEingmen
gemeinsame Punkte haben. Dabei kdnnen in Abhangigkeit von der Schreibweise folgende Falle auf-
treten:
. Sind die Gleichungen der beiden Ebenen in Vektorschreibweise Bo +r1u +sv und
n: qo +rc+sd gegeben und bezelchnet S emen solchen gemeinsamen Punkt, so gibt es Zahlen
ry, Sy bzw. b, s, so daSSpo + rlu +5 V= qo +1, c+ szd gilt. Diese Beziehung fiihrt auf ein
lineares Gleichungssystem rdiei Gleichungen und den vier Unbekanntgrsy, r, und s
(s. Beispiel G 53).
* Sind die beiden Ebenen in Koordinatenschreibweisgx + byy + ¢,z + ¢, =0 und
n:ax + by +c6z+d =0 gegeben, so folgt aus der angenommenen Existenz eines gemeinsa-
men Punktes S(ss; s,) ein lineares Gleichungssystem miteiGleichungen und dedfrei
Unbekannten,s s, und s (s. Beispiel G 54).
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« Ist schlieRlicke in Vektorschreibweise unglin Koordinatenschreibweise gegeben, so erhalt man

eine Gleichung mit den zwei Unbekanntemind § (s. Beispiel G 55).
Entsprechend der Losungsmenge des jeweiligen Gleichungssystems kann man dann Rickschliusse
auf die Lagebeziehung der beiden Ebemandn ziehen.

Beispiel G 53: G 53
Wir betrachten die beiden Ebeneandn mit den Gleichungen
_ 03O o0 0.5 . 0o 0.9 0n0g
e x = Haf +rEH +sHas x:%lg+r51'3+sg)%. i
041 O30 O20 00 00,5
Wenn beide Ebenen gemeinsame Punkte haben, dann muss es reelle;Zghigrund s
geben, so dass gilt: 1/}

030 Eg's 009 do 50.99 00g

0,0 0.0 O - OO 0,0
948 *nEH tag2H = g5 thalg t9Py
O] Oz30 020 OO D{)@ (5]

Ein Koordinatevergleichfuhrt zu dem Gleichungssystem: GTA-Ldsung:

0] 2= 1n+055- 055+ O T
0 . 1ri+ 2,5; 1Z+ 0,52 FumEmEsaa s
() 3= -3n— 25- 05p+ 159 .mr[[i B 5”
Unter Verwendung desAussschen Eliminierungsverfahrens e A TS
und $ = t erhalten wir daraus: [Ej o h A
() r = t e B/ A am———
(I Sy = 20 Fig. G 113
(Y ry = 2+t
(v Sy = t (tOR) 2[I B%D
Verwendet man nubund $ in der Gleichung vom, so ergibt sich = 15 EZE als
020 0,0

L6ésung fur die gemeinsamen Punkte gamdn. Diese Gleichung beschreibt eine Gerade,
namlich die Schnittgerade der beiden betrachteten Ebenen.

Beispiel G 54: G 54
Wir betrachten die beiden Ebermeandp mit den Gleichungen
T:11x+1y +42-29=0 undt: 3x —2y — 58z — 58 = 0.
Gibt es einen Punkt §fss;; s,), der zu beiden Ebenen gehort, so erhalt man ein lineares (3l
chungssystem mit zwei Gleichungen und den drei Unbekanpten s:
() 1ls +1g+ 45-29=0 GTA-L&sung: i
(D)) 3SX—2§,—58§—58:0 e T T
. . . . . ~§—|Algebra|Calc[0ther |Prgnll[Clear a-z..
Dieses Gleichungssystem hat die Losung (Fig. G 114)
S = 12—1: + 2t, = —il 26t s=t, tOR. w31, 2 »
Damit schneiden die belden Ebenen einander in einer Ger Pe RS
01160 o1 oz -Sb
DED O 2 O Hnﬁl([ii'i'n‘}a'zgn?r;a'_2'ru_N§?330581)l
mit der Gleichung = Hssd + tHe6 . Fig. G 114
O2sd g0
0 <0 1
OoDO
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Beispiel G 55:
Wir betrachten die beiden Ebeneandt mit den Gleichungen

_ 8o ol o0
e x=Haf +r3 +s425 und T 1lx+1y+4z-29=0.

04 O30 020

€ undt mogen einen Punkt §(ss,; s,) gemeinsam haben. Nachdem wir die Vektorgleichung
vone in drei Gleichungen fir die Koordinaten von S aufgespalten haben, setzen wir diese in die
Gleichung vort ein. Es ergibt sich die Gleichung
11(3-1-0,55)+1(4-15-255)+4(-2+3f{+25)-29=0
mit den Unbekannten und §. Durch Umformen der linken Seite dieser Gleichung erhélt man
0 = 0. Folglich erfullen alle reellen Zahleyund 5 diese Gleichung € undt fallen zusammen.

G 5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

G 5.1 Struktur der Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems

Ein lineares Gleichungssystem, bei dem die Absolutglieder (d.h. die Konstanten auf den rechten Sei-
ten der Gleichungen) alle den Wert 0 haben, H&iffitogenSind nicht alle Absolutglieder gleich 0,

S0 nennt man das Systémmomogen.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat mindestens eine Lésung, und zwar die aus lauter Nul-
len bestehende ,triviale” Losung. Solche Gleichungssysteme traten schon bei der Untersuchung von
Vektoren auf lineare Unabhangigkeit bzw. Abhangigkeit auf (vgl. Abschnitt G 1.6, Beispiel G 18).
Jede Gleichung eines homogenen linearen Gleichungssystemen mit drei Variablen kann als Ebenen-
gleichung gedeutet werden.

Beispiel G 56:
Mithilfe desGAaussschen Eliminierungsverfahrens ist das folgende homogene lineare Glei-
chungssystem mit 4 Variablen zu l6sen:

X1+ Xo— 55— 3y=0 1—2 ‘-(—1

o

— Xt + 2%+ 4%y =
2%+t Xot Xzt 9=
X1— Xot+t Xg— 5% =

X1+ Xo— 5% — 3=
Xo — 3X3+ Xq4 =
X — Mg+ 3=

2%+ b6Xg— 2% =

(Die letzten 3 Gleichungen stimmen Uberein — das
System besteht also aus 2 Gleichungen mit 4
:3 [ Variablen. Es kénnen damit 2 freie Parameter ein-
:(=2) J gefiihrt werden.)

OO O0OO0O| oo

X1+ Xo— 5%— 3%=0
Xo— g+ X4= 0 (X3=r1;%=S; T, sSLR)

X1+ X = 5r+3s
Xo = 3r-s -(—l)T
X3 =T
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Lésung mit GTA:

Xy = 2r +4s Oy pap

! = _ oo 0.0 A1 gebralc et other Pronofclear oz |

X2—3r S D(ZD_E\% 15 1@ z 4 @

o= 1 bzw. DD—rD+SgOD ez 1o1os o

3: B( %D DD 1_11_5010'2'40

Xg = S x4 DN 010 a1 31 @
[ I R C I ¢ |

Neben der trivialen Lésung (0; 0; 0; O) ist fir r = 1 und S =fsrerciii s 7.0 1.0.2.4.05.

das 4-Tupel (2; 3; 1; 0) und fir r =0 und s = 1 das 4-Tupel Fig. G 115

(4; -1, 0; 1) jeweils eine spezielle Losung. (Zur Interpretation vgl. Abschnitt

G 1.6, S.252.)

Fur die Darstellung der L6sungen eines homogenen linearen Gleichungssystems mit n Variablen sol-
len Lésungsvektoren akeilervektoren (so auch in G 5.3) geschrieben werden. Fir soidipel

reeller Zahla erfolgt dieVervielfachung und dieAdditionkoordinatenweise, undaar so, wie das

nach Definition G 10 (in G 1.3) fur ebene Vektoren mit Paaren von Koordinaten begriindet wurde:

o Fur(a; a; ...;a) und rR istr(ag; &; ...; &) = (ray; ray; ...; 1g,) das r-fachevon (g; &; ... ; &)
e Fir(a; a; ...; gy und (; by; ...; b)) ist (a; a; ...; &) + (by; by; ...; b)) =
(g + by @+ by ...; g, + b)) die Summeler n-Tupel (g &; ...; g,) und (y; by; ... ; by).
Fur das Gleichungssystem in Beispiel G 56 sind die Lésungen alle 4-Tupel der Form
(X145 X9 X3 Xq) =1(2; 3; 1; 0) + s(4; —1; 0; 1) mit r/3R.
Verallgemeinert lasst sich feststellen:

Satz G 27: Lésungen eines homogenen linearen Gleichungssystems G27
Fur ein homogenes lineares Gleichungssystem gilt:

» Jedes Vielfache einer Losung ist wieder eine Lésung des Gleichungssystems.

» Die Summe zweier Losungen ist wieder eine Losung des Gleichungssystems.

Die beiden Teilaussagen dieses Satzes kénnen in folgender Weise zusammengefasst werden:
Sind(ay; a&; ...; &) und(by; by; ...; b)) Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems mit
nVariablen, so ist auch(ag; &; ...; &) + s(ly; by; ...; by) fur r, sOR eine Lésung dieses Systems.

Zum Beweisdes Satzes soll hier nur festgehalten werden: Nach Ermittlung eines Losungstupels
(bzw. eines Lésungsvektors) eines homogenen linearen Gleichungssystems (wie in Beispiel G 56)
wird ein Vielfaches davon betrachtet. Die vervielfachten Koordinaten des Lésungsvektors setzen wir
in jeden Term links vom Gleichheitszeichen des Systems ein. Der Vervielfachungsfaktor kann
jeweils ausgeklammert werden, wodurch innerhalb der Klammern Ausdriicke mit dem Wert O ver-
bleiben, da man von einer Lésung ausgegangen war. Als Produkt aus dem Vervielfachungsfaktor und
0 ergibt sich wiederum jeweils der Wert 0. Das heil3t aber: Das Vielfache einer Lésung ist wieder eine
Losung des Systems. Analog verfahrt man beziglich der Summe zweier Losungen.

Fur das Beispiel G 56 sei abschliel3end gemmetrische Deuturengemerkt: Der Nullvektor

0 = (0; 0; 0; 0) ist eine Losung des Gleichungssystems. Alle weiteren Losungen lassen sich durch
alle Lineakombinationen delinear unabhangigeviektoren(2; 3; 1; 0) und (4; -1; 0; 1) erzeugen
(wobei die lineare Unabhéangigkeit aus den letzten beiden Koordinaten der beiden Vektoren erkenn-
bar ist). Alle Lésungsvektoren sind damit Ortsvektoren einer Ebene durch den Koordinatenursprung
0O(0; 0; 0; 0) im 4-dimensionalen Raum aller 4-Tupel reeller Zahlen.
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G 5.2 Lineare Gleichungssysteme in Vektorschreibweise

Bei der Untersuchung von Vektore@ a2, . Zn auf lineare Unabhéngigkeit oder Abhangigkeit
wurde die Linearkombination; By + r,ay + ... + ,a,=o (1) betrachtet (vgl. Abschnitt G 1.6,
auch Beispiel G 18). Diese Vektorgle|chung fuhrte auf ein (homogenes) lineares Gleichungssystem.
Gibt man nun ein (beliebiges) lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen vor,
also 1Xg + GXo+t ...t axXy = b

GiX1 * BXp t ..t BXn = by @)

BniX1 t ampXg + ...+ @neXn = by,
so kann man jetzt umgekehrt sowohl die Koeffizienten einer Variablen zu einem Spaltenvektor als
auch die Absolutglieder zu einem Vektor zusammenfassen. Man erhalt

08440 0850 Nz 0
g e 1% 1|:|

EaD DaD - - - o
xlg E+XZH E+ +>qqmz’g—m 0 bzw. kurz xa; + Xpas+ ...+ X,ap,=b. (3)

Bni 1 4

1 D’mﬂ EﬁmrD ]

Die Schreibweise (3) fiihrt zu eindfniterium fur die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems:
Ist ndmlich ein n-Tupel gx X,; ...; X,) reeller Zahlen eine Losung von (2) bzw. (3), so Steditne
Linealkombinationvonay, a, ..., a, dar. Ist dagegen (2) bzw. (3) nicht losbar, so gibt es kein sol-
ches nTupel reeller Zahlen fur (3),.U.,§ ist keineLinearkombinationderVektorenE)i.

Satz G 28: Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems
Ein lineares Gle_i)chungssystem aus m Gleichungen und mit n Variablen ist genau dann Iésbar,
wenn der Vektob der Absolutglieder eine Linearkombination der Spaltenvektoren

- -

aq,ag ..., Zn der Koeffizienten entsprechender Variablen ist.

Das im Abschnitt G 3.1 (S. 274) in einem Schema diskutierte Gleichungssystem aus 3 Gleichungen
und mit 3 Variablen hat in der Vektorschreibweise die Form:

olo 020
X%szr%ﬂ% %
ol gl

Nach Anwendung desaussschen Algorithmus (vgl. Schema, S. 273) wird das System aquivalent
wiedergegeben durch
X y z
1 0 0 1 o o b olo
bzw: xHH +yHH + 245 =H2f .

g oo
0O 0 1| -2

Das nicht lI6sbare Gleichungssystem aus Beispiel G 43 (Abschnitt G 3.2, Fig. G 88) fuihrte auf das
(a4quivalente) Zahlenschema bzw auf die Vektorgleichung

10-10 o0
o1 xaa%w%m =
000 1 Oo0 OO

welche offenbar (vgl. die Ietzte Koordlnate in der Vektorgleichung) durch kein Tripel (x; y; z) reeller
Zahlen erfillt wird.
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G 5.3 Ldsungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems

Um genauere Aussagen Uber die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems (1)
treffen zu kdnnen, betrachten wir neben einem solchen System das zugehdrige homogene lineare

Gleichungssystem (2) jeweils in Vektorschreibweise:

(30 (20 Py Cb,0 - - . - = o
xiB:H+%H: B+ +x8:0=H:E, kurzigag+xa+ ... +xa,=b (b#0) (1)
b
B Bmd] Bmdd i

und Xaq+Xpap+ ... +Xan =0 @)

Beide Gleichungssysteme haben also das gleiche Koeffizientenschema fur die Vagjablen x«,.
Ist nun (¢*; X5*; ...; X,*) eine Losung des inhomogenen Systems
und (%°; X2°% ...; X,°) eine Lésung des zugehorigen homogenen Systems, so stellt
(X% Xo%; ooty X®) + (X1% X% oo X)) = (X% + X1%5 X% + X% . XK+ XR")
eine Lésung des inhomogenen Systems dar, wie man durch Einsetzen der jeweiligen Losungen in
(2) bzw. (2) und nachfolgender Addition beider Vektorgleichungen sieht.

Beispiel G 57: G 57
Fir das inhomogene lineare Gleichungssystem z (53)
4x + 3z =12 G2fi\ 4
y =5 2
;|
erhalten wir mit z = t die Losung 1o
— 3 fo
X = 3 _‘—1 t o0 Ea] D_% 1 ’, }
y=5 bzw. HE =53 + @05 . 3 i
2=t W W o 1
a A . o3
Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem [, 7 ~~‘i=_\ =
4x + 3z =0 ’,’ s
y =0 XLt P
besitzt mit z = t dementsprechend die Losung Fig. G 116
- _3
L o B3
y=0 bzw. HE =0o0 4)
oo 5,0
zZ= t 010

In Fig. G 116 sind die Ebenenunde, eingezeichnet, die zu den beiden Gleichungen des ir ho-
mogenen Systems gehoren, und es sind die Lésungsmengen fir das inhomogene und cas zuge-
hdrige homogene System gekennzeichnet (vgl. die Vektorgleichungen (3) und (4), verstianden
als Gleichungen der Schnittgeradgrugd g zwischen den Ebenen: 4x + 3z = 12 und

€y =5 bzw. der Ebenesy: 4x + 3z = 0 und,: y = 0).

An Beispiel G 57 lasst sich ablesen, dass man alle Losungen des inhomogenen Gleichungssystems
erhélt, indem man zu jeder Lésung des zugehdrigen homogenen Systems eine feste Lésung des inho-
mogenen Systems addiert. Folgende Uberlegungen fiihren zu einer Verallgemeinerung dieser
Erkenntnis:

Da die entsprechende Begriindung aus Beispiel G 57 fir jeden Fall zutrifft, lasst sich feststellen:
Flr eine Losung (X; x5*; ...; X4*) eines inhomogenen Gleichungssystems (1) ungetie
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Losung (X°; X5°% ...; X,°) des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems (2) ist stets
(X1* + X% X0 + %° .5 Xg* + X,°) eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems.

o Esseien (¥ xo%; ...; XpY) und (x°; X5°; ...; X,") zwei Losungen des inhomogenen Gleichungs-
systems (1). Dann gilt
(X" =X Ay + (%° = XM ap+ . + (% —%)an =b-b=0
und somitist (X° — X*; X2° = %o*; ...; Xp® — %) = (X1°% X2°%; ...; X1°) eine Losung des zugeho-
rigen homogenen Systems (2). Die letzte Gleichung lasst sich umformen in
(X1°% X% oo X)) = (% X% i Xp¥) + (X1°; X% ... Xy°), woraus zu entnehmen ist, wie man
jede Losung des inhomogenen Gleichungssystems gewinnen kann.

Satz G 29: Ldsungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems

Wenn (%*; Xo%; ... ; X,*) eineLdsung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems mit
n Variablen ist, so erhalt matie Losungen dieses inhomogenen Systems, indem man zu
(X1*; Xo*; ... 5 Xu¥) jede Losung des zugehdérigen homogenen Systems addiert.

G 5.4 Koeffizientenmatrix; Vektoren und Matrizen

In Abschnitt G 3.1 wurde schon dasusssche Eliminierungsverfahren allein auf @ahlenschema
angewandt, welches ein lineares Gleichungssystem vollstdndig beschreibt. Dabei handelte es sich
allerdings nur um eintabellarische Verkiirzungon Aquivalenzumformungen eines Gleichungssys-
tems nach demsaussschen Algorithmus. Mengen derartigechteckiger Zahlenschematallen

nun nachfolgend in unterschiedlicher Weise zu neuen, selbststandigen Rechenbereichen entwickelt
werden, wobei praktische Beispiele zugleich die Nutzlichkeit eines solchen Vorgehens belegen.

Betrachtet man das lineare Gleichungssystem (1) aus Beispiel G 40 (Abschnitt G 3.1), so lasst sich
einmal das Zahlenschema abheben, welches das System vollstéandig beschreibt, und zum anderen
dasjenige, welches nur aus den Koeffizienten der Variablen besteht:

2x+ 3y—- z=1 2 3 -11g 02 3 -1g
X+ 3y+ z=2 Hi 3 1 2§, Hi 3 1{ (1)
—2X— 2y+ 4z=4 U2 2 4 40 02 -2 40

Derartige rechteckige Zahlenschemata nennt Manizen (Singular:Matrix). Bezogen auf das
genannte Gleichungssystem in (1) ist die aus 3 Spalten bestehende Maagfli@entenmatrix

des Gleichungssystems. Opessamtésleichungssystem wird durch Hinzunahme des Spaltenvektors
der Absolutglieder zur Koeffizientenmatrix wiedergegeben: Diese Matrix éwiiterte Koeffizi-
entenmatrix.

Bei einem linearen Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen wie in G 5.2 (2) spricht
man analog von

« der Koeffizientenmatrix, » dem Vektor der Variablen, » dem Vektor der Absolutglieder
By gt ik i
1
0 - X - b0
A=0: 0 XZD% b=07D 2)
0 O 0:0 0:0
Cm1 -+ 8mid 0o HJ O
X i
Dabei sei vereinbart, Matrizen auch kurz mit grof3en lateinischen Buchstaben, wie A, B, C, ... , zu

bezeichnen.
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« Multiplikation Matrix - Veektor

Eine (Koeffizienten-)Matrix und Vektoren kénnen als Bausteine eines linearen Gleichungssystems
angesehen werden. Dabei zeigt uns die Vektorschreibweise des Glelchungssystems (3)inG 5.2, dass
die Koeffizientenmatrix eine Zusammenfassung der Spaltenveldg_),rea an ist, die jeweils

die Koeffizienten einer Variablen geordnet enthalten.

Die Zuordnung der Variablen zu den Zahlen in der Koeffizientenmatrix bestimmt (dann definitions-
gemal) die MultiplikatiopMatrix - Vektor”. Im folgenden Beispiel wird nochmals der Beginn einer
tabellarischen Berechnung des Gleichungssystems (1) angegeben und dabei gezeigf:t,auis}A-
zufiihren ist:

X y z
L 3 1l Hl 3 1%-5% :% g X+ 3y + zg = (3)
U2 2 40 04 00 O2x—2y+42] 0O

Fur die Produktbildung Ax muss zunachst vorausgesetzt werden, dass die Anzahl der Spalten in
der Matrix A mit der Anzahl der Koordinaten des Vekiorgbereinstimmt. Wie aus (3) ersichtlich,
erhélt man dann die Koordinaten des neuen Spaltenvektors, der durch die Multiplika_t)iod@r-

(fur einen konstanten Vektgb durch A <€ entsteht, jeweils als Summe der Koordinatenprodukte aus
Zeilenvektor von A und SpaltenvektErbzw.? (,Zeile mal Spalte’).

Folgende Beispiele illustrieren noch einmal die allgemeine Vorschrift fiMdigplikation einer

Matrix mit einem Vektor:

@2 2 1o RN
@ b E@ [k + bl +ckg *dkgg ? 1 q .% _iH (4)
Lk f g @% [ek +fky+gky +hk4D 5*1 -1 1% e %‘%

Dabei wurde im rechts stehenden Zahlenbeispiel als Matrix die Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems aus Beispiel G 42d verwendet, welches das Tripel (1; 1; 4) zur L6sung hat.

Die praktische Nitzlichkeit des Produkts einer Matrix mit einem Vektor zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel G 58: G 58
Bei der Herstellung von Produkten aus bestimmten Rohstoffen sollen die Kosten je Produ kt aus
den Rohstoffkosten méglichsdtionell berechnet werden.
Werden z.B. drei Produkte AP und B zu 40%, 20%, 30%, 10% bzw. zu 10%, 10%, 30956,
50% bzw. zu 20%, 10%, 10%, 60% aus den RohstoffeRR Rs, R4 hergestellt, so
beschreibt bereits die folgende Tabelle (in Mengeneinheiten ME) die Zusammensetzung einer
ME je Produkt wesentlich tbersichtlicher als der komplizierte Text:
| Ry R, Rs Ry Das Zahlenschema dieser Tabelle kdnnen wir als

P, 0,4 0,2 0,3 0,1 (technologische) Matrix T des Herstellungsverfah-

P 1 01 01 03 05 rensansehen. Werden die Rohstoffkosten (in

P | 02 01 01 06  Geldeinheiten GE) je ME mit K= 15, K, = 12,
K3 =10 und K, = 8 veranschlagt, so lassen sich durch Multiplikation von Matrix T mit dern
Spaltenvektok der Kosten (Kostenvektor) die Einzelkosten fiir jedes der Prodikis, i
je ME in dem zugehdrigen Ergebnisvektor erfassen:
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0,4 02 03 0,1 %L% 12,27
TX= 0.1 01 03 05 - = Ho,7H
,2 0,1 0,1 0,6 BKE (10,07

Die Kosten fiir 1 ME z. B. des Produktgétgeben sich durch Multiplikation des obersten Zei-
lenvektors von T mit dem Vektd: (0,4-15+0,2-12 +0,3-10+0,1-8) GE =12,2 GE.

Multiplikation Matrix - Matrix

Ein Anwendungsbeispiel mit einer betriebswirtschaftlichen Fragestellung soll die Grundlage fiir die
Definition der Multiplikation von Matrizen bilden.

Beispiel G 59:
In einem Produktionsablauf werden aus 3 Rohstoffen 2 Zwischen-&\
produkte erzeugt, aus denen dann direkt 3 verschiedene Endprodu 2 1

1
entstehen. Fig. G 117 gibt die Zusammensetzung je einer Einheit d@/ ?./2
Zwischenproduktes ¢Zbzw. des Endproduktes Bn. Die anschlie- E/
3enden Tabellen a) und b) komplettieren die Daten fur die restlich .

Fig. G 117
Produkte.
Die Tabelle c) ist die Umsetzung der Frage: Wie viel Rohstoffeinheiten werden zur Herstellung
von je einer Einheit des Endproduktes E, bzw. & bendtigt?

| R Ry Rg | 2z, 2z, | R Ry Rg
Z, 2 4 1 = 1 2 E a b o
z, 3 1 4 = 2 1 E » b o
E3 3 1 = ag b3 C3

a) b) c)

Fir das Produkt fallein kdnnten wir nun ermitteln:
Ei=1-4+2-5=1-2R+4R,+ 1R;) + 2: (3R + 1R, + 4R3) = 8R; + 6R, + 9Ry (5)

Die Gesamtzusammenhange zwischen End- und Zwischenprodukten sowie zwischen Roh- und
Zwischenprodukten hingegen lassen sich nur beschreiben, wenn man Gleichungssysteme (ggf.
in Matrizendarstellung) verwendet'
AT B i Z 2R, +4R,+1R, = Z Z
o 0 g St liRg =12 2 4 1 0 |
2Z,+1Z, = E .
1+1Z, = E; bzw. % %j] BE% 3R+ 1R, + 4R, = Z, bzw.Eé i @Q% :%E
32,+12, = E, - Ry
(6) (7)

Durch Einsetzen VO@E aus der Matrizengleichung (7) in die Gleichung (6) ergibt sich:

4 x RO EQ \{Vi'edu'rm di.e daigenllJbeﬂeg.ungen zur Mu
EF 0.2 4 I H? 0 _ HE O ) tiplikation einer Matrix mit einem Vektor

1% BB 1 4 g ‘H 0 ‘E schon vorbereitet, ermittelt man das Produkt
B 1 R{] E4]

A- B zweier Matrizen, indem man die Matrix

A mit jeder Spalte (jedem Spaltenvektor) der Matrix B multipliziert, wobei die Anzahl der Spal-
ten in A mit der Anzahl der Zeilen in B tbereinstimmen muss. Die dabei entstehenden Spalten-
vektoren bilden die Spalten der Produktmatrix A - B. Auf unser Beispiel angewendet heil3t das
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wegenl-2+2-3=8(also,l. Zeile- 1. Spalte*); 2-2 + 1-3 =7 (also ,2. Zeile - 1. Spalte*); ...;
1-4+2-1=6 (also ,1. Zeile - 2. Spalte®); ...;3-1+1-4 =7 (also: ,3. Zeile - 3. Spalte*):

d x B 6 9 B 6 g 0O [Fo
2Bl H=0 o6 bawy o ¢ Ra =Ep )
3 10 b 13 ™ EQlSﬂ[Ré] DE:J,]

Daraus lassen sich aul3er der bereits auf anderem Weg ermittelten Gleicht6BS8PR; = E;
zugleich die Beziehungen 7R 9R, + 6R; = E; und 9R + 13R, + 7R; = E5 ablesen: Die Pro-
duktmatrix in (9) gibt also gerade den Zusammenhang zwischen Endprodukten und Rohstoffen
wieder und stellt somit die ausgerechnete Tabelle c) dar.

In Beispiel G 59 war in Gleichung (8) entsprechend der Einsetzugrgtdie Multiplikation

.Matrix - Vektor" aus (7) unalann,Matrix - (neuem) Vektor* aus (6) auszufiihren.

Anschliel3end haben wir in Einklang mit dieser nacheinanderfolgenden Multiplikation das Produkt
~Matrix - Matrix“ (A - B) gebildet. Bedenkt man, dass ein Spaltenvektor (wie auch ein Zeilenvektor)
eine spezielle Matrix ist, so wurde in diesem Beispiel also die Assoziativitat der Matrizenmultipli-
kation bereits mit vorweggenommen: A-(B-C) = (A-B)-C.

Fir die Formulierung der nachfolgenden Definition ist die AngabZeilmzahlund derSpalten-
zahleiner Matrix wichtig. Die Matrix A in (2) (s. S. 300) hat m Zeilen und n Spalten; das Zahlenpaar
(m, n) heil3t demyp der MatrixA, wobei es auch Ublich ist, die Matrix A als eineXm)-Matrix
(gelesenm Kreuz i zu bezeichnen.

Definition G 18: G 18
Es sei A eine (mx n)-Matrix und B eine (px g)-Matrix.

Das Produkt A - B existiert, falls n = p ist (falls also die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl
von B Ubereinstimmt).

Die Produktmatrix A - B = C ist dann eine Matrix von Typ (m, q). Sie wird wie folgt gebilde:t:

- ainE by .. bl% o g O by O 0 | O
0 0 0 0 .

A-B:EE 0 - O 0 =B .. ag g ¢ 0 =i§—c—H (p=n)
B - 8ndd H)pl bpcﬂ o 0 g by O o o

k
mit Gy = 81byk + @2l + ... + Bnbnyc
Stimmen fir die (nx n)-Matrix A und die (px q)-Matrix B die Spaltenzahl von A mit der Zei-
lenzahl von B Uberein, so heiBen A und B (in dieser Reihenfolge!)vaukéttet.

G 5.5 Weitere Rechenoperationen mit Matrizen; Rechenregeln

Sind Vektoren beziglich eines Koordinatensystems der Ebene oder des Raumes dargestellt oder —
etwas verallgemeinert — als n-gliedrige Spaltenvektoren (bzw. einheitlich als Zeilenvektoren:
n-Tupel reeller Zahlen, vgl. G 5.1), so erfolgt die Addition zweier Vektoren durch die Addition ent-
sprechendeKoordinatenAnalog erhélt manlas skalar®ielfache eine¥ektors,in dem man jede
Koordinate mit dem Skalar (also einer reellen Zahl) multipliziert. Diese Verknupfungen werden auf
Matrizen gleichen Typs (also Matrizen gleicher Zeilen- und gleicher Spaltenzahl) Gibertragen.
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Definition G 19: Addition von Matrizen gleichen Typs
A = (g,) und B = (k) seien (mx n)-Matrizen. Dann versteht man unter ihrer Summe A + B
eine Matrix C mit der Eigenschaft

b b Oa;;+b +b, 0

59.11 air% g 1% Dall- 11 an 1nd
A+B=C=0: O +0 o=g °: O
0 0 B) 0 0 0

By - 8nid mi - Bmfll  EBmitbmy o @pptbn g

Die Summe A + B = C = () ist eine Matrix vom Typ (m, n) mifc= gy + by.

Definition G 20: Skalare Vervielfachung einer Matrix (Multiplikation mit einer
reellen Zahl)

A = (a) sei eine (mx n)-Matrix und r eine reelle Zahl. Dann versteht man unter dem Vielfachen
r A von Matrix A eine Matrix C mit der Eigenschaft

59.11 air% Elr E.bil rEalrE
rA=C= rg : E :E : E

Bm1 -+ 8nd  O0ng - rigd
DasVielfache r A = C = (g) ist eine Matrix vom Typ (m, n) mic=r - g.

* Rechenregeln fiir die Addition und die Vervielfachung von Matrizen
In der Menge aller (mx n)-Matrizen, also aller Matrizen gleichen Typs, gilt fur beliebigex (m)-
Matrizen A, B und C sowie r,[3R:

(1) A+B=B+A (B) r(sA)=(r-s)A
2) A+B)+C=A+(B+C) 6) r+s)A=rA+sA
(3) Es gibt es eine Matrix O mit A + O = A. (M r(A+B)=rA+rB

(4) Zu A gibt es eine Matrix —A mit A + (=A) = O. (8) 1A=A

Die in den Satzen G 1 und G 2 (Abschnitt G 1.2) und in Verbindung mit Nullvektor und entgegen-
gesetztem Vektor beschriebenen Eigenschaften sind hier als Spezialfall mit enthalten.

Auf eine detaillierte Begriindung der einzelnen Rechenregeln wird verzichtet. Man musste dazu
jeweils von der Definition G 19 bzw. G 20 ausgehen und auRerdem die bekannten Regeln fir das
Rechnen mit reellen Zahlen nutzen.

¢ Rechenregeln fur die Multiplikation von Matrizen

Aus der Verbindung von Addition und Vervielfachung mit der Multiplikation von Matrizen ergeben
sich folgende Eigenschaften der Matrizenverknipfung:

A, Ay, A, seien (mx n)-Matrizen, B, B, B, seien (rx g)-Matrizen und C sei eine éqt)-Matrix.

Dann gilt:

1) Ai+A)-B=A-B+A,-B; A-(Bj+By)=A-B+A-B,

2 r(A-B)=(rA)-B=A-(rB) (R) 3) A-B-C)=(A-B)-C

Stimmen Zeilen- und Spaltenzahl einer Matrix Uberein, so nennt man dresg-atrix auch
n-reihige Matrix bzw.quadratische Matrix. Fir eine n-reihige Matrix fEmit

o Q%

E,= él) ! . Bund eine (mx n)-Matrix A gelten dann folgende Gleichungen:
O 0
) N
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4) A-E,=A E,-A=A
Wegen der Eigenschaft (4) heif3t eine solche quadratische Matrix, Emlteitsmatrix.
AnmerkungSelbst bei existierenden Produkten A - B und B - A gilt im AllgemeinenABBA.

« Die inverse Matrix A zu einer Matrix A

Im ZahlenbereiclR ist hinsichtlich der Multiplikation die Zahl 1 das neutrale Element:
a-1=1-a=a.Furvon 0 verschiedene reelle Zahlen ist die Multiplikation umkehrbar (a - x = b) und
speziell gibt es zu jedem a mied) die inverse Zahi =1 mita-al=a'l-a=1.

Die zu betrachtende Matrix A sei eineXm)-Matrix, also eine quadratische Matrix. Dann gilt mit

der n-reihigen Einheitsmatrix E 5,Hie Gleichung: A-E=E-A=A.

Der Vergleich mit den reellen Zahlen fuihrt zur Aufgabe, eine Matrix X derart zu bestimmen, dass
A- X =X-A = E gilt. Falls eine solche Matrix X existiert, so sollisierse Matrixzu A genannt

und mit A bezeichnet werden: X =A

Fir die weiteren Uberlegungen ist wiederum niitzlich, die n-reihige Matrix A als Koeffizientenmat-
rix eines linearen Gleichungssystems (in der Schreibweise von G 5.4) zu betrachten, alsob. A -
Wir nehmen an, dass es zu A eine inverse Maffix gibt. Dann ist A*- A = E und es sind nach
Multiplikation des Gleichungssystems mit/Avon links unter Verwendung der oben aufgefiihrten
Rechenregeln folgende Umformungen moglich:

A-x=b oAl
A1l (AX)=A1D bzw. (At.A) x=A1D
E-x=A1b unddamit x=A1%b

Wenn also A zu A existiert, so ergibt sich aus der letzten Umformung, dagedémn-gliedrigen
Spaltenvektof)) (der Absolutglieder) das Gleichungssystems stets eindeutig I6sbar sein muss. Das
heif3t, die Aquivalenzumformungen nach desussschen Algorithmus (berfilhren A in eine Drei-
ecksform und weiter (nach rtcklaufiger Eliminierung) in die Diagonalform mit der Zahl 1 auf den
Diagonalplatzen (sonst 0). Diese Eigenschatt ist unabhangig vom @eﬂmrAbsquthieder, sie

ist also nur eine Eigenschaft von A:

Definition G 21: G21
Eine quadratische Matrix A heif##gular, falls alle Gleichungssysteme mit A als Koeffizien-
tenmatrix eindeutig l6sbar sind.

Nach Satz G 29 (G 5.3) genlgt es, dass die in obiger Definition geforderte Eigensdiafbféi-
chungssystem, etwa A= o, zutrifft, da sie dann flalle Systeme erfillt ist.
Eine nicht regulare quadratische Matrix hesigular.

Es seien A und B regulére n-reihige Matrizen. Fir die Matrizengleichung A - X = B betrachten wir
jeweils die n Spaltenvektoreqs bzw.b; (i=1, 2, ..., n) in der Matrix X bzw. B. Es gilt
A-(X1, X2, .o Xp) = (b1, By, ..., By,

(A X1» A'Xz, . AXn) = (bl’ b2 , ...,bn).
Der Vergleich der n Spaltenvektoren aus der letzten Gleichung ergibt n Gleichungssysteme:
A-Xj=b; miti=1,2, ..., n.
Wegen der Regularitat der Matrix A sind diese stets eindeutig I6sbar und deshalb ist die Matrix X in
A - X = B eindeutig bestimmt. Dies gilt analog furY inY - A = B.

Wir kehren zum Fall B = E (E Einheitsmatrix) zurtick und betrachten A- X =EundY A =E.
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Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ — auch nicht bei abgesicherter Ausfiihrbarkeit bei
n-reihigen (und deshalb verketteten) Matrizen. Im vorliegenden konkreten Fall

A-X=E (1) und Y-A=E (2)folgtjedoch stets X =Y. Wegen (1) und (2) sowie der repro-
duzierenden Eigenschaft von E (s. S. 305, (4)) gilt namlich
X=E-X=(Y-A):-X=Y-(A-X)=Y-E=Y.

Satz G 30:
Ist A eine regulare Matrix, so haben die Gleichungen A- X =E und Y -A = E dieselbe ein-
deutig bestimmte Losung X =Y.

Definition G 22:
Ist A eine regulare n-reihige Matrix, so heil3t die eindeutig bestimmte Matti>oAt
A-A1 =A1. A =E diezu A inverse Matrix A~L,

Fir die Bestimmung von7 zu einer gegebenen regularen Matrix A kann man die n Gleichungssys-
teme (A ;1, A -;2, A -?Zn) = (E)l, 5)2, ...,E)n) in ein und demselbeBchema Iosen.
Voéllig gleichberechtigt dazu ware der Weg, den VeB)tdlerAbsquthieder variabel zu halten, also
Uberzugehen zu
A-x=y bzw. A-X=E-y,

AL AX=ATEY bzw. Ex=Al.Jy
und die beiden rechten Gleichungen zu Anhaltspunkten fur die Berechnunglvrmh dem
GAUSsschen Algorithmus zu nehmen (vgl. Beispiel G 60).

-

Beispiel G 60: Berechnung der inversen MatriX Azu A mittelscaussschem Algorithmus
Zu einer gegebenen Matrix A notiert 05 -2 1 5-2 1|1

0 0- (2)
man sich ein im Vergleich zu Abschnitt A= Hz -1 1% 2-1 1{0 1 0 J
G 3.1 erweitertes Schema, indem man 04 2 -0 —42-100 1
zunachst die Koeffizientenmatrix A wie g‘i ; 2 g 8 )
gewohnt aufschreibt und dann rechts 5. cht: AL 0 2-114 0 s l 5
vom senkrechten Strich die entspre- 5-2 1|1 0 0
chende Einheitsmatrix — bei der hier 0-1 3|2 5 0 I
gegebenen 3-reihigen Matrix A gleich- L'L R (‘3)1'(‘1
bedeutend mit den Einheitsvektore 5-2 0)1-2-1 T
9 (= il 0+ 0|2 1 3 -2
e, undes. Dann wendet man auf das 00 1l0 2 1
gesamte Schema denussschen Algo- E | Al 5 0 0 5 0 5 :5
rithmus an: bzw.
1 0 0|l 0 1o
01 0|0 1 4 -1
00 1|B 1l
o 2 ™
Der Einsatz eines GTA vereinfacht den R AT R I
Rechenaufwand betrachtlich. Man gibt dazu dig
Matrix ein und potenziert mit (1) (Fig. G 118).
5 -z 17! 1. @, 1.
'[2 -1 1] 2. 1. 3.
-4z 1 o, 2. 1.
Befdid toli 42 i< | Fig. G118
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Am Beispiel desingularen3-reihigen Matrix B kann man sich (iberzeugen, dass Aquivalenzumfor-
mungen diese Matrix in eine Trapezform Uberfiihren und mindestens ein Gleichungssystem
B-x=ej, (i=1,2,3) nichtldsbar ist. Das heilit: Zu B existiert keine inverse Matrix.

| A aebra|coTc ot her Prantolclear: a-z.. |
0
i ERROE
1
1

Singular matrix

ESC=CANCEL

Auf dem GTA-Bildschirm wirde die in Fig. G 119 wiedergege-[[1.8.1:2.1.3;0.1.31"C 1>
bene Anzeige erscheinen. Fig. G 119
Zusammenfassend lasst sich damit feststellen: Zu einer Matrix A existiert genau dann eine inverse

Matrix A1 (d. h.: Matrix A ist genau darinvertierbar), wenn A regular ist.

G 5.6 Ldsen von Anwendungsproblemen

Beispiel G 61: Gel
Das in Beispiel G 59 bearbeitete Problem der Materialverflechtung von Rohstoffen tber Zwi-
schenprodukte zu Endprodukten soll nun mithilfe eines (speziellen) linearen Gleichungssy's
geldst werden. Die dortigen Tabellen a) und b) werden dazu neu nach den Spalten intergr

Der Rohstoff R geht mit 2 - Z Mengeneinheiten in das erste Zwischenprodukt ein und mit 3

in das zweite: R=2 - Z + 3 %; das Zwischenprodukt;Zyeht mit 1- g, 2 - & und 3 - § Men-
geneinheiten in die drei Endprodukte ein usw. Es entsteht folgendes lineare Gleichungssy W1

(|) Rl = 221 + 322

(m Ry = Az + 7,

() R3 = Z1+ 47 (@)}
(V) Z, = E; + 26+ 3K

V) Z, = 25+ B+ E

Ordnet man so um, dass alle Variablen auf der linken Seite des Systems stehen, so erg bt sich
die folgende Struktur (die auch mit der Schirmbilddarstellung des GTA Ubereinstimmt). Es; han-
delt sich um ein Gleichungssystem aus 5 Gleichungen mit 8 Variablen, so dass (im Hinblick auf
das praktische Problem sinnvollerweise) die VariablgreEEund E als freie Parameter

gewahlt werden kdnnen.

0 Ry -27, -32% =0

) R, -4z - Z =0

() Ry - 7, —4Z =0 @)
av) Z, - E -26-3E =0

(V) 22 - 2E1 - E2 - E3 =0 -4 -3

Nun werden nach demaussschen Algorithmus die Variablen Zind 2 in den Gleichungen
() bis (111) eliminiert (und so das Teilschema der Koeffizientenmatrix, welches aus den ersten
funf Spalten besteht, auf Diagonalform gebracht)

(|') Rl —221 —6E1 —3E2 —3% =0

(”‘) R2 —421 —2E1 o E2— E3 =0

) Ry — 2 —8E —4E -4 =0 ‘ 3)
av) Z; — E -25-3K =0 1 4l -2

(V) 22—2E1— Ez— E3 =0
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(D] R1 —851 _7E2 - gE3 =0 A1 gebralcatcother Prontolclear oz |
o Ry —6E; -9, —1%F; = HEEEE|
(I g —EE 5 - 5 = ) E e G e o
\Y Z - K -26 - 3 = g, 8. 1. ©. @. -9. -&. -F. 0.
(V) 1 il > &
V) Z,-25 - B - E =0 O
@_3,9;9,;?0ﬁﬂhn?,l,_zfﬁ:}éo_l,ﬂl)
Die Gleichung (I") beschreibt, dass der Rohstqffiit 8 - E, Fig. G 120

7-E und 9 - 5 Mengeneinheiten in die drei Endprodukte ein-

geht. Analoge Aussagen lassen sich guiRl R; treffen.

Damit kdnnen wir aus den ersten drei Gleichungen ablesen, dass sich eine Mengeneinheit des
Endproduktes Eaus 8 Einheiten R6 Einheiten Rund 9 Einheiten Rzusammensetzt usw.

Bei GTA-Nutzung gibt man zuref-Funktion die Zeilenvektoren der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix von (2) ein und erhélt die in (4) umgeformte erweiterte Koeffizientenmatrix, woraus
dann die L6sung abgelesen werden kann (Fig. G 120).

Beispiel G 62:

Zum Produktionsablauf aus Beispiel G 59/G 61 sind die Rohstoffmengen fiir die Erzeugung
von 20 Einheiten des Endproduktes B Einheiten des Endproduktesiid 10 Einheiten des
Endproduktes £zu ermitteln.

Es werden dafur die Zusammenhéange (1) bis (V) des Gleichungssystems (2) in Beispiel G 61
genutzt und durch die folgenden Gleichungen (VI), (VII) und (VIII) erganzt:

(V1) Eq =20
(V1) E, =70
(V) E; =10
Das nun eindeutig lI6sbare Gleichungssystem (I) bis (V1) [FER iiraroreotier o o ear == |
ergibt die bendtigten MengeneinheitepR740, B = 880 e
und %:670 g, 8. 1. @, 8. @. 8. 8. &7@.
: E;, E, Eg 9. 8. B 1. 8. @, @, 8. 196,
@, . @, @, 1. @, O, . 120,
) EE]H 2Q Iﬁ 7 9g 9. @. 8. 8. B. 1. 0. ©. 20,
Auch mit @E% =Hd¢ und der Matrixs 9 1 mL.3“_73;3““.3“33,.3”,.3:9_"%.‘1;01“,1.3]“)
£y R 0 6 70 Fig. G 121
ergibt sich die Lésung durch A T e
gﬂg B 7 90 RY F4Y
= . = . 5
0 % %5 9 1% %(g %ch ( ) gz 7 9 ][z T,
R{ b 6 70 Ld! :y( I[S 2 13 -[?a] 330.
) ) ) . 9 & 7 1, E7 0.
Fig. G 122 zeigt die GTA-Losung an. |io0-236.9,1359 .6, 71205 70; 101
- . .. . Fig. G 122
Benutzt man schlie3lich die Koeffizientenmatrix (9) g
aus Beispiel G 59, so erhalt man ebenso [~ 2len sebralcaTefotier pranioleiear” a-z. |
M 6 9
(R1, Ro, Rg) = (20, 70, 10) 57 9 % = (740, 880, 670) (6_[20 . m'F e :]
Eg 13 7D P [F40 80 EFEL ]
bzw. als GTA-BIld Fig. G 123. m’?u,1u]*htmsn;?§_u§9;7,9Fﬁ|:;520,1'3,7]i

Fig. G 123
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Wie in Beispiel G 62, (5) und (6), sind schon in Beispiel G 61 Matrizen als Teilstrukturen des Glei-
chungssystems (1) aufgetreten, die durch Vertauschen der Zeilen und der Spalten aus gegebenen Ta-
bellen hervorgingen. Diesen Vorgang nennt ifransponierenbezeichnet durch ein hochgestelltes T:

Br o AT R .. @i Aus einer (mx.n)-Matrix.A eﬁtst_eht die
Al = E : : B = H; : H @ zu A transponierte Matrix A', eine
By ... and @y, - anQ (n x m)-Matrix.

In (5)/(6) zeigt sich die allgemeine Regel, die ohne Beweis angefiihrt sei: (& -8B)- AT (8)
Ein Beispiel (vgl die Matrizen aus G 59 und G 62) mége diese Regel verdeutlichen:

EBG Ldoa o2 o3 , 8 7 9n
g %lu %“ﬂ-%%%%ﬂl L o1y @
E9137D Eg 14 50 B o2t P R0

Beispiel G 63: G 63
In Fortsetzung der Beispiele G 61 und G 62 sind in der beschriebenen Produktion nun die Roh-
stoffmengen R R, und R; fiir die Erzeugung der Endprodukte mit 20, 70 bzw. 10 Einheiten

und zusatzlich von 40 Einheiten dnd 30 Einheiten £zu ermitteln.

Unter Nutzung deMatrizenrechnung- weniger steht in diesem Beispiel das schnell erreichte
Ergebnis im Vordergrund — soll eine Verkiirzung des Rechenweges verbunden mit der Ejweite-
rung auf variable Anforderungen (Erzeugnisse) erreicht werden.

Der Rohstoffbedarf fur die Endprodukte ergibt sich aus (5) in Beispiel G 62.

Weiterhin kénnen wir die Tabelle a) aus Beispiel G 59 auch schreiben als

22, +34, =R RO
47, +1Z,= R, bzw. éﬁ glﬂ —H%% , (10)
1Z, + 4Z,= Ry 43 4
so dass mit £= 40 und 2 =30 der RohstoffbedarfzIR fur die Zwischenprodukte folgt:
T 2 % 170
H?z% H4 %% =Hod (11)
Ry4] 41 BT

Mit (5) (vgl. auch (9), S. 303) und der Gleichung (11) ergibt sich der Rohstoffbedarf insgesamt:
R0

-t e sl dih iy

0 o4 2t hg aa® agl?t Pag N

Durch Variation der beiden Spaltenvektoren in der letzten Gleichung kénnten also viele Modell-
rechnungen durchgefiihrt werden (die Zusammenfassung von (5) und (11) ergibt hier das kon-
krete Ergebnis).

Beispiel G 64: G 64
Im einem bestimmten Produktionsprozess werden Endprodukte sowohl aus Rohstoffen a's auch
aus Zwischenprodukten wie folgt hergestellt:

| Ri Ry Rg | Re Re |l Zs 2y 73
Z 3 2 4 E | 10 0] 3 1 5
Z, 1 4 3 & ‘ 7 6 ‘ 2 5 1
Zs 2 1 1
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Die Tabellen geben die in Mengeneinheiten ausgedriickte Zusammensetzung der Zwischenpro-
dukte Z, Z, und 4 aus den 3 Rohstoffen; RR, bzw. R; sowie die der Endprodukte an, die —

in einemVorgang — aus 2 der 3 Rohstoffe und aus den 3 Zwischenprodukten gewonnen werden.
Es soll ermittelt werden, wie viel Einheiten der einzelnen Rohstoffe nétig sind, um je eine Ein-
heit der Endprodukte Hind B herzustellen. Dafuir nutzen wir die Darstellung der
Zusammenhange mithilfe von Matrizen, die den Zahlenschemata der Tabellen entsprechen.
Ein erster Teilder Rohstoffmengen geht tber die Zwischenprodukte in die Endprodukte ein:
E40 1 7 0 15 2 O

&ZH_EE 5 E% ) ﬁ Hq% Egie, 25 2% @QE

Ein zweiter Teiwird jeweils direkt emfhef&en (man beachte dabei, dass fur die Addition mit den
schon berechneten Anteilen der RohstgfbBriicksichtigt werden muss; Behtdirektjeweils
mit O Einheiten ein)'

F1 Blo 0 HR% Zusammen erhalt man:
&6~ 07

R R
[ElE] EEﬂ] EE1D _?0 15 204 qu Lo o 5?% 80 15 204 H?%
0

ED EEzD EEzD Ths 25 24 B4 O Tho 25 3¢7 .
RO [R{] R{1
Die zugeordnete Tabelle hat dann folgendes Aussehen:
| R Ry Rg
E; 30 15 20
E, 20 25 30

G 6 Skalarprodukt von Vektoren

G 6.1 Definition und Eigenschaften

Zwei Beispiele aus der Physik fiihren uns zu einer weiteren Rechenoperation in der Menge der
Vektoren.

Beispiel G 65:

Hebt man einen Gegenstand mit der Gewichtskgaft B. vom

FuRboden auf einen Tisch (Fig. G 124), so wird mechanische FFL s
Arbeit verrichtet. Diese Arbeit berechnet sich nach der bekannten ’

FormelW =F;-s, wobeiF; die Grof3e der Kraft ist, die in Richtung =
des Weges wirkt, und s die Lange dieses Weges andibt. l
Gegensatz zu den vektoriellen GréRen Kraft und Weg lasst smﬂ G124

der mechanischen Arbeit keine Richtung zuordnen — es handelt sich hier um eine skalare Grof3e.
In unserem Beispiel bemerken wir insbesondere, Bastds dieselbe Richtung haben.

D wir fassen auch hier die physikalischen GroBen Kraft und Weg als vektorielle Gro3en auf, rechnen aber nur
mit ihren BetragerFg = OF g0, Ky = OFOusw.
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Beispiel G 66: G 66
Wird ein Eisenbahnwagen auf Schienen von einem| E ¢ s
Traktor gezogen, der nicht auf diesen Schienen faht al ‘
(Fig. G 125), so wirkt auf den Wagen eine KF&ftn E 1

Richtung des Seiles, also nicht in Wegrichtung. Den- B

noch wird die mechanische Arbeit nach der Fomﬁb_ G125

W =F;-sberechnet, wobé die Grol3e der Kraft ist,

die in Richtung des Weges wirkt. tsder Winkel zwischen den Kréaftés undF, so gilt nach
trigonometrischen Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck ABC fiir die Grof3en dieser K ‘afte
F, = Frcosa. Fir die mechanische Arbeit erhalten wir also insge¥émEy - s- cosu. (Diese
Formel gilt auch fur das Beispiel G 65, da dort 0° und damit cog = 1 ist.)

Bedenkt man nun, dass in obiger Formel KFafind Wegs vektorielle Gré3en darstellen, die in

unserer Schreibweise nfitunds bezeichnet werden, so kénnen wir aWk OF 0-Os 0- cosx

schreiben. Dabei bezeichrmetienvon F unds eingeschlossenaiinkel. Wir stellen festAuf der

linken Seite der obigen Gleichung steht eine skalare, also nicht gerichtete Gré3e und auf der rechten
Seite das Produkt aus dBetragen zweier gerichteter Groderd denmKosinus des eingeschlosse-

nen Winkels. Ausgehend davon definieren wir nun ein Produkt zweier Vektoren. Weil das Resultat
dieses Produktes ein Skalar, also eine reelle Zahl ist, heil3t dieses Bkmialanoduk’c).

Definition G 23:

Sinda undb zwei Vektoren, so nennt man b = Ca0-0b - cost das
Skalar produkt derVektorena undb, wobeia denvona undb ein-
geschlossenen Winkel bezeichnet. Fig. G 126

G 23

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist offensichtlich gleich O, wenn einer der beiden Vektoren der
Nullvektor o ist, da dieser den Betrag 0 hat. &i# o undb # o folgt ausa - b = 0 nach der Defi-

nition des Skalarprodukts hingegen stetsicad, alsoa = 90°. Das heil3t: Die Vektorem undb

stehen in diesem Falle senkrecht aufeinander. Da umgekehrt auch das Skalarprodukt zweier Vektoren
a undb, die senkrecht aufeinander stehen, Weé)elﬁ) = Ca00b0- cos90 = daitb- 0 den Wert

0 hat und wir vereinbaren wollen, dass der Nullvektor senkrecht zu jedem Vektor ist, gilt:

Satz G 31 Orthogonalitat von Vektoren G3l
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann 0, wenn die beiden Vektoren senkrecht auf-
einander stehen.

BemerkungDas Skalarprodukt ist eine Rechenoperation in der Menge der Vektoren, die zwei Vek-
toren eine reelle Zahl zuordnet und damit aus dem Bereich der Vektoren herausfuhrt. Speziell gilt
a-b =0, wenm =0 oderb = 0. Nach Satz G 31 kann das Skalarprodukt zweier Vektoren aber auch
den Wert 0 annehmen, wenn beide Vektoren vom Nullvektor verschieden sind.

Fiira # 0, b # o und ¥(a, b) = a gilt ferner:
. a=0 < a-b=Cap0bn +0°<a<90 -
¢ 90°<0 <180 = a-b<O . a=180 =

>0 e a=90°=a-b=0

a-b
a-b=-0al-0bO

D Spater werden wir ein weiteres Produkt zweier Vektoren, das sog. Vektorprodukt, definieren.
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Fur spatere Anwendungen betrachten wir nun zwei beli
bige Vektorer: undb und denken uns diese durch die Pfe
—> —

OA bzw. OB reprasentiert. Dann gilt (Fig. G 127a/b)):

2B = 0an0b0- comx = 1OATD -0OBT - cox

Projiziert man nun den PfeDB  senkrecht auf die Gera
die durchOA bestimmt ist, so erhalt man b’ = m(OB"), ¢.._
vorzeichenbehaftete Lange der Projektion baaufa, deren Vorzeichen von der Lage der Projek-
tion OB' bezlglich der Richtung v&abhangt. Damit ergibt sich:

Fig. G 127a Fig. G 127b

Satz G 32:
Sinda undb zwei Vektoren und bezeichnet b' die vorzeichenbehaftete Léange der Projektion
vonb aufa, so gilta -b =0ar- b'.

Um das Skalarprodukt zweier Vektorenundb, die beziglich eines kartesischen Koordinatensys-
tems gegeben sind, berechnen zu kénnen, ohne zunéachst Betrdge und eingeschlossenen Winkel
bestimmen zu muissen, sind die folgenBagenschaften des Skalarprodukiesdeutsam:

Satz G 33: Eigenschaften des Skalarprodukts
Fir beliebige Vektoren, b und c sowie fir jede reelle Zahl t gilt:

a) a-b=b-a (Kommutativitat), b)a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivitat),
¢) (ta) b=t(@-b), d) a2=0, wobeia? =0 genau dann, wenrn= o.

DerBeweisfir die Kommutativitat des Skalarproduktes a) ergibt sich sofort aus Definition G 23.

Zum Beweis des Distributivgesetzes b) betrachten wir drei Vekigremndc, die im Allgemeinen
nicht in einer Ebene liegen und durch die PféTA Cﬁ O?Id reprasentiert werden
(Fig. G 128):

b' und ¢’ sind die vorzeichenbehafteten Langen der Projektionen woadc aufa.

Nach Satz G 32 gilt dann-b = datb' unda - ¢ = dacc),
worausa -b +a - ¢ =Cadb' +Canc' :DZD(b‘ +¢") folgt. Nun
ist aber b' + c' die Lange der Projektion des Vektors von
b +¢ aufa, es folgt also)]z—fm(b' +c) =a- (F + E)) und damit
insgesamt - (b +¢)=a-b +a-c.

Die Beweise fur ¢) und d) ergeben sich wieder unmittelbar
der Definition G 23.

Fig. G 128

Um nun das Skalarprodukt zweier Vektoren aus ihren Koordinaten zu berechnen, gehen wir von der
eindeutigen Zerlegbarkeit jedes Vektors in Komponenten beziiglich des Koordinatensystems aus
(s. Abschnitte G 1.3 und G 1.4):



G 6.1 Definition und Eigenschaften 313
y V4
&pr———77 | \aZ
| \
1 b,|
} a i //////_. a
e =2 Zi | S _b) 3 ‘
lb i o .
b, o Zi a s } ' g,‘ } e y
. Lee=rlfn, " 1,7
Fig. G 129 o Fig. G 130
3ad
Far a=00 =ge;tge; Far a:%:@el+ayez+8ze3
&l
b
und b=H)D:t)(e1+h/ez und b=H)g]:h<el+q,ez+bze3
\J 0o
b/
gilt dann
a-b=(ge;+tagey- (e +her) a-b=(ge;taertaes) (eg+he,thes)
Unter Verwendung des Distributivgesetzes der Skalarmultiplikation erhalten wir
;l)_b) @(b el el+a(by€1 62 ;B)— a(b El gl"'a(bygl gz*’q(bgl g3

+ q,b 62 el+ayby62 62

e - - = -
Weil €11 = De1D2 =1, €r-€o = D32D2 =1

und E)l- E)Z = ?:)2-5)1 = 0 ist, ergibt sich

a-b=ab+3b,

Zusammengefasst lasst sich damit feststellen:

Satz G 34 Berechnung deSSkaIarprodukts aus derKoordlnaten der Vektoren
a) Sind in der Ebene die beiden Vektore

- L o
b) Sind im Raum die beiden Vektorers % undb = g))g bezglich eines kartesischen

Koordinatensystems gegeben, dann ista - b = aby + g by + gb,.

Well

und

E};ZEI

na% undb =

Koordinatensystems gegeben, dann ista-b= aby, + aby.

+ q,b 62 el+ayby62 62+3yb 62 63
+ abyez- €1+ abyeg e+ abses es.

el- el =|Z|elD2 = 1,62' en= De2D2 =1,
C3-03=0egP=1

1-?:)2 E)l 33—32 ez = 0 ist, ergibt sich
-B):q(bx+ayby+azbz.

o) ol

F

(b,

bezlglich eines kartesischen

Betrachtet man den SpezialfalkE b, so ergibt sich

- —

. ‘2 =COa0 DaD cos 0 = dar? (nach Definition G 23),
e in der Ebene: -a = a + ay , alsaiar= ja2 ay oderda= A/ETZ (nach Satz G 34),

+ imRauma-a =a2 + az +az, alsaiar= /a2 + a2 +az oderdac= A/a2 (nach Satz G 34).

G 34
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G 6.2 Anwendungen des Skalarprodukts

Unter Verwendung von Satz G 34 ist es moglich, die Orthogonalitdtsbedingung fur zwei Vektoren
(Satz G 31) mittels ihrer Koordinaten zu formulieren.

Satz G 35 Orthogonalitatsbedingung fir Vektoren
Sind bezuglich eines kartesischen Koordinatensystems die beiden Vektoren

30 b % [p,%
a=Q00undb = B)D (in der Ebene) a=[m@0undb= B)yj (im Raum)
@m0 I 0’0 0°0
gegeben, dann giit [0 b genau dann, wenn
aby +aby, =0, | aby + by + ab, = 0.

Beispiel G 67: .
Gegeben seien in der Ebene die beiden Geraden gzy '
glz?f—% +t%,tD[R und @y =-x+3,

die einander im Punkt S(1; 2) schneiden. Aus Fig. G 131 ist zu entneh-
men, dass diese beiden Geraden senkrecht zueinander sein konnten. Di
soll nun rechnerisch nachgepruft werden. 1 X
Dazu bestimmen wir vomaind g jeweils einen Richtungsvektor: Fig. G 131
Aus der Gleichung von;gkénnen wir sofort einen Richtungsvektor dieser Geraden ablesen,
namlichgl = % Da der Anstieg der Geradenden Wert —1 hat, kann man aus dem
Anstlegsdreleclez = UID als einen Richtungsvektor vog lgestimmen. Bildet man nun das

Skalarprodukdtieser beldelﬁeichtungyektorenso agibt sich

Zl az—% gllg =_2+2=0.

al unda a, stehen also senkrecht aufeinander (Satz G 35). Dalg_ihmd a, die Richtungen
von g bzw. g beschreiben, sind folglich auch gnd g senkrecht zueinander und die Vermu-
tung aus Fig. G 131 wurde bestatigt.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann man auch nutzen, um die Gro3e des von den beiden Vek-
toren eingeschlossenen Winkels zu berechnen.

Beispiel G 68:

Gegeben seien im Raum die drei Punkte A(2; —1; 2),
B(1; 1; 1) und C(0; 3; 2). Es sind die Innenwinkel des
Dreiecks ABC zu bestimmen (Fig. G 132).

Zu den Punkten A, B und C gehdren die eindeutig
bestimmten Ortsvektoren

. 020 do L8]

a= g1, 3=%@ bzw. ?=%.
020 oo o0 X Fig. G 132
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Wir berechnen zuerst d&viinkel a. Durch dieVektorenb —a = A@ undc —a = ,ﬁ werden

die Richtungen der Dreiecksseitd8 ~ bAC beschrieben. Folglich ist der Innenwvinlel

gleich dem Winkel, der durch die beiden Vektoﬁ AT@ eingeschlossen wird. Diz2sen
Winkel kénnen wir mithilfe des Skalarprodukts berechnen.
Aus Definition G 23 folgt némlich cos= ‘j“ g%‘ , fur unser Beispiel also
a
ohellys
5250R45

T AN T [0 OpO
cosr = (B8 He—a) L 0 =2£822 20,9129,

[b—al Oc —al A/(_1)24_22”_1)2 D/(—2)2+42+02 J6 /20
woraus sicha = 24,09° ergibt. Auf analogem Wege erhalt fgan131,81° und/ = 24,09°.
Will man zur Winkelberechnung den GTA verwenden, so i
zweckmaBig, eine auf die drei Ausgangsvektoren bezogefe e ———————

g o _n Do)
Funktion zu definieren, etwa muinkeld1 1 11,[2 -1 21,08 3
Byinkel([d 3 21,[2 -1 Z].[1 1 1Id

3

dotPiVE — vl , w3 —wld ]] 1)
’

L] i i = -]
Define winkeloui »u2, v3) =amprox cos{ o B s

"yinkelifZ -1 21,[1 1 11.[0

so dass dann nur noch die Koordinaten der drei Vektoren |;i<2-"1.21,T1.1.11,10,3.21>
a, b, c) eingegeben werden missen (Fig. G 133). Fig. G 133

Als weiteres Beispiel sei ein physikalisches Problem gew |t

1

—

Beispiel G 69:

Eine KraftF mit dem Betrag 4 400 N, die in Richtung der posi- ¢,
tiven z-Achse wirkt, bewegt einen Koérper von A(2; 1; —4) nach e,
B(2; 4; 0). Die Punktkoordinaten sind bezuglich eines kartesi- = 1t —____ /é(z; 4:0)
schen Koordinatensystems angegeben, in dem auf jeder Achse |
eine Einheit 1 m entspricht. Es ist die bei dieser Bewegung ver- |
richtete Arbeit zu berechnen. |
In Fig. G 134 wird neben den Punkten A und B auch die raft L
veranschaulicht, und zwar so, dass eine Einheit auf der z—AchseA/Ezf 1.8 Fig. G 134
gerade 1 kN entspricht. o 9

00o
Fir die mechanische Arb&=F - s =0F 0-Os 0cos< (F, s ), die die KraftF = HofH langs
. — o a4
des Weges = AB = leistet, gilt
N
00pg o
w=Uo0 .0 =44.4=176.
Walis’s

Da die Einheiten in Kilonewton bzw. Meter festgelegt waren, betragt die verrichtete Arbeit

also 17,6 kNm.

Beim Tl 93 erhélt man mitteldotA([Koordinaten vorE)],[Koordinaten vori_;]) das Skalarprodukt der
Vektorena undb.

G 69
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G 36
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Beispiel G 70: g
Man bestimme die Winket, 3 undy, die ein Vektora = ané mit den drei Koordinatenachsen
T

einschlie3t und ermittle einen Zusammenhang zwischen den Kosinuswerten dieser Winkel.
Zur Bestimmung des Winkels mit der x-Achse verwendet man einen Richtungsvektor dieser

®

L do
Achse, z.Bey = HE.

00
& bl
Es gilt: a - e, =Dalr0e,0- cosa, also co® = =—=- = s =X
|2l Oe, 4 [al

%

o
Analog erhalt man mi¢, = M5 : cosp = Y und mite, = HH: cosy= 4

N

2 2
Dann gilt: codal + cop + cody = =% + 2L +

= =
al

[al?

|~°“~

2
‘f‘y;az =1 (vgl. S.313).
a

N

=]

Beispiel G 71:
Gegeben sind in der Ebene oder im Raum die beiden Vektaradb. Der Vektorb soll so in
zwei Komponenteﬁl undB)z mit b = B)l 1+ 1_52 zerlegt werden, das?gumg undB)z O ist.

Nach Satz G 32 gilt fir den vorzeichenbehafteten Betrag der PrOJekndmazda P etls
Damit ergibt sich aber fir die zzuparallele Komponente van bl b i -alb

— alb =
Furb2 erhalt marbz—b —bl—b —= &

Mit dem Skalarprodukt kann man nun noch UberprUferB)ZdBZ ist:
b2 a—(b———_—,-z-— a) a=b- 3—9—_%3 a?=b-a—-a-b=0.
a

Damit sind Parallel- und Normalkomponente \hobezugllchﬁ) bestimmt.

Satz G 36 Normalenvektor einer Geraden
Ist ax + by + d =0 die allgemeine parameterfreie Glei-

chung einer Geraden g in der Ebene, sa IStEH]
ein Normalenvektor 1 von g.

Fig.G135 O X
Beweis:
Fur die Geradegax+by+d=0 st = B’qj einRichtungsektor(vgl. Satz G16). Betrachtet man
nun derVektorn = % so gilta 'ﬂJ EH] =—b-a+a-b=0,d.n0a.Folglich istn senk-

recht zur Geraden g und damit ein Normalenvektor vong. w.z.b.w.
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CHUN
Auch fur eine Ebengim Raum kann man den Begriff ddermalenvek- A
tors erklaren: Ein Vekton ist ein Normalenvektor vogy wennn senk- ﬁP/r
recht zue steht.n ist dann senkrecht zu den Spannvektonerund v |
vone sowie senkrecht zu jedem Vektor, der sich als Linearkombinat ~ © oo .
ausu undv ergibt (Fig. G 136). +0 P“ Y
A 0
Fig. G 136
Beispiel G 72: c G 72

Es soll gezeigt werden, dass die Hohen eines Dreiecks ABC
elnander in elnem Punkt H scﬂmden (Fig. G 137).

Es se|erBC =y CA =b undAB =c sowie H der Schnitt-
punkt der L_())tegn A aL_J)f B%md von B auf CA. Dann
bezeichnerm HA undv = HB zwei weitere Vektoren, fur
diea-u=0undb-v =0 gilt.

Betrachtet man nun zusétzlich den Vektor HC SO muss
zum Bewels der Behauptung gezeigt werden, dass 0 gilt.

Weilu =w +b und v =w —a ist, folgt: a-u=a-W+b)=a-w+a-b=0und
b-v=b-wW-a)=b-w-b-a=0.

Addlert man die Ietzten belden Gleichungen, so ergibt sich

a-w+b-w=0, also(l +b)-w = 0, woraus wegena + b = —c folgt:

—

—c-w=0bzwec-w=0. w.z b w

G 6.3 Abstand eines Punktes von einer Geraden bzw. Ebem&Essesche Normalformen

Es soll nun das Problem des Abstands eines Punktes P von einer Geraden g in der Ebene sowie von
einer Ebene im Raum erdrtert werden. Dabei versteht man unter diesem Abstand die Lange der
kurzesten Verbindungsstrecke zwischen P und allen Punkten von g (Fw. G 138a, G 138b).

Das LotPL ist jeweils die kurzeste dieser Strecken, weil in jedem der entstehenden Dreigcke PLP
(P, #L) die BeziehungJITPiD >0PLo gilt. In beiden Fallen existiert deshalb jewgiéhau einesol-

che kirzeste Verbindungsstrecke.

il

ol |
AN
|

Fig. G 138a Fig. G 138b
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Aus diesen Griinden ist es sinnvoll, fir die Abstandsbestimmung eines Punktes P von einer Geraden
g in der Ebene bzw. von einer Ebenien Raum zunéchst jeweils einen Normalenvektau gzu
betrachten (vgl. Abschnitt G 6.2). Dabei empfiehlt es sich sogar, diesen Normalenvektor als Einheits-
vektor zu wahlen, der daritinheitsnormalenvektor genannt und mit® bezeichnet wird.

Zur Vorbereitung auf das Losen obigen Problems werden zunachst Gleichungen von Geraden bzw.
Ebenen entwickelt, wenn diese durch einen Pugkiné einen Normalenvektor bestimmt sind.

Es gilt
in der Ebene | im Raum
YA z
N = n
n
P, |
*\ B € : . PO —f\
LN L B/ N\
Po ! @
~ X
X =
(@] 9 o) x
= ———
X X y
Fig. G 139a Fig. G 139b
— - - - — — - - - -
g: PpX-n=0, also ¢ —pg)'n=0 e PoX:n=0, also §—pg)-n=0

Verwendet man in beiden Fallen anstelle eines beliebigen Normalenvektors einen
Einheitsnormalenvektor, so ergibt sich die

HEssEsche Normalform der Gleichung eine HESsesche Normalform der Gleichung einer

Geraden in der Ebene Ebene im Raum
g X -po) % = 0. (1a) & (X -po) % = 0. (1b)
In Koordinatenschreibweise notiert erhalt man
in der Ebene im Raum
X X
mit;=$:30=§% undﬁzgﬁ mlt;f:%,f;o:gy:g undﬁ=w%
(rd] AN
(fno=/x2+y2) (Ono= [x2+yZ+22)
die Gleichung die Gleichung
X X 0BG N
Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt sich
Xp K +y, O = (X, Ko+ Y, Tg) -0 Xp X+y, O + 2, T2 —(x, Xqg+y, Brg + 2, () -0

[ 24+y2 ) [ 2+v2+52
Xp Yy Xg tYn 24
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Setzt man
Xn=a%=b 4 X0+ Ve Yo=-0, [ %=aR=b5=Co0 X0t Ve Yo+ Z =0,
so erhalt man disessesche Normalform der Gleichung einer Geraden in der Ebene
bzw. einer Ebene im Rauim Koordinatenschreibweise

caxtbyrd _ 2a g axtbyrczrd_ 2b
g SDL (2a) vzt (2b)

Ist umgekehrt die Gleichung einer Geraden in der Ebene
bzw. einer Ebene im Raum in Koordinatenschreibweise

ax+by+d=0 (3a) ax+by+cz+d=0 (3b)
gegeben, so lasst sich daraus durch Division dyegh b2 Badw b2 + c2

die HESSEBChe Normalform (2a) bzw. (2b) der Gleichung dieser Objekte bestimmen.
AulRerdem ist

K:S)
- Eﬁ] -
n= wls n= %
ein Normalenvektor der Geraden mit der ein Normalenvektor der Ebene mit der
Gleichung (3a) in der Ebene (vgl. Satz G 36). Gleichung (3b) im Raum.

Es soll nun in der Ebene der Abstand eines Punktes von einer Geraden und im Raum der Abstand
eines Punktes von einer Ebene bestimmt werden, wobei die Gerade und die Ebene durch die Glei-
chungen (1a) bzw. (1b) bestimmt seien. Wir betrachten dazu das Skalarpr(xdulfio)( Hi

in dempo der Ortsvektor eines Punkteg Whdn ein Normalenvektor der Geraden bzw der Ebene

ist. Setzt man in dieser Gleichung fuden Ortsvektopl eines Punktes,Rler gegebenen Geraden

bzw. eines Punktes, ler gegebenen Ebene ein, so ist der Wert dieses Skalarproduktes wegen der
Orthogonalitét vongy —f;o) undn gleich 0. Wird aber fiik der OrtsvektoEl eines Punktes,P
eingesetzt, damicht auf der betrachteten Geraden bzw. Ebene liegt, so muss dieses Skalarprodukt
einen Wert k¢ 0 annehmen. Es soll nun gezeigt werden, dass dieser Wert h gerade dem Abstand des
Punktes Pvon der Geraden bzw. der Ebene entspricht.

In der Ebene sei die Gerade g durch Im Raum sei die Ebergedurch
o: (X—Po)'ﬁ =0 € (X—Po)'% =0
gegeben (Fig. G 140a)4[R4; ;) ist ein gegeben (Fig. G 140b),(;; y1; 1) ist ein
Punkt der Ebene, der nicht auf g liegj;ist | Punkt des Raumes, der nicht adiegt; p, ist
der zugehdorige Ortsvektor. der zugehorige Ortsvektor.

Ay

Pi(X3; Y1)

Pi(Xy; Va5 Z1)

‘ @)

X y
Fig. G 140a Fig. G 140b
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Wir betrachten nun d&alarproduk h= (pl - po) %

aus denBetragvon n0= —2— und der Lange der senkrechten Projektion POPl aufn? ist. Die

das nach Satz G 32 glelch dem Produkt

Lange dieser senkrechten Projektion entspricht aber gerade dem Abstand des RwokteteP
Geraden g (Fig. G 140a) bzw. von der Ebe(fig. G 140b). Wegenn®0= 1 gibth =, —po) -
also den Abstand von Ru g bzw. z«e an. Der Fall, dassll%tuf g bzwe liegt, ordnet sich mit in die

Ell:l

Betrachtungen ein: Es gilt dann jeweils hErl éf)’o ‘—;‘ = 0. Wir fassen zusammen:
n
G 37 Satz G 37 Abstand eines Punkteson einer Geraden bxv. einer Ebene
Ist (x po) n=0 die Gleichung einer Geraden g in der Ebene bzw die Glelchung einer Ebene
€ im Raum und Pein Punkt der Ebene bzw. des Raumes, so glbt[fi po ﬁ den
Abstand des Punktes Ron g bzw. vore an. "

G73 Beispiel G 73: y
In einem kartesischen Koordinatensystem seien eine Gerag

g durch ihre Gleichung ¥ = 1 gegeben (Fig. G 141).

Es sind dieAbstandeder dre| Punkt®(4; 6),Q(6;-3) und 9\

R(2; 1,5)vonder Geraden gu bestimmen.

a) Wir berechnen zuerst den Abstand des Punktes P vonlg.
Durch Umformung der Geradengleichung in 3x + 4y = 1%
erhalten wir einen Normalenvektar= % der Geraden
g und ermitteln beispielsweisg(®; 0) als einen zu g g Q(6;-3):
gehdrenden Punkt. Nach Satz G 37 gilt dann fur den Abstand des Punktes P von g:

m‘b D‘hj d'h
\n\ /32+42 f 5
Betragt die Koordinateneinheit 1 cm, so ist P von der Geraden 4,8 cm entfernt.
b) Fur den Abstand des Punktes Q von der Geraden g ergibt sich:
; BB
h=(@-po) = = = =2
|n| /32+42 J25 5
Q ist von der Geraden 1,2 cm entfernt.
¢) Nun bestimmen wir noch den Abstand des Punktes R von der Geraden g. Wir erhalten:

Fig. G 141

=5 =-1,2
S

o_ofmo 020
h:(_r)_f;) H D:!l.? WD :[h.,@ :—6+6 :0
o] J3? + 42 J25 5

Der Punkt R liegauf der Geraden g, da sein Abstand zu ihr den Wert 0 hat.

Da die Gleichungen (1a) und (2a) fir Geraden in der Ebene und die Gleichungen (1b) und (2b)
(s. S. 318f.) fur Ebenen im Raum &quivalent zueinander sind, gilt in Analogie zu Satz G 37 auch die
folgende Aussage:
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Satz G 38 Abstand eines Punktewon einer Geraden bxav. einer Ebene G 38

a) Istax + by + d = 0 die Gleichung einer Geraden g in der Ebene;(idyR) ein Punkt

ax, +by, +d
a2 +b?

b) Istax + by + cz + d = 0 die Gleichung einer Ebeim Raum und RX;; Y1; Z;) ein Punkt,

b d
PATONTCATE yen Abstand des Punktges/én der Ebene an.

Ja2+ b2 +c2

dieser Ebene, so gibt h den Abstand des PunktesrPder Geraden g an.

so gibt h =

Beispiel G 74: G74
Gegeben sei im Raum eine Ebemait der Gleichung: 3x — 2y + z — 9 = 0. Es sind die
Abstande der Punkte P(1; 2; 3), Q(3; 1; 2) und R(2; —4; 1¥wnbestimmen.

a) Der Punkt P hat vanden Abstand h SHL=202+3-9 7 ~_q g7,
) J32+22+12 J14

Betragt die Koordinateneinheit 1 cm, so hat P #aiso einen Abstand von rund 1,87 crr.

b) Der Punkt Q hat voaden Abstand h 28=201*2-9 -0 — g jiegt folglichdn
) R i O Qllegtiol

c) Der Punkt R hat voaden Abstand h 2B+ 28 +1-9 -9 -5 41
) J32+22+12 J14
Wie in den Beispielen G 73 und G 74 zu sehen war, kann der Abstand eines Punktes P von einer
Geraden g bzw. einer Ebemauch negativ sein. Um dies geometrisch Zu interpretieren, erinnern wir
uns, dass zur Bestimmung dieses Abstandes der \ejfyr 1 saufkrecht projiziert
wurde. Liegt nun Pauf der Seite der Geraden bzw. Ebene, iﬁdieigt (vgl. Fig. G 140a/b), so ist

die GroRe des Winkels zwisch@gP,  unéleiner als 90°. YA

Folglich ist dasSkalarproduki - PoP, positv und daher auch der ent-
sprechende Abstand. Liegt abgraaf der Seite der Geraden bzw. Ebe
in dien nicht zeigt (vgl. Fig. G 142 fiur die Situation in der Ebene), st
der Winkel zwischerP,P;  und gréRer als 90° und das Skalarprodu
—_ H . .

n - PyP; sowie folglich dann auch der entsprechende Abstand nege

Mittels des Vorzeichens des betrachteten Abstandes kann man als«
scheiden, auf welcher Seite der Geraden bzw. der Ebene der Rimk ©
Bezug auf die Richtung des Normalenvektoilgegt.

Mit den in Satz G 38 angegebenen Formeln lasst sich allerdings nigtiisdend eines Punktes von
einer Geraden im Rauivestimmen. Beispiel G 75 zeigt, wie man in einem solchen Fall vorgeht.

Fig. G 142

Beispiel G 75: G 75
Es soll der Abstand des Punktes Q(2; 1; —3) von der Geraden g
L oo @&
mit der Gleichungx = H2H + t3H berechnet werden.
O20 GO N

Man bestimmt dazu einen Punkt F auf g, fir &&nll g ist (Fig.
G 143). Da Hlg, muss es eine reelle Zahl t* geben, so dass fir &&n G 143
Ortsvektorf von F gilt: f = pg+t*a (2)
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Dabei |stp0 der Ortsektor emes belleb|gen Punktegvon g (zB. Po(—l 2; 2)) unca der

Richtungsektorvon g.Weil FQ q —-T senkrecht zu g ist, mue@ f) a= (2)
gelten. Setzt man in (2) den entsprechermmdruck furf aus (2) ein, sorgibt SICh
—_ — - —_ — - - D EE’
[q—(gt+tra)l-a=0,also§ —pg)-a— t*a2=0, woraus t* :(3-;1—)—‘)~)——- folgt.
a
Mit diesem Wert erhalt man aus (1) den Ortsvektor zu F:
Da -
f _ p (q Po)
a - —_ -
Bei Einsetzen der gegebenen Wertepfiirq unda ergibt sich dann
AR
?_EﬁEJrEE% T s0 FE L 8
= 020 5 '%D‘DZDT;%‘D also FG5 g )
020 0O 020 0

el —_ —
und damit h EIFQ0 = 4/(q - T)2 :% /290 = 5,676 (LE).

G 64 Schnittwinkel zweier Ebenen
& O,
Wie in Abschnitt G 4.5 erortert, kbnnen zwei Eben

€1 unde, im Raum zueinander parallel sein oder si (ol 9
in einer Geraden g schneiden. Schneiden sich die
den Ebenen in einer Geraden, so bestimmen sie €
Schnittwinkel (Fig. G 144). Wir wahlen nun einen
beliebigen Punktgder Schnittgeraden g und betrac 9
ten diejenige Gerade @use; und diejenige Gerade
g, ause,, die jeweils durch verlauft und senkrechi
zu g ist. Da diese beiden Geraden durch den Pygnt
gehen, liegen sie auch in einer Ebene und bestimi
einen Schnittwinkel (vgl. Definition G 16). Dieser
(spitze) Winkel ist der Schnittwinkel van unde, i Fig. G 145
Zur rechnerischen Bestimmung dieses Schnitta]mbetrachten wir zweiormalarwektorenﬁl
undn ny der be|den Ebenen bzw.¢,. Danl senkrecht zg, undn n, senkrecht za, verlauft, ist der
vonng undn n, gebildetéWinkel gleich dem Schnittwinkel oder 180°-¢. Fig. G 145 zeigt die
(ebene) Situation in der durch gnd @ bestimmten Ebene, die auch die beiden Reprasentanten
PP, undP,P, vonn; undn, enthalt. Der Schnittwinke vone; unde, kann folglich tber das
Skalarprodukizweier zugehdriger Normaieektorenﬁ)l undﬁ)z bestimmt werden.

& 9%

Fig. G 144

G76 Beispiel G 76:
Es sei der Schnittwinkel der Seitenflachen eines regelmafigen Tetraeders zu bestimmen.
Wir wahlen dazu das bereits in Beispiel G 47 betrachtete regelmafige Tetraeder mit der Kan-
tenléange 2, das entsprechend Fig. G 98 in ein Koordinatensystem gestellt wird. Da dort schon
die Gleichung der Ebene durch B, C, D aufgestellt wurde, ermitteln wir den Schnittwinkel zwi-
schen dieser Ebene und der xy-Ebene.
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—_ m] e
ng = BE ist einNormalewektorder xy-Ebene. Nun ist noch ein Normalektorn, der Ebene

OO
54 Bel B3

mit der Gleichungx = ?1 H+rgd o +s§1 § (s Beispiel G 48) zu bestimmen.

2 02 02
[5[‘% 03 D—éﬁg
Da.3:x+3-y +% J6 -z—6=0 die parameterfreie Form dieser Ebenengleichung ist, lasst
0,./30
N Dﬁ[l
sich darausn, = %3 H (vgl. S. 319) ablesen.
Ak
Nun ist ny - np = On40-0n,0- cOSE (g, np) = % /6, woraus mitiny0= 1 undtn,= % J54

folgt: cos(ny, np) = E’-? bzw. <(ny, 1) = 71,22°,
Da dieser Winkel spitz ist, hat der gesuchte Schnittwinkel eine Grof3e von ca. 71,2°.
Bemerkung: Weil der ermittelte Schnittwinkel kein Teiler von 360° ist, kann man mit regelina-

RBigen Tetraedern den Raum nicht schlicht und ltickenlos ausftillen.

G 7 Kreise und Kugeln

G 7.1 Gleichungen von Kreis und Kugel R

Im Folgenden werden parallel zueinander
jeweils ein Kreis in der Ebene (Fig. G 146) bz R p
eine Kugel im Raum (Fig. G 147) betrachtet. v

M bezeichnet den Mittelpunkt, r den Radius ul
P einen Punkt des Kreises bzw. der Kugel. Da
liegen die folgenden Definitionen zu Grunde.

Fig. G 146 Fig. G 147

Definition G 24: G24
Die Menge aller Punkte P der Ebene, die von einem gegebenen Punkt M denselben Abst.nd r
haben, heil¥reis mit demMittelpunktM und demRadiusr.

Definition G 25: G 25
Die Menge aller Punkte des Raumes, die von einem gegebenen Punkt M denselben Abst.nd r
haben, hei3Kugel mit demMittelpunktM und denmRadiusr.

Man nennt einen Punkt &ul3eren Punkdes Kreises bzw. der Kugel, We@u >r gilt. Entspre-
chend heil3t ein Punkt i@nerer Punkides Kreises bzw. der Kugel, wenW Qo < r gilt.

Zur analytischen Beschreibung von Kreis bzw. Kugel werden beide Punktmengen beziglich eines
kartesischeioordinatensystems betrachtet. MithifenVektoradditiorundSkalarproduktbildung
lassen sich die zugehorigen Gleichungen herleiten:
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In der Ebene Im Raum
y z
k e \
Ay Sk
I//)\ \M///I'
d{-—--M3-m (***TQH
|
= 1 X A 1/9&
m, \~},—
X } X | d .
0] c X O\\\\ } /// y
Fig. G 148 5/ - - R Fig. G 149
M(c; d) Mittelpunkt: M M(c; d; e)
Radius: r
X(X;y) beliebiger Punkt: X X(x;y; 2)
—
Betrachtet man den VektddX , so gilt

— —2
OMXO =rbzw.MX~ =*f.
WegenMX =x —m folgt (x —m)“ = 2. Damit ist
(X —m)? =
die vektorielle Gleichung des Kreises mit demdie vektorielle Gleichung der Kugel mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r. Mittelpunkt M und dem Radius r.

Satz G 39 Vektorielle Kreis- undKugelgleichung
Es seiemn der Ortsvektor des Mittelpunktes M urdier Ortsvektor zu einem Punkt X eines

Kreises in der Ebene bzw. einer Kugel im Raum mit dem Radius r. Dann ist
(x -m)?=r?
einevektorielle Gleichung dieses Keises bw. dieserKugel.

Analog zum Vorgehen bei Geraden und Ebenen wird nun die vektorielle Gleichung von Kreis bzw.
Kugel in Koordinatenschreibweise umgeformt. Man erhalt;

Kreis Kugel
oo )P
00 _ P - ) l:g
5 i
x-a?
X-9F = 2 =P
&

(x—cP+(y-df=r (x—cP+(y-df+(z-ef=r

Satz G 40: Koordinatengleichung des Kreises
In einem ebenen kartesischen Koordinatensystem witdrderk mit dem Mittelpunkt M(c; d)

und dem Radius r durch die Gleichung (x &)y — df = r? beschrieben.
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Satz G 41: Koordinatengleichung der Kugel G41
In einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem wirlafiel k mit dem Mittelpunkt
M(c; d; e) und dem Radius r durch die Gleichung (—dly — df + (z — e} = r* beschrieben.

Beispiel G 77: G717
Gegeben seien drei Kreisg k, und k durch ihre Mittelpunkte und Radien:

ks Mq(0; =3), g = 1; ko: Mo(4/2;2), 5= 4/3; kg M3(0; 0), = 2.

Dann lauten die zugehdérigen Gleichungen

ki X2+ (y + 37 = 1; ki (X—2F+(y—2F=3; kg: X2 + Y2 = 4.

In Fig. G 150 sind diese drei Kreise in einem Koordinatensystem
dagestellt. Es ist dieage des Punkte0; 1) bezuglich der drei
gegebenen Kreise zu untersuchen.

Wir setzen dazu die Koordinaten von A(O; 1) in die ,linken* Seiten
der zugehorigen Kreisgleichungen ein und vergleichen mit den

zrechten” Seiten dieser Gleichungen. Es ergibt sich o)
fiir ky: 07+ (1 + 37 = 0 + 16 = 16; 16> 1,
flirky: O—/2f+(1—-2f=2+1=3; 3=3,
flirkg: 0°+1°2=0+1= 1; 1<4.

Fig. G 150

Bedenkt man, dass die ,linke Seite" der Kreisgleichung (Satz G 40)
das Quadrat des Abstandes des Punktes A vom Kreismittelpunkt M
und die ,rechte Seite" das Quadrat des Kreisradius darstellt, so lasst sich folgern:

A ist ein auf3erer Punkt von kdenn sein Abstand vonMst grof3er als;f
A ist ein Punkt von & denn sein Abstand vonJ\st gleich g;
A ist ein innerer Punkt vorgkdenn sein Abstand vonMist kleiner als 4.

Wir konnen also feststellen:

Satz G 42 Lage eines Punktes bezlglich einesrKises in der Ebene G 42
Ein Punkt P (x; y;) gehort genau dann zu dem Kreis k mit der Gleichung (x+@)— d¥ = 2,

wenn die Koordinaten des Punktes P die Kreisgleichung erfillen, d. h., wenn

(X1 — Cf + (y, — df = P ist.

Gilt dagegen (x— cf + (y; — df < r? oder (x — cf + (y; — df > 1, so liegt P(x; y;) innerhalb

bzw. auBerhalb des betrachteten Kreises.

In Analogie gilt fur die Kugel

Satz G 43 Lage eines Punktes bezlglich einétugel G 43
Ein Punkt P(x; y1; 1) gehort genau dann zur Kugel k mit der Gleichung

(x—cf + (y — df + (z — e¥ = %, wenn die Koordinaten des Punktes die Kugelgleichung

erfilllen, d.h., wenn (x— cf + (y; — df + (zy — ef = rist.

Gilt dagegen (x—cf + (y, — df + (zy — ef < P oder (% — cf + (y; — df + (zy — e} > I, s0

liegt P(x; Y1; 1) innerhalb bzw. auRRerhalb der betrachteten Kugel.
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Aus der allgemeinen Kreisgleichung ergibt sich

x2—2cx+@+y2—2dy+(?r: 2 bzw. x2+y2—20x—2dy+%+d2—r2:0.
Damit haben wir eine quadratische Gleichung mit den Variablen x und y erhalten, die ebenfalls einen
Kreis beschreibt. Diese Gleichung ist ein Spezialfall der allgemeinen quadratischen Gleichung

By X7 + 28X + Byy” + 29X + 25y + 83 = 0.

Durch Ausmultiplizieren der allgemeinen Kugelgleichung (Satz G 41) erhalt man analog:
X2+ V2 + 2 — 2cx — 2dy — 2ez ¥er P + € - P = 0.

Diese Gleichung ist ein Spezialfall der allgemeinen quadratischen Gleichung im Raum:
81X + 28 XY + Bpgy” + 2AXZ + 28YZ + B’ + 24X + 284y + 287 + 8y = 0.

Beispiel G 78:

Es ist zuuntersuchen, ob die quadratische Gleichung

a) X°+y?—4x—2y—209 einen Kreis in der Ebene,

b) X2 + y2 + 22— 4x + 6y + 14 © eineKugel im Raum

beschreibt.

Um diese Aufgabe I6sen zu kdnnen, versuchen wir die gegebenen Gleichungen in die Gestalt
der allgemeinen Kreisgleichung (Satz G 40) bzw. Kugelgleichung (Satz G 41) umzuformen.
Zu a):

Aus der gegebenen Gleichung erhalt marf —(#x) + (¥ — 2y) = 20.

Die quadratische Erganzung liefert

OC—ax+4)+(§—2y+1)=20+4+1, also (x -2 (y — 1f = 25.

Das heif3t: Die Gleichung in a) beschreibt den Kreis mit dem Mittelpunkt M(2; 1) und dem
Radius 5 in der Ebene.

Zu b):

Auf demselben Wege wie bei a) erhalt man

(x2—4x) + ()?+ 6y) + 7 =-14, woraus sich E)&4x+ 4) + (§+ 6y +9) +#=-14+4+9 bzw.

(x = 2F + (y + 3¢ + Z = —1 ergibt. DaZkeine negative Zahl sein kann, wird durch die gegebene
Gleichung keine Kugel im Raum beschrieben.

Fur die Erarbeitung voRarametergleichungeals einer weiteren analytischen Beschreibung werden
nun Kreis und Kugel getrennt betrachtet.

Gegeben sei in einem kartesischen Koordinatensystem ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M(c; d) und
dem Radius r. Durch den Mittelpunkt wird eine zur x-Achse parallele Gerade gelegt. Rotiert nun ein
von M ausgehender Strahl um M, so beschreibt ein Punkt X dieses Strahls, it Xien= r gilt,

den Kreis k. Der Winked, den dieser Strahl mit der Parallelen zur x-Achse durch M einschlief3t,
wird als Parameter benutzt. Fig. G 151a und Fig. G 151b zeigen fiir zwei verschiedene \Werte von
die zugehdrige Lage des Punktes X auf k.

y y
Yt-——~A———— X(X;y) Y1 ——=2X(x;y)
” rq) } r\sing r-s i A

0 ¢ x X Fig.G15la ol e X Fig. G 151b

aQ
g
84
=
Q
_
g
2
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Bezeichnet L den FuRpunkt des Lotes von X auf die Parallele durch M zur x-Achse, so kdnnen die
vorzeichenbehafteten Abstande von X zu L und von L zu M berechnet werden. Es gilt fir X(x; y):
x=c+rco%, y=d+rsinp (Fig. G 151a, G 151b)

Der Winkel¢ ist Parameter. Fur& ¢ < 360 wird der ganze Kreis beschrieben.

Betrachtet man nun umgekehrt einen Punkt P(x; y) der Ebene, fir dessen Koordinaten x =¢c + rcos
und y=d+rsip fureind gilt, dann folgt aus diesen Beziehungen x —c = pcosind

y —d =rsinp. Durch Quadrieren und anschlieRendes Addieren erhalt man

x- c)2 +(y—- d)2 =P cos’-¢ +1P sir|2¢ =P (c032¢ + sir?q)) = 2. Damit ist aber P ein Punkt des
Kreises k und es gilt:

Satz G 44: Parametergleichung eines Kreises G 44
In einem kartesischen Koordinatensystem wird der Kreis k mit dem Mittelpunkt M(c; d) und
dem Radius r durch die Parametergleichungen
X=c+r-co$, y=d+r-sip, 0°<¢ <360°,
beschrieben.

Auch fur eine Kugel lasst sich eine Parametergleichung herleiten. Mit analogen Uberlegungen wie
beim Kreis mussen hier zwei ParamdtemdA eingefiihrt werderh wird gegentiber der positiven
x-Achse gemessen ugdgegeniiber der Aquatorebene (Fig. G 152). Es gilt:

Satz G 45: Parametergleichung einer Kugel G 45
In einem kartesischen Koordinatensystem wird eine Kugel k mit dem Mittelpunkt M(c; d; e)
und dem Radius r durch die Parametergleichungen

X=c+rco® cos\, y=d+rcogpsinm\, z=e+rsip, 0°<¢,A <360,
beschrieben.

Fig. G 152 ' Fig. G 153

Auch auf unserer Erde, die angendhert als Kugel 6371 km) aufgefasst werden kann, lassen sich
Punkte mit diesem Koordinatensystem beschreiben. Der Wyniielt dabei diegeographische
Breite an und bezieht sich auf die Aquatorebene.

Der WinkelA kennzeichnet digeographische Langend bezieht sich auf den Nullmeridian, der
durch die Lage der Sternwarte in Greenwich festgelegt ist. Die Stadt Erfurt hat z.B. die geographi-
schen Koordinateth = 51°N und\ = 11°0O, Berling = 53°N undi = 13°0.



G 26

G179

328 G 7 Kreise und Kugeln

G 7.2 Kreis und Gerade

Ein Kreis und eine Gerade kdnneginengemeinsamen Punldenau einegemeinsamen Punkt
odergenau zwegemeinsame Punkte haben (Fig. G 154).

Definition G 26:

Wenn eine Gerade t und ein Kreis k genau einen Punkt F
gemeinsam haben, dann heil3t die GeradeTatigente
an k im Punkt P. |
Eine Gerade g, die mit k genau zwei verschiedene Punkte
gemeinsam hat, nennt m&ekantevon k; eine Gerade h, .
die mit k keinen Punkt gemeinsam hat, h&&ssante. o 1 SooX Fig. G 154

Die Koordinaten der gemeinsamen Punkte einer Geraden g und eines Kreises k berechnet man,
indem man die zugehdrigen Gleichungen als ein (hier freilich nicht lineares) Gleichungssystem mit
zwei Unbekannten auffasst und dies l6st.

Beispiel G 79:

Es sind die gemeinsamen Punkte der Geraden g:%y =— x+1 unddes

Kreises k: (x — 3%+ (y- 2)2 =6,25 zu bestimmen.

Wir bezeichnen dazu mitfXg; yo) einen eventuell vorhandenen gemeinsamen Punkt von g
und k. Das zugehdrige Gleichungssystem lautet dann:

(1) Ys =—3 %+ 1

() (xg— 3F + (ys— 2F = 6,25.

Setzen wir den Ausdruck fugyus (1) in (Il) ein, so ergibt sich

(Xs— 3P+ (-3 %-17=625 bzw. ¥-4x+3=0.

Diese quadratische Gleichung hat genau zwei voneinander verschiedene Lésungen, namlich
Xs = 1 und %, = 3. Durch Einsetzen dieser Werte in (1) erhalten \%ir:y% und % = —% .

Eine Probe zeigt, dass die beiden Pung}elP%) und F§2(3; —% ) die Schnittpunkte der Gera-

den g mit dem Kreis k sind.

Es soll nun die Gleichung d&angente t an einen Kreisrk Kreispunkt i
bestimmt werden, wobei auch hier eine vektorielle Betrachtungsweise sc
zum Ziel fuhrt. Hat namlich der Kreis k den Mittelpunkt M und den Radit
(Fig. G 155), dann gilt fir jeden Punkt X der Tangente t die Gleichung
P(TX> : W% = 0, da diese beiden Vektoren senkrecht zueinander sind. Ni
man die Gleichung mithilfe der zugehérigen Ortsvektoren, so ergibt sich
(x =po)- (pp—m) = 0 eine Gleichung fur die Tangente in einem Kreispui
an einen Kreis.

Aus dieser Gleichung erhalt man eine Gleichung in Koordinatenschreibweise, wenn man die ent-
sprechenden Vektoren mit ihren Koordinaten einsetzt.

Xd] [X@ X=X Xo—O
Aus | B9_7 D} -{IZI D—Eﬂ]} =0 folgt 0 T O =0,
b‘] ool |vg g V-y§ Oo-

also (x—%) - (p—c)+(y—y) (o—d)=0.

Fig. G 155
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Dies ist bereits eine Gleichung der Tangente an k im Kreispyriftkbordinatenschreibweise.
Addiert man jedoch auf beiden Seiten dieser Gleichung ndch (% - c)2 +(Yo— d)2 (denn
Po(Xo: Yo) ist ja Kreispunkt), so ergibt sich

(X=X)(X—C) + (Y= ¥)(o—d) + (g —CF + (yo—df = r°, woraus weiter folgt:

(Xo—O)x =) + (=) + (=AY —y) + (o— )] =F  also

(Xo— C)(x —c) + (§— d)(y — d) = (vgl. Satz G 40).

Satz G 46: Gleichungen der Kreistangente G 46
Ist k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M(c; d) und dem Radius r sow@>yg) ein Punkt von

k, dann ist

(x = po) (pg—m) =0 die vektorielle Gleichung und

(Xg—C)X—=c)+ (g—d)(y—d) = f die Koordinatengleichung

derTangentean k im Punkt p.

Beispiel G 80: G 80
Im Einleitungsbeispiel zu Kapitel G (S. 229) war die Berechnung des Radius einer kreis 6rmi-
gen Stral3e verlangt. Fig. G 156 zeigt eine stark vereinfachte Darstellung dieser Situation, wobei
die Hohenunterschiede unberiicksichtigt bleiben. Insbesondere kommt es darauf an, dass die
geradlinigen Straf3en in die kreisférmige ,glatt* tibergehen, also tangential verlaufen.

Zur Bestimmung des gesuchten Radius legen wir die Geraderdgy so in ein Koordinaten-
system, wie es in Fig. G 157 gezeigt istund T, sind die Punkte, in denen der gesuchte Kreis

die beiden Geraden gind g bertihren soll. M ist der zugehérige Mittelpunkt.

0, besitzt unter den angegebenen Bedingungen dann die Gleichymrg ;an105° - x.

Nun ist auf g der Punkt B(x,; y,) so zu bestimmen, dass fon S den Abstand 80 (m) hat.

Dazu berechnen wiryaus der Gleichung 86 x> + v, also 86 = x> + tarf105° - %2.

Man erhalt (jeweils nach Rundung) x —20,706 und damity= 77,274, womit sich

T5(—20,706; 77,274) ergibt.

Nun kénnen wir die Gleichung der Senkrechteru g durchT, bestimmen. Dies8enkrechte

hat die Gleichung y =tan_1—1050 - X + n. Weilb Hiese Gleichung erfiillen muss, folgt n = 82,822,
alsol,: y = 0,2679x + 82,822. Fur x = 80 erhalt man die y-Koordinate von vk 04,254,
die mit dem gesuchten Radius tbereinstimmt. Die kreisformige Stral3e hat damit einen Radius

von ca. 104 m.

01 YA
9
/A %
l» 0
Ts
Y2 Iy
[ec]

- “\ 8 T -
91 X, \O=S 80 X

Fig. G 156 Fig. G 157



G81

330

G 7 Kreise und Kugeln

G 7.3 Zwei Kreise

Zwei voneinander verschiedene Kreise kénk&inengemeinsamen Punldenau einemgemein-

samen Punkt odgrenau zwegjemeinsame Punkte haben.

Wie beim Schnitt einer Geraden und eines Kreises erhalten wir auch hier die Koordinaten von sol-
chen gemeinsamen Punkten zweier Kreise durch die Lésung eines Gleichungssystems aus zwei
Gleichungen und mit zwei Unbekannten.

Beispiel G 81:

a)

b)

Wir betrachten dideiden Kreisé; und k (Fig. G 158) mit
den Gleichungen kx?+ (y —3f =1 bzw. k: x*+y*= 4.
Haben diese beiden Kreise einen Punkg;B@ gemeinsam

so mussen die Koordinaten dieses Punktes die beiden KFZ is- ! ‘
gleichungen erfillen. Wir erhalten damit ein Gleichungs- o[\ 1 M, X
system aus zwei Gleichungen und mit zwei Unbekannten.\

() x&+(ys—3F =1 R

() xZ+ye =4, Fig. G 158

Aus (1) folgt XSZ =1-—(g— 3F. Setzt man in (Il) ein, so ergibt

sich 1 —(g— 3P +y2 =4, also 1 — ¢ + 6y,— 9 + y? = 4 und damit 6y= 12 bzw. y= 2.
Einsetzen vony= 2 in Gleichung (I) liefert x= 0.

Das Gleichungssystem hat also genau eine Lossm@ xy; = 2. Folglich haben die beiden
Kreise k und k genau einen Punkt P gemeinsamuRd k beruihren einander in P (0; 2).
Wir betrachten nun die Kreisg knd kg (Fig. G 158) mit den Gleichungen

ko: x2+y2:4 bzw. k: (x—3)2+y2:7.

Zur Bestimmung der gemeinsamen Punkte |6sen wir das Gleichungssystem

) xZ+yZ =4

() (xs=3F+ys* =

Dazu stellen wir (1) nachsgl um und setzen die umgestellte Gleichung an der entsprechen-
den Stelle in (1) ein. Wir erhalten{x 3¢ + 4 —x2 =7 bzw. %=1 und durch Einsetzen
in(l)dann 2—y2=4 oder ¥=3.

Hieraus ergeben sich fiig gwei Werte y = +/3 und g, = —./3 . Da sowohl B(1; /3)

als auch B(1; —./3) mit ihren Koordinaten beide Kreisgleichungen erfiillen, sind dies die
gesuchten gemeinsamen Punkte der beiden Krgisedis.

Untersuchen wir abschlie3end die beiden Kreise mit den Gleichungen

kq: x2+(y—3)2: 1 bzw. Kk (x—3)2+y2:7.

Auch hier werden die eventuell vorhandenen gemeinsamen Punkte der beiden;Knedse k
k3 Uber die Losung des zugehdrigen Gleichungssystems bestimmt:

() x&+(ys—3F =1

() (xs=3F +ys* =7.

Fur die Losung verwenden wir in diesem Fall ein allgemein nutzbares Verfahren. Dazu I6sen
wir zuerst die Klammern in den beiden Gleichungen auf und erhalten

() x&+ys—6y+9 =1

() xZ+y2—6x+9 =7.

Die Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung ergibt

Xs—V¥s=—1 bzw. y=x+1.
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Setzt man diesen Ausdruck in (1) ein, so ergibt sich {i@ne quadratische Gleichung in
Normalform x2 — 2x + g =0, die die Diskriminante D = (?L)-g <0 hat. Folglich
besitzt die gegebene Gleichung keine reelle Lésung — die beiden Krersilg haben also
keinen gemeinsamen Punkt.

Jetzt lassen sich auch dideichungen defangentervon einem Punktdaul3erhalb eines Kreises k
an k bestimmen. Dazu kann man die in Fig. G 159 angedeutete Konstruktion analytisch nachvollzie-
hen. Bei dieser Konstruktion spielt de#ALESkreis k' Uber der StreckédPy  eine wichtige Rolle.

Beispiel G 82: G 82

Gegeben sei ein Kreis k mit dem Mittelpunkt M(4; 3) und dem Radius r = 2. Es sollen die Glel-

chungen der vom Punkp@1; 2) an k gelegten Tangenten bestimmt werden.

Wir bestimmen hierfiir analog zur Konstruktion:

(1) Mittelpunkt M' vonMPy :M'(g ;g )

(2) Gleichung des ITALESkreises K'um M' mit r EMM'D
x-3P+@y-2P=3

3) Schnlttpunkte Iund T2 von k und k':

- 22; 8 + 2 /22)=T(2,89; 4,65);
1 37 _5
To(3 + = 42228 —2 /22 )= T,(3,59; 1,04). : L=
13 L 1313 11 2 3 4 5 6 x
(4) Nach Satz G 46 erhalt man nun als Gleichungen der Fig. G 159

beiden Tangenten:

(35— /22)x+ € /22 )y =2 +3./22
ty (33 * 3 V22)X+ @ 22T 522

G 7.4 Kugel und Gerade

Eine Kugel und eine Gerade kdnrnainengemeinsamen Punlgenau einegemeinsamen Punkt
odergenau zwegemeinsame Punkte haben (Fig. G 160).

Definition G 27:
Wenn eine Gerade t und eine Kugel k genau einen Punkt
P gemeinsam haben, denn heif3t die Gerade t eine
Tangentean k inP.

Eine Gerade g, die mit k genau zwei verschiedene Punkte
gemeinsam hat, nennt m@&ekantevon k; eine Gerade h,
die mit kkeinen Punkt gemeinsam hat, héfssante.

G 27

Fig. G 160

Im Unterschied zum Kreis in der Ebene (vgl. Abschnitt G 7.2) gibt es im Raum in jedem Kugelpunkt
unendlich viele Tangenten an die Kugel. Diese Tangenten in einem Kugelpunkt P biltemgeie-
tialebenean k in P (s. Abschnitt G 7.5).
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Beispiel G 83:
Gegeben sei eine Kugel k mit dem Mittelpunkt M(1; 2; 2) und dem Radius r = 3 sowie eine

oo &

Gerade g mit der Gleichung = HH +tHH , tOR. Es sollen die Lagebeziehung von g beziig-
o 0o

lich k untersucht und geggbenenfalls Schnittpunkte bestimmt werden.

Nach Satz G 41ist (X -4} (y—2f + (z—2¥=9 die Gleichung von k und x = 1 + 2t,

y =1+ 1t, z =1 + 2t die Koordinatendarstellung von g. Durch Einsetzen der Koordinaten von

g in die Gleichung von k erhalt man:

(Q+20)—1F+ (1 +1) -2+ (1 +2t)—25=9, also &+ (t—1F+ (2t—1¥—9=0, woraus

9 —6t—7=0 folgt. Diese quadratische Gleichung besitzt die Ldsungen%ti é J2.

Folglich hat g mit k genau zwei Punkte ®hd S gemeinsam, ist also eine Sekante von k:

slzglmﬂlglm 5p=00 +t2§D bzw. §(3,55; 2,28; 3,55), £-0,22; 0,39; —0,22).
KN EN

Betrachtet man nun eine Kugel k und einen PugkiuRerhalb von k, so gibt es unendlich viele Tan-
genten durch an k. Die Menge dieser Tangenten bildet einen (doppelten) Kreiskegel (Tangential-
kegel von B an k).

G 7.5 Kugel und Ebene

EineKugel und eine EbenkdnnenkeinenPunkt genau einerPunktodereinen Keis gemeinsam
haben (Fig. G 161a, G 161b).

>
/

Fig. G 161a Fig.G161b &------- =" Fig. G 162

Definition G 28:
Haben eine Eben® und eine Kugel k genau einen Punkt P gemeinsam, dann hei3t die
Ebened Tangentialebenean die Kugel k in P.

Die Tangentialebene in jedem Punkt einer Kugel ist eindeutig bestimmt. Im Folgenden soll die Glei-
chung der Tangentialebene an eine Kugel k in einem Kugelpyhidreleitet werden. Wie bei der
Tangente an einen Kreis in der Ebene (vgl. G 7.2) geht man auch hier vektoriell vor.

Pg sei ein Punkt der Kugel k mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. \§etia Tangentialebene

. - H . . . H H .
in Py an k ist, dann verlautP, senkrecht@Fig. G 162). Folglich gilP;X MP, =0, wobei
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X ein beliebiger Punkt vof ist. Unter Verwendung der zugehdrigen Ortsvektoren erhélt man
(x = pg) - (pg—m) = Oalsvektorielle Gleichung defangentialebeneon k inP,.
Verwendet man in dieser Gleichung die Vektoren mit inren Koordinaten, so ergibt sich

X7 Xdd X n°E X=X Xo~4Q
0ol |go _ 0_,00 . 8 _

HE-O4¢l| - |Dg-BE| =0, also -y -4 =0, woraus
0ol |80 O 04 o

U gl |zg W -z [Zy-€

(x=x)(xg—C) + (Y —¥)(yo—d) + (z - g)(zp—e) = 0 folgt.

Addiert man auf beiden Seiten dieser Gleichufg (g — cf + (yo — df + (z— eF (P, ist Punkt
von k), so erhélt man

(X =3)(x0 =€) + (y — W)Yo —d) + 2 - 82— ) + (p—cF + (o~ df + (z—ef =1, was zu
(Xo— C)(x — ) + (y— d)(y — d) + (g — e)(z — e) =7fiihrt.

Satz G 47 Gleichungen derTangentialebene

Ist k eine Kugel mit dem Mittelpunkt M(c; d; €) und dem Radius r soyiieB/q; Zo) ein Punkt
von k, dann ist

(;Z —FO) . (BO—IT‘I) =0 die vektorielle Gleichung und
(Xg—c)x—=c)+ (y—d)(y—d) +(g—e)(z—¢e) = die Koordinatengleichung
derTangentialebere an k im Kugelpunkt B.

Beispiel G 84:
o
Gegeben seien eine Ebenec = 5 + i1 + s und eine Kugel k mit dem Mittelpunkt
51 O.0 OO
M(2; 1; 3) und dem Radius r = 3. Gesucht sind die beiden Tangentialebemetd , an k, die
parallel zue sind.

Zur Lésung dieser Aufgabe wandeln wir die Gleichungs/oneine parameterfreie Form um
und lesen daraus einen Normalvektor e@b. Wir erhalten —x +2y —2z + 6 =0,

—, [or N oo
woraus sich n = 28 bzw. n0 = % H2H alsNormaleneinheitgektorvone ergibt.
00 BN
Tyemer- B0 B
Mit t;=m+rn” =85 +H28 =K und
g 040 O
oo 030

G 47

G 84

T,=m—rn’= HH —H2H =H4H  erhélt man die Ortsvektoren zu den Berithrungspunkten

der beiden Tangentialebeng&pundd, mit der Kugel k. Folglich sind

91 (; —_t)l) ‘n=0 und Do (;;) —_t)z) n=0 die gesuchten Gleichungen.
In parameterfreier Form lauten diese

O:—Xx+2y—2z-3=0 und, —x+2y—2z+15=0.

Beispiel G 85:
Gegeben sind die drei Punktg®, 2; 3,5), B(3; 3; —1,5) und §-0,5; 2; 4), die wegen

ODOP,0 =00P,0 =00Pg = g auf einer Kugel kum den Koordinatenursprung mit dem
Radius § = g liegen.
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Es ist

a) der Schnittpunkt§der drei Tangentialebenen apik den Punkten £ P, und B sowie der
Abstand dieser drei Punkte vog ®1 bestimmen;

b) zu zeigen, dass PP, und R auf der Kugel kum den Mittelpunkt voiOP,  durctyfegen.

Zu a):

Nach Satz G 47 hat die Tangentialeb8pen k im Punkt R die Gleichung

DX 20 p2-0g

Hy-2H -H2-0f =0, woraus

[y -35] 085 cﬂ

2(x—2)+2(y—2) +3,5(z—3,5) =0, aldg 8x + 8y + 14z — 81 = 0 folgt.

Analog erhalten wir:

0x-30 030 x+0.35 0.3

92 Hy-3§-H3H =0 93 Hy-2H-H2H =0 bzw.
+1,8 18] Oz-40 04O

9y 12x + 12y — 62 -81=0; 93 —2x+8y +16z2-81=0

Fir die Schnittpunktbestimmung erhalten wir aus den drei Gleichungen fur die Tangentialebe-
nen ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten:

(I) 8x + 8y + 14z =81 (A1 deEr alcot loffer Pron1olc1ear oz |
(I 12x +12y—- 6z =81
(1) —2x + 8y + 16z =81

A 1 1 1 1 — g 8 14 81 1. B, @, .3

Als Losung dieses Gleichungssystems ergibt S|chl%< = | _wp[u S 91] A

36 3 3 L. 36 3 2 8 186 81 . @, 1. 1.5

=5 und z = (Fig. G 163). Damit isg T o 2) der [.81;12,12.-€.81;-2 8, 16,811
Fig. G 163

gesuchte Schnittpunkt. Fir die zu ermittelnden Abstande gllt:
PP = [2-2)+ (- +(35-D° = & 377,
PP = [3-2)+(3-B)+(-1,5-D) =& /377 und
0P = J(-05-2)2+(2- D)2+ (a-3? =2 /377

Diese drei Strecken haben also dieselbe Lange —es ist die Lange aller Tangentenabschnitte von
Pp an die Kugel k

Zu b): -

Der Mittelpunkt der Streck®P, st

=1 /(22 + @+ =

Py ergibt: (x —2—0 ?+ (y—1—58 )2+ ( -2 Sy 222%9 Eine Probe zeigt, dass die Koordinaten vgn P

P, und R diese Gleichung erfullen. Die Kuge kann man als Verallgemeinerung des\T
LEskreises bei der Konstruktion der Tangenten von einem Punkt aufRerhalb eines Kreises an
einen Kreis auffassen. Auf dem Schnittkreis der Kugehk derTHALESkugelk; liegen alle
Tangentenberlhrungspunkte der Tangenten yam.

18 3
5 4
3 A/602 womit sich alsGleichung deKugelk, um M durch

). Die gesuchte Kugel besitzt den Radius

Die analytische Beschreibung des Schnittkreises einer Ebene mit einer Kugel (falls ein solcher Kreis
existiert) ist in diesem Rahmen nicht moglich, da dann eine ebene Kurve im Raum beschrieben wer-
den misste. Man kann jedoch den Mittelpunkt und den Radius eines solchen Schnittkreises ermitteln.
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Beispiel G 86: G 86
Gegeben seien eine Kugel k (M; r) mit M(1; 1; 2) und r = 2 sowie eine Ebaite

€ 4x — 2y + 2z — 2 = 0. Wir untersuchen, in welcher Lagebeziehung sich & bafinden.
Zunachst wird der Abstand von M zibestimmt (vgl. Abschnitt G 6.3):

q=40-20+22=2 _1 fF_qg)

A2 + 22 + 22
Weil % /6 <2 (Kugelradius) ist, schneidedie Kugel k in einem
Kreis. Den Radiusgdieses Schnittkreises kann man mithilfe des
Satzes desYRHAGORAS bestimmen (vgl. Fig. G 164). Es gilt:

rg=Jr2—d? = 4—(%Jé)2 :% /30 = 1,83. Fig. G 164

Fir die Bestimmung des Mittelpunktes;bles Schnittkreises ist zu beachten, dass wegen d > 0

. 040
der Normalenvekton = E-#é vong in die Richtung von M zeigt (vgl. Abschnitt G 6.3). Folglich
2
erhalten wir

[~
O
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G 76 ZweiKugeln

Zwei Kugeln kdnnetkeinengemeinsamen Punkt
genau einelgemeinsamen Pun&tlereinenKreis
gemeinsam haben (Fig. G 165).

Beispiel G 87: G 87
Zu untersuchen ist die Lagebeziehung der beiden Kugeln

ky: (x—2F+ (y—3F+(z—2F=9 und k: (x—3Y + (y— 57 + (z + 1} = 25.

M1(2; 3; 2),r; =3 und M4(3; 5; —1)r, =5 sind dieMittelpunkte bav. Radien diesakugeln.

Wegen M, M0 = /(2—3)2+(3-5)2+(2+1)2 =.14 =3,7416 <f+1,

undoM M0 = /14 >0, — 1,0 besitzen die beiden Kugeln B
einen Schnittkreis.

Um dessen Durchmesser zu bestimmen, werden die beide

Kugeln mit einer Ebene geschnitten, die die beiden Kugel

telpunkte enthalt (Fig. G 166). Die StredkB ist der gesud =
Durchmesser (vgl. auch Fig. G 165).

Zur Berechnung vonABO bezeichnen wir den Schnittpunkt
von AB mit der Geraden durchMind M, mit S und den
SchnittkreisradiusBS1 mit r. Dann gilt

Fig. G 16t
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« im Dreieck SMB 32 = +0SM,0?2, (1)
« im Dreieck SMB 52=r? + (/14 +0SM;0)2 (2)
(2) in (2) eingesetzt liefert:

52=r?+ (/14 + J32-r2 ¥, also 25 =%+ 14 + 2/14 ./9—r2 + 9 —% und damit
1 =./14 /92 bzw. 1=14-(9 -4}. Daraus folgt ¥ = 11i45 also r=5- 1—54 =2,9881.
Der Radius des Schnittkreises hat also eine Lange von rund 2,99 (LE).

Die Bestimmung des Schnittes zweier Kugeln spielt beim Satellit~-
Navigationssystem GPS eine wichtige Rolle. Dieses System bes
aus 24 Satelliten, die die Erde in einer Hohe von 20200 km Uber
Erdoberflache umkreisen. Dabei sind die Positionen der Satellite
eingerichtet, dass von jedem Punkt der Erdoberflache immer mi
destens drei dieser Satelliten zu ,sehen“ sind. Jeder dieser Satef|
sendet Informationen Uber seine Position und die aktuelle Zeit. C
man davon aus, dass sich die Funkwellen kugelférmig vom Satell\
mit einer Geschwindigkeit von 2,99724588%‘) ausbreiten, so
kann man mit einem GPS-Empfanger Uber die Laufzeit des Fun
gnals den Radius dieser ,Funk-Kugel* und weiter dann den Sch
kreis mit der Erdoberflache berechnen. Aus den Signalen von d
Satelliten (Fig. G 167) lasst sich schlieflich die Position des GPS- Fig. G 167
Empféngers auf der Erdoberflache bestimmen.

G 8 Das Vektorprodukt

G 8.1 Definition und Eigenschaften

Im Unterschied zu der multiplikativen Verknpfung reeller Zahl
werden fiir Vektorem undb im RaumzweiArten der Produktbil-
dung definiert: Neben deB8kalarproduk{Abschnitt G 6), bei  _|
dema -b eine reelle Zahl ist, gibt es das VektorprocE]IastB) b,
dessen Resultat —wie der Name sagt;ein Ve—a)IdBLDenkt man
§ich die Vektoren, b undidumOA ,OB bzwOV repraser a A Fig. G 168
tiert, so soll fur den Vektor = OV gelten:
— —> —> .
e OV verlauft senkrecht zu der dur€@A  uBd bestimm! B
Ebene. b
— = —> . .
¢ Das Vektorsystem@A OB OV } bildet ein Rechtssysten
—> —>
Das bedeutet: Dreht m&adA  um O auf kiirzestem W&HnN
so muss sich eine entsprechend gedrehte Rechtsschraube b a
—>
RichtungOV bewegen (Fig. G 168; siehe auch Def. G 13) B@A
Fig. G 169b

D gesprochen;(Vektor) a Kreuz (Vektor) b*
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« DerBetragdesVektorsOV ist gleich der InhaltsmalRzahl desn OA und OB gebildeten
Parallelgamms. Es qilt also:
fvo=00VO =Canobo - osingo (Fig. G 169a/b)

Ausgehend von dieser Beschreibung wird definiert:

Definition G 29: G 29
Unter demVektorprodukt a xb zweierVektoren a undb versteht man denim Raum durch
die folgenden drei Bedingungen charakterisierten Vektor

a) OvO=daC-oboosind(a, b)0 b) vOa und v Ob.
¢) Sind a undb linear unabhéngig, so bildeﬂ—f(l—)), 7) ein Rechtssystem.

Aufgrund obiger Definition giItZ xb=o0 genau dann, wermundb linear abhangig sind. Ferner
gelten fur das Vektorprodukt folgende Rechengesetze:

e axb= —(1—5 X z—f) bzw. a xb=-b xa Alternativgesetz

%
. (Zf + _b)) XC=axc+bxc Distributivgesetz \?2
« AMaxb)=(a)xb=ax(\b) (AOR) Multiplikation mit bl )
einer reellen Zahl - NI
Das Assoziativgesetz trifft im Allgemeinen nicht zu. i/ b e;“ g}A o
Nun soll das Vektorprodukt vanundb fiir den Fall bestimmt werden | by r=/ y
|

dass die beiden Vektoren durch ihre Koordinaten bezliglich eines 1 “———2n, 7

lichen kartesischen Koordinatensystems gegeben sind (Fig. G 17  x» % Fig. G 170

Fir a-= =ge,+ae,+a6q und b= = ey + hye, + bye gilt dann:
a= @l =ge1tgertaey by Bes+bes+bezg
B, b/

axb=(aeq+ger+aes) % (bey +hyes+bey)
Unter Verwendung des Distributivgesetzes des Vektorprodukts erhalt man
axb= abeixe7+ a,(byeT>< e3+abeTx e3
—_ —_ — — —_ —_
+ aybxezx eT+ aybyejx e5+ aybzezx e3
+abezx e+ azbyegx es+abezx ez
Wegen e1Xep=epxXep=egXez=o0,
€1 Xep=e3, €xXe3=¢€1, €3X €1 =€y,

- - - -

22 xgl = —gs, SERe 22 = —gl, €1 Xez=—€
folgt daraus: a x b = (b, — aby)e; + (aby — aby)e, + (aby — gby)es

Unter Verwendung von Matrizen- und DeterminantenschreibiWéissst sich dieses Ergebnis fol-
gendermaflen zusammenfassen und Ubersichtlich notieren:

D Naturlich ist die im nachfolgenden Satz G 48 verwendete Schreibweise im Sinne der Einfiihrung von Deter-
minanten (vgl. Abschnitt G 3.3) keine Determinantes ge& ,, e keine reellen Zahlen sind. Diese Schreib-
weise eignet sich aber hier zu einer tbersichtlichen Darstellung.
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G 48 Satz G 48 Vektorprodukt

Sind a = % und b = @J’H zwei Vektoren in Raum, so gilt
&gl b0
_ €, €, e [Pyb azbyH
axb=|a a a | =(3b,—gh)ecy+(@b—ab) e+ (aby - aybx)es—tazb ~3bg
b, by b, [axb —ayb)J:I

G 88 Beispiel G 88: 020 2 o2

Es ist delEinheitsnormalevektorder Ebee & x = HiH +rHd +sH3H  zu ermitteln.
O30 0§ D_1IZI
Eg”H|
Wir bilden dazu das Vektorprodukt der beiden Rlchtungsvekttaren%D und b = Ds von
5] EL]_I]
M € und dividieren den so erhaltenen Vektor (der senkrechsizht) durch seinen Betrag:

- = €1 €5 €3 E_l%
axXxb=| 2 1 5 ——1661—862+863— —8D,

2 3 -1 OgO
>0_ axb 1 o 1 g Bl YA
n = i = o B—SB :é /\/6 B—lg . via Fllg:é?:r'a Cra}lvc, thr“ér' Pr‘z_lsmIDTclearr'sa—z...]

‘axb‘ A/384D8D 010
— . scrossP([Z 1 S1,[-2 3 -1D)

Verwendet man zur Berechnung voth den GTA, so erhalt R A GLEA T
man mit den FunktionecrossP(fiir Vektorprodukt) und normeressrE 1Sl [?_E"E &]
norm (fir Betrag) das in Fig. G 171 wiedergegebene Bild. [ tersssciz 51T 2. 3115
Dabei kdnnte noch auf das Ausweisen des Zwischenschritts

. . . Fig. G 171
in Zeilel verzichtet werden. 9

G 89 Beispiel G 89:
Man ermittle derSchnittwirkel zwischen der Ebereeund der Geraden g mit den Gleichungen

LN Epal EpcH L o oo
€ x=HH +udod +VH3f , gix=HH +tH3.
g’ DZD Dzﬂ 0 DEN

Fig. G 172 ist zu entnehmen, wie der Schnittwirdkelit dem Winkel zwischen einem Norma-
lenvektorn vone und einem RichtungsvektErvon g zusammenhangt. Es giit= 90° —a

Wir bestimmen deshalb zun&chst nach Satz G 48 einen
Normalewektorvon € und dann mithilfezon Definition

G 23 den gesuchten Schnittwinkel:

T Es
_4
o4 of o0 %% g
n= 0ol x 030 =040 damit cos = ﬂ
0°0 " 0°0 00" 14m

o0 o0 [1q4]
worausa = 25,2° und schlie3licth = 64,8° folgt.

Fig. G 172



G 8.1 Definition und Eigenschaften 339

Beispiel G 90: G 90
Es soll defSchnittwirkel 4) der beiden Ebenen

-_& O O D O o
e x =HH +uHoj +v53D undn: X = 3 +r%1D + 28

gl 020 020 040
berechnet werden.
Entsprechendbschnitt G 6.4 bestimmen wir dazu mit deektorprodukeinenNormalewvek- M
torﬁl vone und einen Normalenvekt&z vonn und nutzen dann (z.B.)

[Fl T Fiw T rsz 5 ‘|’ FE F&
- E Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clear a—z...]

cos<)[(n1, nz) = (bei GTA-Einsatz unter Ver-

‘ 1‘ “2‘ sorossPQ4 @ 206 I 2y
wendung vordotPfiir das Skalarprodukt). Der (spitze) ereffR 8 Wl 8 M o o]
Winkel zwischen den Normalenvektorepundn,, ist  cost{ T T TID e ?963:';;34
der gesuchte Schnittwinkel der Ebergamdn). gl —L21>%norn<[ 7. 2.4155)
Es gilt alsop = 180° — 96,9144~ 83,09° F|g_ G 173

Drei Vektorena, b, ¢ im Raum bestimmen im Allge-
meinen ein Parallelepiped (Spat) (Fig. G 174). Fur v
dessen Volumen gilt \& b, ¢) = Fg - h.. Dabei ist ig
die Flache des vom undb aufgespannten Parallelo- h,| ¢
gramms, also &= Ca x b0, und h die Hohe von C
Uber dieser Grundflache, als,pthE)Dcosq). Demzu- O%
folge giItV(E, b, Z) =a x B)D-EIE)DCOS(I) und damit (da
¢ der Winkel zwischew = a x b undc¢ ist) nach der

Definition des Skalarprodukts: ¥(b, ¢)=(a xb)-¢  Fig. G 174 i
(vgl. auch Satz G 32).
®e B i
Mit a = % , b= En% und ¢ = Eq:% erhalt man nach Satz G 48 hiel
RN b el
[pyb azbyEl [p)% a a &
(axb)-c= gyb —axb% 0 = G- (3, —aby) + G- (3D~ ab,) + G+ 8Dy —gb) = | be by b,
[axby—aybeI e Cx & G
Satz G 49: Volumen eines Parallelepipeds; Spatprodukt G 49
®g L BA i
Sind a = Ea% , b= Ep% und ¢ = Ep% drei Vektoren, die ein Parallelepiped bestimmen, 50
b c
& ja 4 a ay a
gilt fur das Volumen dieses Korpers a/(b, c) = (a xb)-c =| b, b, b, D
C G G

D Das ProduktZ X E) ¢ wird auch alsSpatprodukt bezeichnet. In Abh&ngigkeit davon, apb und< ein
Rechtssystem bilden (odgr g)icht), ig das S_p)atprodukt positiv (oder negativ). Als Volumenformel wird des-
halb auch manchm¥l(a, b, ¢) =0o(a x b) - cogeschrieben.
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Satz G 49 lasst sich auch als ein Komplanaritatskriterium fir vier Punkte verwenden. Es gilt

Satz G 50: Komplanaritat von vier Punkten im Raum

Sind A, B, C und D vier Punkte im Raum, so liegen diese vier Punkte genau dann in einer
— —> .

Ebene, wenn AB x AC) -AD = O ist.

Das Vektorprodukt hat auch eine physikalische Bedeutung, wie di _
Darstellung des Drehmoments zei@t; F xT. F
Greifen z.B. an zwei konzentrischen Rédern zwei Krafte an (Fig.

G 175), so wirktin der Achse ein Drehmoment. S,_ﬂ)a_d: 17")1 x_r)l und

My = F2 x T, die einzelnen Drehmomente, die durch die KrBjte
undF2 erzeugt werden, so ergibt sich das resultlerende Drehmon M,
als (vektorielle) Summe der beiden Teildrehmomeides Ml +M2 Fig. G 175

G 8.2 Abstand zweier Geraden

Bei der Bestimmung des Abstandes eines Punktes P von einer Geraden g bzw. von eireer Ebene
wurde stets von der kiirzesten Verbindungsstrecke unter allen Strecken ausgegangen, die P mit einem
Punkt von g bzwe verbinden (vgl. Abschnitt G 6.3, Fig. G 138a, b). In beiden Fallen lie? sich fest-
stellen, dass diese kirzeste Verbindungsstrecke auch senkrecht zig gsbzw.

In Analogie zu den bisherigen Abstandsbegriffen definieren wir c L, P,
Abstand zweier Geraden gnd g im Raumals kiirzeste Verbindung < 7 | \ %
streckeL,L, unter allen Strecken, die einen beliebigen Pyrikgp

mit einem beliebigen Punk,Plg, verbinden (Fig. G 176). —
Pl

Fir zwei Geraden,gund @ im Raum sind drei Lagebeziehungen %
(vgl. Abschnitt G 3.3) moglich: Fig. G 176

(1) g1 und @ schneiden einander in genau einem Punkt S (Fig. G 177a).
(2) g, und @ sind parallel zueinander (Fig. G 177b).
(3) g; und @ sind windschief zueinander (Fig. G 177c).

z z z
¢}
9, % '
9
2 9
D%
o o 9

v4

Yy ¢ y M Rl Ty
X . X/ ] X 5
Fig. G 177a Fig. G 177b Fig. G 177c

Im Fall (1) gilt far P,0g, und BUOg, stetsoP; Py = 0. Gleichheit trifft genau dann zu, wenn
P; = P, = S gilt, wenn also der Abstand vopund @ gleich 0 ist (s. Beispiel G 93).

Im Fall (2) der Parallelitat vongund @ liegen diese beiden Geraden in ein und derselben Ebene
(Fig. G 178). Ist Pein beliebiger Punkt vomyaind B ein beliebiger Punkt vornpgso istP;P, am
kirzesten, wennRler FulRpunkt b des Lotes von Pauf g ist. Dies folgt aus dem Satz, dass in
jedem Dreieck dem grof3ten Winkel auch die grofite Seite gegeniberlieg?, Da nicht von der
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Wahl des Punktes;Rbhangt, istd =P,L ;1 der Abstand vong ¢

und @ gemalR der Abstandsdefinition. Fallgrugd ¢ zusam- P, 4

men, so ist ihr Abstand 0. G

Falls die beiden Geraden nicht zusammenfallen, bestimmen A\\ o
— > =

Richtungsvekton von g und P,P, ein Parallelogramm in de a, L2 P2

N :
Ebenee mit der Hohe d =P, L 1. Fir seinen Flacheninhalt gil altl €

— -  —
demnach A =1a,0-d. Nach Definition G 29 gibt aber auch, x P, P, 0 diesen Flacheninhadin,
_“_{1" ?Pz‘

. i d H ey
womit Oa 0 d =0a, x P, P, Ofolgt. Somit ist d o
ay

Geraden gund .

der Abstand der beiden parallelen

Satz G 51 Abstand zweier paralleler Geraden im Raum G51
Sind zwei parallele Geradengnd @ im Raum durch ihre Gleichungen;: & = p4 + ra; und
— —
- = : P,P. : :
0yt X = pp +ta, gegeben,soistd =al>:—12 der Abstand dieser beiden Geraden.
ay]

Die Formel aus Satz 61 ist auch zur Berechnung désstands eines Punktes\®n einer Geraden
01: X = pq +tag im Raum gultig.

Beispiel G 91: do T'n Goa1

Man ermittle den Abstand der beiden Geradenxg= 25 +r3H und @ x=HH +tH .

e o @ 00 g 0Of
Wegen % = %1% sind gund @ parallel zueinander. Nach Satz G 51 gilt fur den Abstar d

- = oo oo do oo olg B SralcoTe ot Promiolc1car a-z. |
% ’ 0] ) EHJDE % " E?E M
der beiden Geraden d= = normtorossP@l 1 21,11 08 -3D
lle @D - norm[1 1 ’2])
A D 2. 41523
% % LT e L 7101

) ) . Fig. G 179
Der GTA gibt als Lésung an: d =2,41523 (Fig. G 179)

Ist die Einheit auf den Achsen des Koordinatensystems 1 cm, so hal@hg einen Abstand
von rund 2,42 cm.

Fir Fall (3) — g, und g sind windschief zueinander — wird

zuerst gezeigt, dass es ayfggnau einen Punkylund auf g I I 9 _ &
genau einen Punkblso gibt, dass ;L, sowohl aufals auch L,

auf g senkrecht ist. Dazu wéahlt man ayfejnen beliebigen Az > g,
Punkt A und betrachtet die Geradg,d@lie durch A und par- —

allel zur Geradengverlauft (Fig. G 180). g &
Weil g; und g windschief zueinander sind, bestimmegrugd /

g, genau eine Ebersg. &, ist die eindeutig bestimmte Eben: % 3
die g enthalt und parallel zgy ist. Nun betrachten wir die %

Geradd, die durch A geht und senkrecht &4 ist. Insbeson- I I Fig. G 180
dere verlauft dann auch senkrecht zy gnd @'.
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Weil £, unde, parallel zueinander sind, ishuch senkrecht agj. A, sei der Schnittpunkt vdrund

£,. Mit g;' bezeichnen wir nun die eindeutig bestimmte Gerade dusatiié\parallel zu gist (und

in &, liegt). g' schneidet gin genau einem PunkbL\Weil die parallelen Gerader gnd g' in einer

Ebene liegen, schneidet die Parallelul durch L, die Gerade gin genau einem PunkyL

L,L, ist damit senkrecht zu,gind zu g und auch eindeutig bestimmt.

Mit Hilfsmitteln der analytischen Geometrie lieRe sich zudem zeigen,ldass die kiirzeste Stre-
cke unter allen Strecken ist, die einen Punktd? mit einem Punkt §g, verbinden. Damit gilt:

Satz G 52 Abstand zweier windschiefer Geraden

Sind g und @ zwei windschiefe Geraden, so gibt es genau einen Pyiikh lund genau einen
Punkt L, 00g, mit der Eigenschaft, dagsL, sowohl senkrechyaisiauch zu gist. oL, L 57
ist dann der Abstand von gnd 6.

Fur die rechnerische Bestimmung des Abstandes zweier
windschiefer Geraden betrachten wir die beiden Geradel P,
o1 X= 31 + rgl und : X= 52 + t?fz, wobeigl undgz NG
linear unabhéangigind. Durch B, Zl undﬁ)z wird folglich
genau eine Ebersg (Fig. G 181) und durcEl, E{Z und ?PZ
genau ein Parallelepiped bestimmt. Fir das Volumen

V(ay, ap, P,P,) dieses Parallelepipeds gilt nach Satz G
einerseits V{, a,, P;P,) = (a1 x ay) - P, P, . Andererseits
ist dieses Volumen gleich dem Produkt aus dem Inhalt der Grundflache und der H6he des Kdorpers

Fig. G 181

uber dieser Grundflache. Diese Hohe stimmtrhitL 51 Gberein, womit
- — — (a,;xa )EW
(agxap) PP, =0ag x apm L,Lg , alsonoL,Ly =122 folgt.

a1 %3y

Satz G 53 Abstand zweier windschiefer Geraden

Sind zwei windschiefe Geraden gnd g durch ihre Gleichungen gx = p; +ra; und

e — . (Zl X ;2) [PI‘P;
0,: X = pp+ta, gegeben, soist d W der Abstand vqrugd g.
1 2

Satz G 53 setzt voraus, dagsigd g zueinander windschief sind. Insbesondere sind dann die Rich-
tungsvektoreri)l unde linear unabhangig. Fur den Abstand vqrugd g gilt stets d# 0.

Sind jedoch gund @ zwei einander in genau einem Punkt schneidende Geraden, so erhdlt man bei
- - —
(P,P : : .
der Berechnung von d gliLﬂ fur d den Wert 0. In diesem Fall ist namlich das Volumen
al X 3.2
des Parallelepipeds 0. Auf diese Weise lasst sich fir zwei Geraded g mitlinear unabhéngigen

Richtungsektorenentscheiden, ob sie einander schneiden oder windschief zueinander sind.
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Beispiel G 92: G 92
Es ist diegegenseitige Lage der beiden Geraden

., Ofh D40 . olo  o8o
g x =58 +rgog und @ x=H2d +tHi] zuuntersuchen.

00 Og) 070  Ogd

L DA - 8o o _

Weil a; = HoH unda,= Hif linear unabhéngig sind, verlaufepund g nicht parallel
04] O.gl
zueinander. Wir berechnen den Abstand beider Geraden:
Mit p; = HsH und p,= H2H, also P,P, =p,—p;=53, undasxap,=H,
090 070 Og0 Ly
4 0 3
- N 8 1 -6
e d . . [P P —_
alsoma, x a,0=5, ergibt sich nach Satz G 53 c(a-liazl ‘1 : L& Z 8 55&- = 10.
’dl X a2

0, und @ sind folglich windschief zueinander. Ihr Abstand betragt 10 cm.
Beispiel G 93: G 93
Es ist diegegenseitige Lage der beiden Geraden

b o3 . o oho
g x = +rH2H und g x=HH +tH28  zuuntersuchen.

O.g] Os0 oo 00

Weil die Richtungsvektoren der beiden Geraden linear unabhéngig sind, verlaufehgy
nicht parallel zueinander. Wir kénnen daher den Abstand beider Geraden mit
3 2 5
e L -1 2 =2
d=8) PP poechnen: d Rt 1
i
Al
040
Folglich schneiden die Geradepund g einander in einem Punkt S. (Dieser gemeinsame
Punkt besitzt die Koordinaten (3; 5; 6).)

=0

[ay %3y

G 9 Vektorraume

G 9.1 Der Begriff\Vektorraum

Beim Arbeiten mitVektoren stellen didddition zweiehektaen und dieVervielfachung einedfek-

tors mit einereellen ZahgrundegendeVerknipfungen daSowohl in der analytischen Geometrie

der Ebene und des Raumes als auch bei den Lésungen eines homogenen linearen Gleichungssystem:
wurden diese Verkniipfungen verwendet (vgl. G 5.1). So kann man sich z.B. ausgehend von der in
Abschnitt G 1.1 vorgenommenen Einfihrung des Begdrétgorin der Ebene durch die Vorstellung

¢ vonVerschiebunggektoren,

« vonMengen von Pfeilerdie jeweils gleich lang, zueinander parallel und gleich orientiert sind,

¢ vongeordneten Paarereeller Zahlen (Koordinatenpaare, Beschreibung beziiglich eines Koordi-
natensystems)
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unterschiedliche Seiten des Begriffs zu Nutze machen.
Fir Vektorera undb sind die VeranpfungeE +b und ra tiber Pfeile geometrisch (etwa als Kraf-

teparallelogramm bzw. als Nacheinanderausfiihrung oder Vervielfachung) reahsmrbargﬁm

undb = H) D Spaltenvektoren und damit beschrieben beziiglich eines Koordlnatensystems so gilt:
- - &g D [ﬁ1+blm - [ﬁﬂ [ralm
a+b:DD+B)D_EI , fa=rgo=0 0.
A Dafbé] 4] Daﬂ
Geht man nun allein vom BereiBhder reellen Zahlen aus, so lassen sicividiege aller Paar%%

reeller Zahlen und di®lenge aller Trlpel% reeller Zahlen (jeweils mit einer koordinatenweisen

Addition und Vervielfachung von reellen Zahlen als Verkniipfungenjeale Mengexron Vektoren

ansehen.

Betrachtet man weiterhin die im Umfeld des Satzes G 27 (Abschnitt G 5.1) tGiber die Losungen eines

homogenen linearen Gleichungssystems mit n Variablen aufgeschriebenen Terme und Formeln, so

kann man feststellen:

« Die Losungen sind jeweils n-Tupel(X,; ...; X,) reeller Zahlen.

¢ In der L6sungsmenge (eines nichttrivial I6sbaren Gleichungssystems) kann koordinatenweise
addiert sowie eine Lsung koordinatenweise mit einer Zahl vervielfacht werden, ohne dass man
die L6ésungsmenge verlasst.

Man sagt deshallie Menge der Lésungen eines homogenen linearen Gleichungssystgygsiist
Uber der Addition und der Vervielfachungit reellen Zahlembgeschlossen.

Diese Eigenschaft war bei Kraften, Geschwindigkeiten, Verschiebungen in Ebene bzw. Raum und
Paaren bzw. Tripeln reeller Zahlen selbstverstandlich und nicht bemerkenswert. Interessanter ist
nunmehr, dass mit diesen sehr unterschiedlichen Objekten in der gleichen Art und Weise gerechnet
werden kann. Die Giiltigkeit von gleichen Rechengesetzen (vgl. die Satze G 1 bis G 3) beziiglich
einer in der jeweiligen Menge definierten Addition und einer Vervielfachung von Elementen dieser
Menge mit reellen Zahlen bringt eine Strukturgleichheit der betrachteten Mengen zum Ausdruck.
Dies fuhrt zu folgender Definition:

Definition G 30:

Eine nichtleere Menge V, fir deren Elemente eine Addition + und eine Vervielfacmihg
reellen Zahlen definiert sind (Symbol: (V, -, nennt mavektorraum und ihre Elemente
Vektorerl)geﬂau_gann, wenn fir aie b undc aus V sowie fir alle reellen Zahlen r und s gilt:

Q) a+b=b+a (Kommutativgesetz)

(2 (E) + l_))) +C=a+ (_b) + E)) (Assoziativgesetz)

(3) Es gibt ein solches Elemenitin V, (Existenz eines Nullelements)
dass fir alle OV gilt: a+o=a.

(4) Zujedem Element OV gibtesinV (Existenz eines entgegen-
ein Element -a mita + (—?f) =0. gesetzten Elements)

(5) r(sa)=(rs)a (6)(r +s)a =ra +sa (Rechenregeln fur die

(7) r(a+b)=ra+rb (8)la=a } Vielfachenbildung)

Die allgemeine Festlegung des Vektorbegriffs nach obiger Definition rechtfertigt auch die Benutzung
dieses Begriffs im Sinne der Definition G 1, da die Menge aller Pfeile bez. ihrer Einteilung in gleich
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lange, zueinander parallele und gleich orientierte einen Vektorraum bildet. Ebenso wie dort

¢ sagt man zZo allgemein auciNullvektor

« hat man mit der Existenz dégu einem Vektoentgegengesetzten Vektoeben deBummeuch
die Differenzzweier Vektoren zur Verfiigung,

¢ nennt man die Vervielfachung mit reellen Zahlen adcitiplikation mit reellen Zahlen, S-Mul-
tiplikation oderskalare Multiplikation(wobeiskalar hier zum Ausdruck bringen soll, dass mit
einer reellen Zahl ,multipliziert* wird).

Die zunéachst etwas sonderbar erscheinende Bedingung (8) in Definition G 30 sichert beispielsweise
gemeinsam mit (6) ab, dass man das mehrfache Addieren eines Vektors zu sich selbst (in beliebigen
Vektorrdumen) als Vervielfachung ansehen kamr#: a = 1a + 1a = (1 + 1)a = 2a.

ErsteBeispiele fur Vektorrdume haben wir mit verschiedenen Mengen, in denen eine Addition
erklart ist und bei denen mit jedem Element auch alle Vielfachen enthalten sind, bereits kennen
gelernt. Wir kdnnen in diesem Sinne jetzt etwa sprechen von

» den Vektorraumen Yund. \; der Verschiebungen der Ebene bzw. des Raumes,

« den Vektorraume®? undR® der Paare bzw. Tripel reeller Zahlen,
e dem Vektorraum L der Lésungen (kurz: Lésungsraum) eines homogenen linearen Gleichungs-
systems.

Auch in der Zusammenstellung von Rechenregeln fur die Addition von Matrizen gleichen Typs und
fur die Vervielfachung einer Matrix mit einer reellen Zahl (Abschnitt G 5.5) findet man genau die
acht Eigenschaften wieder, welche oben als die definierenden Eigenschaften (1) — (8) eines Vektor-
raumes genannt wurden. Das heif3t: Bezeichnet man it jwlie Mengealler (m x n)-Matrizen,

so bildet diese Menge verbunden mit der Matrizenaddition und der Matrizenvervielfachung einen
Vektorraum. (Mm, ny +, ) ist derVektorraum der Matrizen gleichen Typs.

G 9.2 Beispiele fir Vektorrdume

Beispiel G 94: Der Vektorraum F der auf géhstetigen Funktionen G 94

Die stetigen Funktionen mit dem Definitionsberdkchilden einen Vektorraum (F, +, - ), wenr

die Addition und die Vervielfachung von solchen Funktionen wie tblich definiert ist:

s=f+g mit s(x) =f(x) + g(x) p=r-g mit p(x)zr-g(%)

fur alle xOR und fiir alle auf ganz R stetigen Funktionen f und g sowie. r

Die Eigenschaften eines Vektorraumes nach Definition G 30 lassen sich fur (F, +, - ) mit Siatzen

Uber stetige Funktionen und mit Rechengesetzen fiir reelle Zahlen bestatigen:

» Die Summe zweier stetiger Funktionen Rukt wieder eine stetige Funktion difvgl.
Satz C 4), d. h., F ist bezuglich + abgeschlossen. Da die Addition zweier Funktionen durch
die Addition der Funktionswerte auf das Rechnen mit reellen Zahlen zurtickgefiihrt wird,
ergibt sich die Gultigkeit der Kommutativitat (1) und der Assoziativitat (2) aus den entspre-
chenden Gesetzen it Nullelement (3) ist hier die (alff stetige) konstante Funktion
f(x) = 0; zur aufR stetigen Funktion f ist (—1) A das entgegengesetzte Element (4) in I~

D pie Eindeutigkeit eines Nullvektors und die Eindeutigkeit eines entgegengesetzten Vektors kann als Ergén-
zung zu (3) bzw. (4) allgemein bewiesen werden.
Diese Vervielfachung ist durch die Definition A 7 auch festgelegt: Man muss lediglich den Faktor r als die
konstante Funktion f mit f(x) = r interpretieren (f ist stetig Bif Analoges gilt fur r = —1.
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» Die Menge F der auf gaf stetigen Funktionen ist ebenfalls wegen Satz C 4 gegeniber
Vervielfachung mit reellen Zahlen abgeschlossen. Die Rechenregeln fir die Vervielfachung
gelten wie bei + aufgrund entsprechender Regeln fiir die reellen Zahlen.

Betrachtet maalle Funktionen mit Definitionsbereidt so bilden sie bezlglich + undffensicht-

lich einen Vektorraum.

Analog zum obigen Beispiel G 94 lasst sich feststellen, dassaflecuf dem Intervall [a; b] steti-

gen Funktionerpeziiglich + und einen Vektorraum bilden.

Schlief3lich gilt: Dieauf ganzZR bzw.auf dem Intervall [a; b] differenzierbaren Funktionbitden

beziglich + und - jeweils einen Vektorraum. Denn:

e Sind fund g Uberall al’ (auf [a; b]) differenzierbar, so gilt dies auch fur f+ g (Satz D 4, Sum-
menregel).

e Ist g Uberall auR (auf [a; b]) differenzierbar, so gilt dies auch fur r-g niifRr (Satz D 2,
Faktorregel).

Die Eigenschaften (1) bis (8) aus der Definition eines Vektorraumes ergeben sich, wie bei stetigen

Funktionen oben schon bemerkt, aus den Rechenregeln fir reelle Za

Beispiel G 95: Der VektorraumgRler Polynome hdchstens dritten Grades

Es sei B die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten, deren Grad hdchstens 3 ist:
P(X) = ax® + gx° + ax + & (2. @, 3, & OR).

In natirlicher Weise ist fur p(x) mit den Koeffizientemiad g(x) = l@x3 + bzx2 + by + Iy sowie

r OJR die Addition bzw. die Vervielfachung erklart durch

P(X) +q(x) = (@ + b3+ (& + b)x* + (3 + bx + (@ + by)  bzw.

r-p(x) = rax® + rax? + rax + ra

(Polynome sindstetige FunktioneaufR; die erklarten/erkniipfungen stehen in Einklang mit
den Definitionen f+ g und r - g (hier p + q, r - p) flr das Beispiel G 94).

Die Vektoreigenschaften (1), (2) und (5) bis (8) sind wegen entsprechender Rechenregeln fir
reelle Zahlen erfiillt. Das Nullelement ist hier das Nullpolynom o(x) 2063 + 0 x + 0; das
entgegengesetzte Element zu p(x) ist —p(X) §)(<§a+ (—ey)x2 + (—a)x + (—g).

Ein Polynom ist durch seine Koeffizienten eindeutig bestimmt, so dass man die Polynome
hochstens 3. Grades durch die 4-Tupgl &5 a;; &) beschreiben kann. Dies zeigt, dass die
Vektorrdume (B, +, -) und R?, +, ) in einem gewissen Sinne gleichartig sind.

Die analoge Verwandtschaft besteht zwischen dem Vektorlfaﬁm(-) der Tripel reeller Zah-
len und dem Vektorraum £P+, -) der Polynome hochstens zweiten Grades.

Beispiel G 96: Der Vektorrauf" der n-Tupel reeller Zahlen

Analog zu den Paaren und Tripeln reeller ZahleRPibzw.R3 (oder genauso wie man n-Tupel

(Xq; Xo; ...; X als Losungen von homogenen Gleichungssystemen mit n Variablen addiert und
vervielfacht) definieren wir wie in Abschnitt G 5.1 fir n-Tupel reeller Zahlen die Addition und
Vervielfachung koordinatenweise:

(ag; @i o5 @) + (by; by 5 By) = (g + by + oy -y + )
r(@ay; ag; ...; ) = (ray rag ...; ra)?

1) Ob man diese Vektoren als Zeilen- oder Spaltenvektoren notiert, ist hier unwesentlich.
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Die in der Menge aller n-Tupel erklarte Addition und Vervielfachung mit reellen Zahlen erftllen
die Vektorraumeigenschaften (1) bis (8) aus der Definition G 30, d. h.:

(R", +, ) ist ein Vektorraum; er wird auch kurz i bezeichnet. Die Vektorraun®é undR®
ergeben sich fiir n = 2 bzw. n = 3; sogar fiir n = 1 ist zu bemerken, dass dieMienBeler

reellen Zahlen mit + undeinen Vektorraum bildeX.

Indem man den letzten Gedanken aus Beispiel G 95 aufgreift, kommt man zu folgender verall-
gemeinerung: Der Vektorraum, Ber Polynome hdchstens n-ten Grades ist von gleicharticer
Struktur wie der VektorraufR” * 1 der (n + 1)-Tupel reeller Zahlen.

Als einfachessegenbeispidbez. des Begriff¥ektorraumsei die Menge der ganzen Zahlen
betrachtet. Die ubliche Addition ihist kommutativ und assoziativ, O ist das NullelemeiZt sowie
—g das zu g entgegengesetzte Eleme#t iiZ, +) erfillt die Bedingungen (1) bis (4) der Vektor-
raumdefinition. Allerdings isZ bezuglich der Vervielfachung mit reellen Zahtéoht abgeschlos-
sen: Die Vervielfachung mit reellen Zahlen fihrt aus dem Bereich der ganzen Zahlen us.

G 9.3 Unterraume und Erzeugendensysteme

Gegeben seien die Vektoré)@, 5)2, ...,me einesvVektorraume¥. Fiur dieMerge M aller Linea-
kombinationerdieseVektoren stellt man zunachst fest, dass sie bezlglichddition und deier-
vielfachungabgeschlosseist:

Sinda, b OM, so gilt
a+b=(nagthayt .. tinap) +(Sa1+Sap+ .t Sam) = (1) art .+ (it S0 am
d.h.,a +b ist wieder eine Linearkombination vari, 32, E)m, alsoa +b M.
Sinda OM und rOR, so gilt
ra=r(nas+mnas+...+ryay =(r)ag+ ...+ (e, ap und damit aucha OM.
Die Umformungen zu einer Linearkombination \Zﬁpgz, ...,Zm fiira + b und ra sind durch die
Eigenschaften (1), (2) und (5) bis (8) der Vektorraumdefinition gerechtfertigt, die ja fiir alle Vektoren
aus V gelten.
Diese sechs Eigenschaften gelten insbesondere fiir die Teilmenge M von V. AuRerdem gehort
* wegen (5)1 + .+ O_a)m =0+ ... +0 = o der Nullvektor aus V zu M und
«  mit jedem Vektora = rlzl +...+ rmﬁ)m aus M ebenso der entgegengesetzte Vekiau-M,
da-a =(-1)(Ray+ ..+ ay) = (=) ay+ ... + (—F) apy ist.

Damit erhalten wir als eine Folgerung aus der Definition G 30:

Satz G 54: Menge aller Linearkombinationen von Vektoren als Vektorraum G54

Sinday, ap, ... ap, Vektoren eines Vektorraumes V, so ist die Menge aller Linearkombinationen
dieser Vektoren beziiglich Addition und Vervielfachung in V wieder ein Vektorraum.

D Die Vervielfachung inR, +, -) erweist sich in der Mende der von 0 verschiedenen reellen Zahlen sogar
als eine Operation mit den strukturell gleichen Eigenschaften wie + (kommutativ, assoziativ, Einselement 1,
Zu a inverses EIemenTji)L Als Zahlenbereich mit zwei OperationenRsein ,kommutativer Korper*.
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Beispiel G 97:
Es seiem; = 5 unda,=HH Vektoren des Raumes.
[gJ DN

Die Menge M= ﬁ_()lj;() = tlzl)l ar tzzl)z; tl! t2 [”R}

ist eine echte Teilmenge des Vektorraumggdleichartig
strukturiert wierR3) und M ist wieder ein Vektorraum, da M ;
beziglich + und abgeschlossen ist. ~-L
Nach Eliminierung vonjtund ¢, aus den Koordinatengleichun-
gen ZU; = tlZl + t2;2

. g
erhdltman M =§ = §H012x -4y +z =0},
GO
d.h., M ist der Vektorraum aller Ortsvektoren der Eberie2x — 4y + z = 0.

Fir einen beliebigen Vektorraum V fuhrt dies als Verallgemeinerung zu folgender Begriffshildung:

Definition G 31:
Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V, die selbst beztglich der Addition und der Vervielfa-
chung in V ein Vektorraum ist, heilBnterraum U des Vektorraumes V.

Um festzustellen, ob eine Teilmenge M eines Vektorraumes V ein Unterraum von V ist, hat man nur
zu prifen, ob M beziglich + undbgeschlossen ist: Dies ist schon gewéhrleistet, wenn man fiir
beliebigeﬁ), b OM und rOR zeigt, dasa +b OM und ra OM gilt (hinreichende Bedingungen).
Speziell gilt danro OM, da & = o, und mita OM ist auch = OM, da -a = (~1)a.

Die beiden Bedingungen sind auch notwendig, so dass sich das folgende Kriterium ergibt.

Satz G 55: Unterraumkriterium
Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V ist genau dann ein Unterraum von V, wenn
fur alle Vektorem, b aus U und fur alle reellen Zahlen r gilt:

e 2,b0U0 a+b0OU, e 20U, rORO radu

Beispielsweise bildet M= {(x; y) OR?mx — 3y = 0} wegen Satz G 27 (G 5.1) einen Unterraum des
Vektorraume®R?. Dagegen ist M= {(x; y) OR?x — 3y = 6} kein Unterraum iR Es gilt namlich
z.B. (0; —=2)OM,, aber 2 - (0; -2) = (0; —&M,. Ebenso gehort der NullvektorvonR? nicht zu M.

Fur das homogene lineare Gleichungssystem mit 4 Variablen in Beispiel G 56 (Abschnitt G 5.1)
besteht die L6sungsmenge aus allen 4-Tupeln der Form

(X15 X9; X35 Xgq) = 1(2; 3; 1; 0) + s(4; —1; O; 1) mit r3R.

Mit den Ldsungsvektoreﬁl =(2;3;1;0) unJ{z = (4; -1; 0; 1) aus dem Vektorraukft sind auch

alle Linearkombinationen vo?ﬁl und?fz Lésungen des Gleichungssystems.

Nach dem Unterraumkriterium (Satz G 55) erhalt man nun als Ergénzung zu Satz G 27 (Abschnitt
G 5.1) die folgende Strukturaussage:
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Satz G 56: Erganzung zu Satz G 27 (Abschnitt G 5.1) G 56
Die L6sungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems mit n Variablen ist eir| Unter-
raum des Vektorraumdrs' aller n-Tupel reeller Zahlen.

Wegen Satz G 56 spricht man bei einem homogenen linearen Gleichungssystem vom Lésungsraum
des Gleichungssystems.

Zu den in Beispiel G 94 betrachteten Funktionenrdumen kann jetzt fur ein Intervall [a; b] ik a, b
erganzt werden: Der Vektorraum der auf [a; b] differenzierbaren Funktionen ist ein Unterraum des
Vektorraumes der auf [a; b] stetigen Funktionen (und beide sind Unterraume des Vektorraumes aller
auf [a; b] definierten Funktionen) (vgl. Abschnitt D 1.2).

Far Unterrdume, die Uber allégneakombinationenvon gegebenervektorena , Zz, ... ay eines
Vektorraumes beschrieben werden, sind folgende Benennungen ublich:

Definition G 32: G 32
Der durch alle Linearkombinationen der Vektozqn ao, ...,Zm gebildete Unterraum U heif3
. dlellneare HuIIe U der Vektorena aj, a2, ..., ay bzw.

» dervon al, a2, am erzeugte Unterraum U bzw.
-— e -
» dervonay, ay, ..., a,, aufgespannte Unterraum U.
Die Menge f4, ay, ..., a} Wird ein Erzeugendensystem des Unterraumes genannt.

G 9.4 Basen und Dimension von Unterrdumen eines Vektorraumes

Beispiel G 98: Der VektorraufR® der Tripel reeller Zahlen und seine Unterrdume G 98
Eine geometrische Deutung erfahrt der Vektorr®irdurch den Vektorraum der Verschiebun-

gen des Anschauungsraumes. Man kann diese Vektoren auch durch alle Ortsvektoren ces Rau-
mes beziglich eines festen Punktes O (Koordinatenursprung) veranschaulichen.

Unterraume deR3 (und zwaialle moglichen) sind

« der Vektorraum, der nur aus deédullvektoro besteht;

« alle Ortsvektoren, die Punkte eirfestenGeraden g durch O beschreiben;

» alle Ortsvektoren, die Punkte in eiffestenEbenee durch O beschreiben;

« der ganze VektorraufR®.

Fir die Vektoren in der Ebenei,\}Rz) gilt nach Abschnitt G 1.3, dass je zwei nicht parallele Vekto-

ren (also zwei linear unabhangige Vektoren) &asisdes VektorraumesMIRz) bilden. Im Vektor-

raum Vj, dessen Vektoren durch Tripel reeller Zahlen beschrieben werderstellen je drei nicht
komplanare, d.h. je drei linear unabhéngige Vektoren, eine Basis dar. Da tber diese konkreten Bei-
spiele hinaus alle Basen eines Vektorraumes gleich viele Vektoren enthalten (was hier ohne Beweis
mitgeteilt sei), wird die Anzahl der Vektoren einer Basis — alsleiragianteeines Vektorraumes —

die Dimension des Vektorraumgenannt.
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Definition G 33:

Es sei U ein vom NuIIraumB){} verschiedener Unterraum des Vektorraumes V.

Ein Erzeugendensysterﬁ{, 5)2, Zm} von U (vgl. Definition G 32) heif3t genau dann eine
Basisvon U,wenn die VektoreEl, 32, ...,E)m linear unabhéngig sind. Die Anzahl der Vektoren
einer Basis von U nennt man ddémension von U.

(DaV Unterraum von sich selbst ist, sind durch obige Formulierung auch die BBgsffevon

V undDimension vorV mit erfasst.)

Die folgende Ubersicht zum BegrifasisB von U enthalt neben den definierenden Eigenschaften

fur eine Teilmenge B von U weitere kennzeichnende Bedingungen (ohne Beweise):

B O U ist genau dann eine Basis vidnwenn eines der folgenden drei Bedingungspaare gilt:

(1) B ist einErzeugendensys- (1) B ist einErzeugendensys- (2) B istlinear unabhangig.

tem vonJ (d.h., die lineare tem vonU. (2") Jede echte Obermenge von

Hulle von B ist U; B spannt (2') Keine echte Teilmenge von B ist linear abhangigMit

U auf; jeder Vektor von U ist B spanntU auf. (Mit ande- anderen Worten: Eine Basis

eine Linearkombination von ren Worten: Eine Basis von von U ist einanaximale

Vektoren aus B). U ist einminimales Erzeu- linear unabhéngige Menge
(2) B istlinear unabhangig. gendensystem id.) (System) irJ.)

Beispiel G 99: Basen im VektorrauR?Y

$ % %

B= {E)l, E)z, ...,Zn} mit E)l = ED% , E)Z = %ua, v E)n = DE heif3t dienattrliche Basislesn-
0o 0o is
e e o0

dimensionalen VektorraumBS. Je n linear unabhangige Vektoren BBsilden eine Basis von

R". Somit stellen die Spaltenvektoren einer regularenr(zMatrix A (und ebenso ihre Zeilen-
vektoren) eine Basis vdRI" dar.

Als StandardmodeR" fur einen n-dimensionalen reellen Vektorraum (reell bezieht sich dabei
auf den Skalarbereich) finden sich auch die Vektorraugnend \; mit ihrernaturlichenBasis

{€1, e5} bzw. {1, €5, c3} Wieder.

Beispiel G 100: Die naturliche Basis des Vektorraumges P

Im Beispiel G 95/G 96 wurde gezeigt, dass der VektorraydePPolynome hdchstens n-ten
Grades und der VektorrauRY * 1gleichartig strukturiert sind; ein Polynom hdchstens n-ten
Grades ist namlich durch das (n + 1)-Tupgl &_ ;, ..., &, &) seiner Koeffizienten beschrie-
ben und die Verkniipfungen + undierden auch hier ,koordinatenweise" ausgefihrt.

Mit Blick auf ein Polynom p(x) =&"+a,_x" "1+ ... +ax+g und auf die natiirliche
Basis des Vektorraum®8 * 1 (vgl. Beispiel G 99) ist offenbar die Menge{x" 1 ... , x, 1}
von einfachen Polynomen aug €ine Basis von P und zwar die natlrliche Basis.
Zusétzlich sei darauf verweisen, dass g5+ rx" ~1+ ... + £x + 1, ;- 1 = 0 (Nullpolynom)
stetsf=r,= ... =1, + 1= 0 folgt, dass also diese n + 1 Polynome linear unabhé&ngig sind.
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