J Statistik

Statistische Verfahren ermdglichen es, ein Maximum an Informationen bei vergleichsweise gerin-
gem Aufwand und daher kostengiinstig zu gewinnen. Man untergliedert derartige Verfahren grob in
zwei Hauptbereiche: Verfahren zum quantitativen Beschreiben, Erfassen bzw. Kennzeichnen von
Erscheinungen (Bereich daeschreibenden Statistigl. Kapitel H) und Verfahren zum Beurteilen,
Prifen und Testen von Vermutungen bzw. Hypothesen. Der letztgenannte Berbmintigienden
Statistikoder auchPrifstatistikist Gegenstand des vorliegenden Kapitels. Ein Beispiel soll das
Anliegen der Prifstatistik illustrieren:

Noch im Mittelalter hielt sich hartnackig die Auffassung, dass die Anzahl der Jungengeburten mit

der Anzahl der Madchengeburten tbereinstimme — man musse nur lange genug ,Buch fihren“. Ent-
sprechende statistische Untersuchungen fiihrte erstmals der schottische Arzt, Mathematiker und
Schriftsteller John ABUTHNOT (1667—1735) durch. Er wertete demografische Daten von mehr als

80 aufeinanderfolgenden Jahren aus und schlussfolgerte: Da in jedem dieser Jahre mehr Jungen als
Madchen geboren wurden, kann das nicht zuféllig sein. Die Vermutung vom gleichen Anteil der Jun-
gen- und Madchengeburten ist als falsch zu betrachten.

In der modernen Prifstatistik veranschaulicht man demografische Daten z.B. in so genannten Bevol-
kerungspyramiden (s. Fig. J 1). Aus einer mehr als 100-jahrigen Geburtenstatistik ist heute bekannt,
dass der Anteil der Jungengeburten 0,514 (Madchengeburten 0,486) betragt. Zur fortlaufenden (jahr-
lichen) Aktualisierung der demografischen Daten erfasst beispielsweise jeder Landkreis, jedes Bun-
desland, wie viele Jungen und Madchen (auf seinem Territorium) geboren wurden. Werden also in
einem Landkreis unter 200 geborenen Kindern 102 Jungen gezahlt, so scheint man offenbar ,im
Trend" zu liegen. Wie viele Jungen (Madcham)ssemun aber anteilig (mindestens) unter einer
bestimmten Anzahl von Neugeborenen sein, um die Geburtenstatistik ,zu bestatigen“? Mit welcher
Sicherheit darf man sich fir eine Bestatigung entscheiden? (s. Beispiele J 7 und J 13)
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J1 Testen von Hypothesen — Testverfahren

Die historischen Wurzeln (priif-)statistischer Ermittlungen reichen bis in das Agypten der Zeit um
etwa 3050 v. Chr. zuriick. Hier fanden erstmalig Volkszéhlungen statt, wie sie auch aus dem
Rémischen Reich (etwa 100 n. Chr.) und dem Inka-Reich (etwa 1200 n. Chr.) Uiberliefert sind. In der
Mitte des 17. Jahrhunderts begann man (vornehmlich in England und Deutschland) das Wirtschafts-
und Sozialleben mit mathematischen Mitteln zu erfassen, darzustellen und Entwicklungsvorhersa-
gen (Prognosen) abzuleiten. Im 19. Jahrhundert entstanden — aus praktischen Bedurfnissen heraus —
insbesondere in Russlands@HEBYSCHEW 1821-1894), England (@LToN, 1822-19118 und
Deutschland (Exis, 1837—19143) gewisse statistische Traditionen. Weitestgehend unbeantwortet
blieb jedoch hier noch die Frage nach dem Grad der Sicherheit statistischer Analyseergebnisse. Erst
in den vierziger Jahren des 20. Jahrhunderts wurden die klassischen statistischen Zielsetzungen
(Beschreibung durch Daten und deren Analyse) um gezielte Untersuchungen zur Sicherheit der Ana-
lyseergebnisse — dem Niveau der Signifilé‘&der Ergebnisse, der Vermutungen bzw. Hypothesen —
erweitert. Seitdem haben sich Signifikanztests bewahrt, wie sie im GrundsatzlichesHem F
(1890-1962), HYMAN (1894—-1981) undEFARSON (1895—-1980) entwickelt worden sifd.

J 1.1 Grundprobleme des Testens von Hypothesen

In der Statistik werden statistische (Daten-)Mengen untersucht und dabei ein interessierender statis-
tischer Zusammenhang durch eiidallsgroRe z.B. die Zufallsgrolie X, beschrieben.

Definition J 1:

Statistische Mengersind Gesamtheiten von Ereignissen, Objekten oder Individuen.

Die Menge aller Ereignisse bzw. Objekte oder Individuen, die zu einem klar gekennzeichneten
Merkmal (oder einer Merkmalsgruppe) gebildet werden kann, bezeichnet nznuadiye-
samtheit, insbesondere bei Individuen auch Répulation.

Beispiele fir Grundgesamtheiten (und sich darauf beziehende ZufallsgréRen) waren so die Menge
« aller wahlberechtigten Burger eines Bundeslandes

(Die ZufallsgréRe X kdnnte die Anzahl der Birger beschreiben, die Wahler einer bestimmten Partei sind.);
« aller Baume eines Waldgebietes

(ZufallsgréBe X: Anzahl der Baume, die Schadigungen durch Umwelteinflisse aufweisen);
« aller Artikel einer bestimmten Sorte aus der Tagesproduktion einer Firma

(ZufallsgréRBe X: Anzahl der unbrauchbaren Artikel);
« aller Erdbeben im Zeitraum von 100 Jahren in einem bebenintensiven Gebiet

(ZufallsgréRRe X: Anzahl der Beben ab einer bestimmten Starke);

D pafnuti LwowitschT SCHEBYSCHEW vielseitiger russischer Mathematiker; veréffentlichte zahlreiche auf

praktische Anwendungen orientierte Arbeiten in der Wahrscheinlichkeitstheorie und bewies u.a. eine Verall-
gemeinerung des Gesetzes der grof3en Zahlen.

2) Sir FrancisGALTON; Vetter von Charles Darwin, gilt als bedeutender Vererbungsforscher des 19. Jahrhun-
derts und einer der Begrunder der empirischen Humangenetik.

3) wilhelm LEXIS; Volkswirt und Statistiker, entwickelte Theorien zur Untersuchung statistischer Daten.

4 Signifikanz — Bedeutsamkeit; hier: signifikant im Sinne von bedeutungsvoll, verallgemeinerungsfahig

%) Die englischen Mathematiker Ronald AylnfesHER, JerzyNEYMAN und Egon SharpREARSON erwar-
ben Verdienste in der Entwicklung der statistischen Schatz- und TesttRésHieR stellte als Genetiker und
Statistiker insbesondere Praxisbezlige her.
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» aller Unfalle im StraRenverkehr innerhalb einer Stadt
(Zufallsgrof3e X: Anzahl der betroffenen FuRganger).
Bei statistischen Untersuchungen ist es im Allgemeinen aus praktisch-organisatorischen Griinden
nicht moglich oder aus Kostengriinden nicht erwiinscht, eine interessierende Grundgesamtheit voll-
sténdig zu untersuchen. Man denke beispielsweise an
* Wahlprognosen, die selbstverstandlich nicht die Wahl vorwegnehmen bzw. ersetzen kénnen;
* Qualitatsprifungen, die nicht zerstérungsfrei bzw. ohne Folgeschaden bleiben (wie Untersu-
chungen von Materialien auf Elastizitat).

Aufgabe der beurteilenden Statistikist es deshalb vielmehr, aus Eigenschaften von Teilmengen
einer Grundgesamtheit (wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung des statistisch interessierenden
Merkmals in der Grundgesamtheit unbekannt ist) die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten eines
bestimmten statistisch interessierenden Merkmals iGdendgesamtheituschatzerund die Sig-
nifikanz des Schéatzwertes zu beurteilen.

Definition J 2: J2
Eine aus einer Grundgesamtheit (i. Allg. zufallig — ,auf gut Gliick") ausgewahlte (Teil-)Menye
mit n Elementen heif8tichprobe. Die Elemente X, X, ..., X, der Stichprobe sind Zahlen-
werte der ZufallsgréRe X. Die Anzahl n der Elemente gibt den Umfang der Stichprobe an, kurz
als Stichprobenumfang bezeichnet.

Jedes einzelne Element der Stichprobe t&tiBhprobenwert.

Um aus Eigenschaften der Stichprobe mit einer gewissen Sicherheit auf Eigenschaften der Grund-
gesamtheit schlieBen zu kdnnen, muss die Stichprobe charakteristisch — nmréagntativl) -

fur die Grundgesamtheit sein. Dariiber hinaus mussen die interessierenden Eigenschaften der Ele-
mente der Stichprobe quantifizierbar, also zahlenméRig erfassbar und beschreibbar sein. Das Erfas-
sen und Beschreiben Uibernimmt die beschreibende Statistik. Die Untersuchung der Stichprobe
mithilfe von Schéatz- und Testverfahren (einschlie3lich Entscheidungen und Angaben zu deren
Zuverlassigkeit) leistet die beurteilende Statistik.

Der erste wichtige Schritt einer Untersuchung ist die genaue Festlegung bzw. Kennzeichnung der
Grundgesamtheit.Der zweite Schritt besteht in der Planung der Zusammensetzusiiptigrobe.

Um Repréasentativitat zu erreichen, dirfen ihre Zusammensetzung und ihr Umfang nicht dem Zufall
Uberlassen bleiben; das Ermitteln ihrer einzelnen Elemente erfolgt dagegen zufallig. Fr einen hin-
reichend grof3en Stichprobenumfang gibt der so genauisteahlsatz aeine Orientierung.

_ Umfang der Stichprobe n . 0
Auswahlsatz a Umfang der Grundgesamtheit N 100 %

(Der Umfang der Grundgesamtheit N muss ggf. geschéatzt werden.)

Fur den Auswahlsatz a existieren empirisch gewonnene Erfahrungswerte. Diese Werte variieren z.B.
in Abhéngigkeit von der Zusammensetzung einer Stichprobe sowie der Art des Sachgebietes der
Grundgesamtheit. Als grober Richtwert kann a = 10 % angesehen vgerden.

1) Eine Stichprobe gilt als reprasentativ, wenn sie annahernd so wie die Grundgesamtheit zusammengesetzt und
der Stichprobenumfang hinreichend grof? ist.

2) In der statistischen Praxis sind sowohl erheblich kleinere a-Werte (z.B. bei Wahlprognosen; a < 1 %) als auch
erheblich groRere Werte (z.B. bei Qualitatskontrollen; a > 20 %) zu finden. Dies begriindet sich aus entspre-
chenden jahrzehntelangen Erfahrungen (Wahlprognosen) oder standig wechselnder Spezifik und daher feh-
lender Erfahrung (Qualitétskontrollen) bei der Zusammensetzung von Stichproben.
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Vorausgesetzt, eine Stichprobe ist geeignet zusammengesetzt, dann gilt: Je gro3er der Auswahlsatz,
desto sicherer die Reprasentativitat der Stichprobe.

In der Stichprobe werden n-mal wiederholte Beobachtungen ein- und derselben Zufallsgré3e zusam-
mengefasst. Variieren die Beobachtungsergebnisse in nicht vorhersagbarer Weise (Zufalligkeit

der Beobachtungsergebnisse) und beeinflussen sie einander nicht (Unabhé&ngigkeit der Beobach-
tungsergebniséé, so hebt man dies gelegentlich auch durch die Verwendung des Befyritids-
stichprobe besonders hervétAls haufige Auswahlformen von (Zufalls-)Stichproben seien die
Klumpenstichprobe und die (proportionalyeschichtete Stichprobgenannt. Ein&lumpenstich-
probesetzt sich stets aus allen Elementen von mindestens zwei Klumpen zusammen. Der Begriff
~Klumpen* wird hier im Sinne von Teilmengen (Ziehen mehrerer Elemente auf einen Griff, Ziehen
als ,Klumpen*) gebraucht. Beim Untersuchen einer Klumpenstichprobe untersucht man alle Ele-
mente aller Klumpen.

Beispiele fur Klumpenstichproben:

 Die Qualitat eines bestimmten Produktes soll gepruft werden (z.B.: Diskette fehlerfrei oder fehlerhaft).

Ist das Produkt etwa in GroRBpackungen mit je 100 Kleinpackungen zu je 10 Produkten verpackt, kdnnten tber
einen langeren Zeitraum aus jeder Tagesproduktion zwei Gro3packungen zufallig ausgewahlt und diesen wie-
derum jeweils drei Kleinpackungen (ein Klumpen) zur Prifung zuféllig entnommen werden. Die im Laufe eines
bestimmten Beobachtungszeitraumes (z.B. ein Monat) entnommenen (,gezogenen*) Kleinpackungen bilden
eine Klumpenstichprobe.

» Der Gebisszustand 13-Jéhriger soll beurteilt werden.

Zur Beurteilung kdnnen an einigen zuféllig ausgewahlten Schulen die (13-jahrigen) Schilerinnen und Schiler
zufallig ausgewahlter 7. Klassen (jede Klasse ist ein Klumpen) zahnarztlich untersucht werden. Die untersuch-
ten Schilerinnen und Schiler der einbezogenen Schulen bilden eine Klumpenstichprobe.

Eine geschichtete Stichprobe weist in voller Absicht dieselbe Zusammensetzung (Grundstruktur)
wie die Grundgesamtheit auf. Man spricht daher auch von einem verkleinerten Abbild oder einer
Mikrokopie der Grundgesamtheit.

Beispiele fiir (proportional) geschichtete Stichproben:
» Ein Wahlausgang soll (z.B. durch ein Meinungsforschungsinstitut) prognostiziert werden.
Meinungsforschungsinstitute verfiigen i. Allg. aus jahrelanger Erfahrung tber detaillierte Informationen zur
Zusammensetzung der Grundgesamtheit. Wahlprognosen entstehen auf der Basis umfassender Kenntnisse uber
das Wabhlverhalten der verschiedenen (wahlberechtigten) Bevolkerungsgruppen. Unterschiede in der Grundge-
samtheit wie regionale Unterschiede, Unterschiede nach Geschlecht, Alter, Beruf, ... werden adaquat in der
Stichprobe bertiicksichtigt: Es wird z.B. darauf geachtet, dass die verschiedenen Bevolkerungsgruppen prozen-
tual wie in der Grundgesamtheit vertreten sind. Zufallig bleibt, wen man aus jeder Bevolkerungsgruppe fiir die
Stichprobe auswahlt.
« Schilerinnen und Schuler an Gymnasien sollen nach ihrer durchschnittlichen wdchentlichen Arbeitszeit am
Computer befragt werden.
Ist die Grundgesamtheit (Gesamtschilerzahl mehrerer Gymnasien) nicht allzu grof3, kdnnten im Interesse einer
sicheren Repréasentativitat der Befragung alle Schilerinnen und Schiler einbezogen werden. Eine geeignet
geschichtete Stichprobe musste — prozentual der Grundgesamtheit entsprechend — anteilig zufallig ausgewahlte
Mé&dchen und Jungen aus den Klassen einer bestimmten Anzahl Gymnasien (ggf. aus Gro3stéadten, Stadten mitt-
lerer Gré3e und Kleinstadten sowie landlicher Gegend) umfassen.

Insbesondere das letzte Beispiel zeigt, wie wichtig eine geeignete Zusammensetzung der Stichprobe
fur deren Repréasentativitat ist. Wirde sich etwa die (zuféllige) Auswahl der Befragten auf die Jungen

D Das heift: Unabhé&ngig davon, welche Elemente bereits fur die Stichprobe ,auf gut Glick* ausgewahlt wor-
den sind, kann jedes Element der Grundgesamtheit mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewahlt werden.
2) Wir verwenden den BegriftichprobgDefinition J 2) hier stets synonym riifallsstichprobe
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zweier achter Klassen eines Gymnasiums beschranken, ware gunstigenfalls eine (vage) Aussage
Uber Jungen dieser Altersgruppe (und nur fir dieses Gymnasium) sinnvoll.

In jedem Falle soll eingufallsstichrobeerzeugt werden. Diese Forderung ist durch die Urnenmo-
delleZiehen mit Zuriicklegelbzw. Ziehen ohne Zuriicklegdreschreibbar. Beirdiehen ohne
ZurUcklegerist jedoch die obige Forderung nach Unabhéangigkeit verletzt. Praktisch I&sst sich hier
Unabhangigkeit aber immer dann gewahrleisten, wenn die Anzahl der gezogenen Elemente im Ver-
gleich zur Anzahl der Elemente der Grundgesamtheit (Gesamtzahl der Kugeln jeder Art in der Urne)
hinreichend klein bleibt. Bei einer verhaltnismafig gro3en Anzahl der Elemente der Grundgesamt-
heit &ndert eiZiehen ohne Zuriicklegenn vergleichsweise wenigen Elementen die Zusammenset-
zung der Grundgesamtheit praktisch nicht, so dass die Art des Ziehens flr die Unabhéngigkeit nicht
relevant ist.

Beurteilende Statistik setzt zundchst quantitatives Beschreiben voraus. Am folgenden Beispiel wer-
den Mdglichkeiten einer mathematischen Beschreibung von Stichproben aus einer Grundgesamtheit
betrachtet und weitere Grundbegriffe der beurteilenden Statistik erarbeitet. Vollstandig bearbeiten
werden wir das Beispiel im Abschnitt J 1..

Beispiel J 1: J1
Ein Zulieferbetrieb stellt Federsatze zum ,Tieferlegen“ eines bestimmten Fahrzeugtyps her.
Aus langjahrigen Erfahrungen weif3 man, dass aufgrund des komplizierten Fertigungsprozesses
30 % aller Federsatze Ausschuss sind. Durch Verwendung héherwertiger Materialien urd Ver-
besserungen der Fertigungstechnologie will man den Ausschuss drastisch reduzieren. Stichpro-
ben von jeweils 20 nach verbesserter Technologie und aus htherwertigem Material gefertigten
Federsatzen wiesen hdchstens zwei Ausschuss-Federsatze (10 %) auf.

Es interessiert, welche Schlussfolgerungen aus dieser Stichprobe gezogen werden kénnen und
wie sicher diese sind. Insbesonders bedeutsam ist, mit welcher Sicherheit aus dem Priifergebnis
(Stichprobe) tatsachlich auf eine Qualitatsverbesserung geschlossen werden kann.

Méogliche mathematische Modellierung:

In einer Urne mit hinreichend vielen weif3en und schwarzen Kugeln (keine anderen KugzIn in
der Urne) symbolisieren die weif3en Kugeln die fehlerfreien, die schwarzen Kugeln die fhler-
haften Federsatze. Der Anteil p der schwarzen Kugeln ist dabei unbekannt. Es werden 20
Kugelnmit Zuriicklegen gezogen (StichproHeDie Anzahl der schwarzen Kugeln unter den

20 Kugeln interessiert.

Im voranstehenden Beispiel beschreibe die ZufallsgréRe X die Anzahl der schwarzen Kugeln unter
allen Kugeln in der Urne. Die Zufallsgré3e X kann folgendermaRRen definiert werden:
%’ wenn eine schwarze Kugel gezogen WIr;_dX ist eine BERNOULLI-GrofRe (vgl. Abschnitt H 5.1)

, wenn keine schwarze Kugel gezogen wird
Das entsprechendeBNOULLI-Experiment (Ziehemit Zuriicklegen aus einer Urne) werde n-mal
(im Beispiel n = 20) durchgefihrt. Weil die einzelnen Ziehungen unabhangig voneinander sind, wei-
sen die zugehdrigen ZufallsgroRen X,, ..., X, dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung wie die
ZufallsgrofRe X auf. Jede Stichprobe vom UmfangerfiouLLI-Kette der Lange n) kann somit als
ein n-Tupel (X; Xo; ...; X) Mit x; 0{0; 1} fur i = 1; 2; ...; n aufgefasst werden. Unsere obige Stich-
probe (Umfang n = 20) liel3e sich also beispielsweise durch nachstehende 20-Tupel beschreiben:

(0;0;1;0;0;0;0;0;0;0; 0; 1;0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0), (1; 0; 0; 0; O; 0; 0; O; O; 0; O; O; 0; 0; O; O; 0; O; 1; O) usw.

X =

D Praktisch kann die Stichprobe von 20 Federséatzen durchaus Bidteds ohne Zuriicklegenzeugt werden.
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Entscheidend ist: Unter den 20 gezogenen Kugeln sind genau 18 y@&iRer{d zwei schwarze

(,1* ). Da nicht interessiert, an welcher Stelle die schwarzen Kugeln gezogen worden sind, ist die
Untersuchung als 20-elementige Menge (mit 18;@falund zweimal,1" ) {0; 0; 1; 0; O; 0; O; 0; O;

0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; O; O} fur die weitere Analysetatigkeit ausreichend.

Die praktische Fragestellung lasst sich ,ubersetzen”: Aus der Anzahl der schwarzen Kugeln in der
Stichprobe soll auf den unbekannten Anteil p der schwarzen Kugeln in der Urne geschlossen werden.
Dieser Anteil wird durch die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit p beschrieben. Ob es méglich ist, eine
Qualitatsverbesserung zu schlussfolgern, héngt davonialelcher Sicherheit (Signifikardipser

Anteil unter oder ggf. tber dem bisherigen (Ausschuss p = 0,3 bzw. p = 30 %) liegt. Fir die Signifi-
kanz kann durch Vorgabe ein bestimmtes Niveau gefordert werden oder das Signifikanzniveau ist zu
ermitteln.

Die Anzahl der schwarzen Kugeln in der Stichprobe ist binomialverteilt, da die Enthahme einer fes-
ten Anzahl von n Kugeln aus der Grundgesamtheit zufallignibdurticklegen erfolgt. Fir die
unbekannte Wahrscheinlichkeit p, dass bei einmaligem Ziehen aus der Urne eine schwarze Kugel
gezogen wird, lassen sich — unter Beachtung der Stichpitobgriéndeté/ermutungen, man sagt:
Hypothesen,ableiten. Wegen der Stichprobe (2 von 20, é&so ), ware p=0,1 eine Hyp]dllbllétse.

Blick auf den friheren Anteil schwarzer Kugeln (Ausschuss p = 0,3) kdnnte ebenso die Hypothese
p < 0,3 formuliert werden. Fur den vorliegenden konkreten Fall ware hingegen eine Vermutung

p > 0,3 i. Allg. nicht begriindet (Widerspruch zum Einsatz héherwertigen Materials und verbesserter
Technologie) und wiirde daher als ,normale” Hypothese ausschai 1.

Definition J 3:

Die zu Uberprifende bzw. zu beurteilende Hypothese Negilldtypothese I—b3). Die Vernei-
nung (die Negation, das Gegenteil) der Nullhypothese Altetnativhypothese oderGegen-
hypothesegenannt und miti; oder auctH bezeichnet. Nullhypothese und Alternativ- bzw.
Gegenhypothese sind konkurrierende (einander ausschlieRende) Hypothesen.

Auf der Grundlage statistischer Tests (s. Abschnitt J 1.2 und J 1.3) wird entschieden, ob die Nullhy-
pothese abzulehnen (zu verwerfen) ist oder nicht. Im Allgemeinen versucht man (aus historisch
gewachsenem ,Sicherheitsdenken” heraus), die Nullhypothese abzulehnen und somit die Gegenhy-
pothese anzunehmen. Die Entscheidung, ob eine Hypothese abzulehnen ist, bleibt stets kompliziert,
weil dabei auf der Basis ein8tichprobenntersuchung entschieden wird, wahrend die Hypothese

die Verhaltnisse in dgerundgesamtheibbeschreibt. Offenbaren die Untersuchungsergebnisse der
Stichprobe extreme Abweichungen von der Nullhypothese, so spricht man vorsgjniikanten
Unterschiedzwischen der Nullhypothese und (den Untersuchungsergebnissen) der Stichprobe. Die
Nullhypothesast abzulehnelf zu verwerfen). Lassen sich aus der Stichprobe keine signifikanten
Abweichungen nachweisen, darf nicht geschlussfolgert werden, dass die Nullhypothese richtig sei.

D Hypothesen, die durch genau einen Wert (g)fgstgelegt sind, nennt mamfacheHypothesen im Unter-
schied zu Hypothesen der Form p, (bzw. p < p; p > ), die alzusammengesetztgpothesen bezeichnet
werden.

2) Dies heif3t jedoch nicht, dass dieser Fall praktisch unmdglich ist. Es wird lediglich festgestellt, dass er nicht
zu vermuten ist, weil sein Eintreten unter den gegebenen Bedingungen nicht begriindet werden kann.

3) Die uiblich gewordene Begriffsbildung ,Nullhypothese” soll verdeutlichen: Die Nullhypothese geht i. Allg.
davon aus, dass die unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung (in der Grundgesamtheit) mit der vermuteten
Verteilung (aus der Stichprobe gewonnen) tatsachlich tbereinstimmt; zwischen Vermutung und Tatsache
besteht dann ,die Differenz null”.
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Sie steht nur nicht im (offensichtlichen) Widerspruch zu den Untersuchungsergebniskanrund

mit Blick darauf lediglichnicht abgelehnt werdeie Entscheidung bleibt also stets mit einer
gewissen Unsicherheit behaftet. Daher ist es wichtig, die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehlentscheidun-
gen zu kennen, sie sinnvoll festzulegen, zu berechnen oder abschéatzen zu kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit, mit der man bereit ist bzw. das Risiko eingehtneidieklichkeit wahre
Nullhypothese irrtimlich als falsch abzulehnen, nennt imamimswahrscheinlichkeit a. Sie wird

meist vor Beginn des Tests festgelegt oder aus Testdaten berechnet und haufigayrafikaazni-

veaua, a-Fehler bzw.Fehler 1. Art oderRisiko 1. Art bezeichnet) Statistische Tests gestatten das
Berechnen der Werte der ZufallsgréRe X, fur die die Nullhypothese abgelehnt wird. Die Menge dieser
Werte aus dem Wertebereich der ZufallsgroRe X WéilhnungsbereichA (Verwerfungsbereich

oder kritischer Bereich). Die Menge der verbliebenen X-Werte bildeAdeahmebereich A.Auch

ein weiterer Fehler ist moglich: Nimmt die Zufallsgrofze X einen Wert aus dem Annahmebereich an,
so dass ein@ Wirklichkeit falschéNullhypothese nicht abgelehnt werden kann, begeht man ebenfalls
einen Fehler. Dieser Fehler heiFehler bzw.Fehler 2. Art oderRisiko 2. Art.

Bezlglich deiFehler beim Testen von Hypothesefésst sich damit feststellen:
Fehlentscheidungertreten auf, wenn

Hypothese i in Wirklichkeit
wahr falsch
Howird abgelehnt Entscheidung falsch Entscheidung richtig
Fehler 1. Art
Howird nicht abgelehnt Entscheidung richtig Entscheidung falsch
Fehler 2. Art

Die Hypothesenprifung bezieht sich auf Hypothesen, die fur die Grundgesamtheit gliltig sein sollen,
aus der die untersuchte Stichprobe entnommen wird. Solche Hypothesen kdnnen sich beziehen auf

» eine unbekannte Wahrscheinlichkeit,

* einen unbekannten Parameter (z.B. p bei der Binomialverteilyng déler p,cz bei der
Normalverteilung N: 52),

» den Typ der Wahrscheinlichkeitsverteilung (z.B. Normalverteilung),

» die Gleichheit unbekannter Wahrscheinlichkeitsverteilungen oder

« die Unabhangigkeit von ZufallsgréZen.

J12 Testen einer unbekanntetWahrscheinlichkeit; Alter nativtests

Verteilungsannahmen (z.B. Hypothesen zu unbekannten Wahrscheinlichkeiten) Giber Merkmale
einer zu untersuchenden Grundgesamtheit werden mithilfe statistischer Tests, sog. Signifikanztests,
anhand konkreter Stichproben tiberpriift. Basis der Uberpriifungen ist die Nullhypothese. Der mathe-
matische Aufbau der Signifikanztests erfolgt so, dass genau zwei Prufergebnisse mdglité sind:
Nullhypothese ist abzulehnen oder die Nullhypothese kann nicht abgelehnt.werden

Fur den Fall, dass die Nullhypothese abzulehnen ist, legt i. Allg. die Alternativhypothese fest, wie
das ,Nichtgultigsein“ der Nullhypothese zu deuten ist. Sind in einem Test beide Hypothesen einfa-
che Hypothesen (s. FuBnote 1, S. 444), also durch jeweils genau einen konkreten Wert formuliert,

Dn Abhangigkeit von den konkreten Gegebenheiten und den Anspriichen an die Sicherheit der Testergebnisse
sind Irrtumswahrscheinlichkeiten von 1 &= 0,01) bis 10 % = 0,1) allgemein Ublich. Sehr haufig wird
mit 5 % @ = 0,05) gearbeitet.
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spricht marvon einenmbesondeen SignifikanztésdemAlter nativtest, anderefalls (nur)jvon einem
(normalen)Signifikanztest DerAlternaivtest ist sozusagen ein Signifikanztest Nullhypothese

kontra Alternativhypothese. Wegen der eindeutigen Festlegung beider Hypothesen lasst sich fir die
Signifikanzbeurteilung sowohl der Fehler 1. Art als auch der Fehler 2. Art eindeutig berEdmien.
einem (normalen) Signifikanztest kann der Fehler 2. Art nicht eindeutig berechnet werden, da
(zumindest) die Alternativhypothese nicht eindeutig (nicht durch genau einen Wert) festgé]egt ist.

Ausgehend von Beispiel J 1 sei nun das grundsétzlichen Vorgehen bei Alternativtests dargestellt.
Zunachst ist zu entscheiden, weldestkonstruktion fiir die statistische Uberpriifung des vorlie-
genderkonkreten Sachverhalén geeignetsten ist. Dies erfordert, insbesondere die folgenden Fra-
gen mit viel Feingefuihl und ,logischem Geschick* hinsichtlich der mathematischen Ubersetzung
des Sachverhaltes und der angestrebten Signifikanz zu beantworten:

— Was wird als Nullhypothese formuliert, was als Alternativhypothese?
—  Wo will (muss) man sehr vorsichtig sein, wo kann (darf) man groR3ere Risiken eingehen?

Im Beispiel J 1 sprechen jahrelange Erfahrungen mit alter Technologie und bisherigem Material fir
einen Ausschuss von 30 % (p = 0,30). Es ist anzunehmen, dass bei verbesserter Technologie und
héherwertigem Material der Ausschussungiinstigsten Fallveiterhin 30 % betragen wird. Dem-
gegenuber steht das Ergebnis der Stichprobe, aus denmwgiihstigsten Falb = 0,1 geschlossen
werden kann. Richtig ist es, eher vorsichtig zu bleiben, da langjahrigen Erfahrungen nur eine relativ
kurzfristige (Stichproben-)Erfahrung gegeniibersteht: Fir das Ansehen des Zulieferbetriebes ist es
weniger schadlich, eine in Wirklichkdiessereualitat zu Unrecht alschlechterzu kennzeichnen

(Es wird einFehler 1. Artbegangen!). Dagegen ist es in hohem Mal3e imageschéadigend, eine in
Wirklichkeit schlechtereQualitat aldbesserauszugeben (Es wird efiehler 2. Artbegangen!).

Es werden (genau) zwei miteinander konkurrierende Hypothesen formuliert, ndmlich als Nullhypo-
these k: pp = 0,1 und als Gegenhypothesg i = 0,3%) Die Wahl von p = 0,1 (also einer Quali-
tatsverbesserung) als Nullhypothese steht einerseits fiir die Vermutung (die erhoffte Qualitats-
verbesserung), bringt andererseits aber gerade die gebotene Vorsicht zum Ausdruck: Im Test wird
stets versucht, die Nullhypothese abzulehnen und somit die Alternativhypothese anzunehmen.

Ho und H, sind einfache Hypothesen. Fur das im Beispiel J 1 erarbeitete Urnenmodell heif3t dies:
Der Anteil der schwarzen Kugeln (fehlerhafte Federséatze) in der Urne kettéagiderl O %oder

30 %. Auf der Basis einer Stichprobe (es kann die bereits vorliegende oder auch eine neue sein) ist
nach n-maligem Ziehen einer Kugel (mit Zurticklegen) zu entscheiden, ob der Anteil 10 % oder 30 %
betragt.

Bei einer Stichprobe mit dem Umfang n = 20 erhélt man X schwarze Kugeln. Die zuféllige Anzahl

X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 20 und unbekanntem p. Welcher Wert p zutrifft, muss
alternativzwischen den beiden (einfachen) Hypothesgodl H, — abgesichert durch einen Signi-
fikanztest — entschieden werden.

Mit Bezug auf die (angenommene) Art der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréZe X (hier
Binomialverteilung) schreibt man die Hypothesen haufig auch in einer ausfihrlichen Form.

1)
2)

Dies charakterisiert die Besonderheit des Alternativtests gegentiber dem (normalen) Signifikanztest.

Man sagt auch: Bei einem (normalen) Signifikanztest isAltgenativhypothese nicht spezifiziert

Die fehlende Spezifikation der Alternativhypothese gilt bei statistischen Tests Hisrofedfall.

Prinzipiell ist es bei einem Alternativtest (aus ,reinmathematischer” Sicht) gleichgtiltig, welche der beiden
Hypothesen als Nullhypothese gewahlt wird, da man sowohl den Fehler 1. Art als auch den Fehler 2. Art ein-
deutig berechnen kann.

3)
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Ho: X ~ Bag: 0.3 H1: X ~ Byo. 9 3(gesprochenX ist binomialverteilt mit den Parameterr=r20 und
Po = 0,1bzw. X ist binomialverteilt mit den Parameterr=r20 und g = 0,3).

Definition J 4: J4
Ein statistischer Test auf signifikante Unterschiede (Signifikanztest), bei dem zwischen . <l
einfachen Hypothesen alternativ (fir den einen oder den anderen konkreten Wert) entschieden
wird, heil3t klassischer” Alternativtest,kurz: Alternativtest.

Fur dieweitere Testkonstruktiogibt es nun zwei prinzipielle Moglichkeiten:

(1) Man legt sinnvoll fest, ab welcher Anzahl defekter Federsatze in der Stichprobe (Anzahl X der
gezogenen schwarzen Kugeln) die Nullhypothese abgelehnt werden soll (Kennzeichnung ihres
Annahme- bzw. Ablehnungsbereiches) und ermittelt daraus das zugehdrige Signifikanzniveau
(Fehler 1. Art) sowie den Fehler 2. Art.

(2) Man geht von einem bestimmten vorgegebenen oder gewéhlten Signifikanzniveau aus und ermit-
telt daraus den zugehdrigen Annahme- bzw. Ablehnungsbereich fiir die Nullhypothese sowie den
Fehler 2. Art.

Bei Mdglichkeit (1)wird man sicHur Hg (gleichbedeutend mit einer Qualitétssteigerung) entschei-
den, wenn die Anzahl X der schwarzen Kugeln (Anzahl der defekten Federséatze) sehr klein bleibt.
Beispielsweise kdnnte festgelegt werden:

Die ,kritische Anzahl“ X, der ,Grenzwert" fur X, sei 2, also Annahmebereich A = {0; 1}. Das hejf3t: H
kann nicht abgelehnt werden, wenn X < 2 gilt. Es erfolgt eine Entschdidfuirg (also gegen die Alterna-
tivhypothese). Ablehnungsbereich: = {2; 3; ...; 20}. Das hei@tistlabzulehnen, wenn X2 gilt. In
diesem Fall erfolgt eine Entscheidup@gent (alsoflr die Alternativhypothese).

Aus diesen Festlegungen oder Entscheidungsregeln ist sofort zu schlussfolgern: Da X = 2 (siehe
Stichprobe) zum Ablehnungsbereich gehdrt, ist die Nullhypothese abzulehnen. Mit der Entschei-
dunggegendie Nullhypothese flhaben wir uns automatiséiir die Alternativhypothese Hent-
schieden. Die Frage nach einer (signifikanten) Qualitatsverbesserung muss demnach bei einer
derartigenTestkonstruktion verneint werden. Offen bleibt die Frage, wie sinnvoll diese Testkon-
struktion tats&chlich ist, d.h., mit welcher Wahrscheinlichkeit jeweils die beiden mdglichen Fehlent-
scheidungen (Hwird abgelehnt, obwohl sie in Wirklichkeit wahr ist bzwy kéinn nicht abgelehnt
werden, obwohl sie in Wirklichkeit falsch ist) auftreten. Es ist also zu ermitteln, auf welchem Signi-
fikanzniveaw (Fehler 1. Arta-Fehler) und mit welchem Fehler 2. Ag-EFehler) wir bei dieser
Testkonstruktion entschieden haben.

Uberlegurgen zum Ermitteln deehla's 1. Art und dedehlas 2.Art:

Die Stichprobe stellt eineERNOULLI-Kette der Lange n = 20 (Stichprobenumfang) dar. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p der Zufallsgrofie X (X £XX5 + ... + X5 0< X < 20) ist unbekannt.
Aufgrund der Stichprobe wird p = 0,1 vermutet, die Zufallsgrof3e X also binomialverteilt mit den
Parametern n = 20 und p = 0,1 angenommen. Da somit flr den unbekannten Parameter p der Wert
aus der Nullhypothesegp 0,1 gesetzt worden ist, gilt bei (in Wirklichkeitahrer Nullhypothese

X ~ Bgo. 0,1 Bei (in Wirklichkeit)falscherNullhypothese wirde jedoch X -8 oyggelten?) Die

folgende Ubersicht verdeutlicht noch einmal die Zusammenhange und Berechnungen:

1 Man bedenke bei allen Uberlegungen, dass stets von der Nullhypothese ausgegangen wird. Alle Uberlegun-
gen basieren auf der Nullhypothese, mit dem Bestreben, diese Hypothese abzulehnen.
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HO ist wahr( X ~ Bzo; 0,1 HO ist falschll X ~ Bzo; 0,3
B20:0,1({k}) Fig. J 2a B2o:03({k}) Fig. J 2b
0304 | 0304 |
0251 0251 |
0,20 1 0201 |
0,15 + 0151 |
0,10 + 0101 |
0,05 4 0054 |
012 4 6 8 101214 16 18 A K 012468112415 182K
A A A

Die grafische Darstellung der (einfachen) Binomialverteilupg B4{k}) (Fig. J 2a) veranschau-
licht aus der Sicht der (in Wirklichkeit wahren) Nullhypothege H

GroRRe Wertaon X (X = k) sprechen gegenyHierAblehnungsbereickegtrechtsvom Wert X = 2. Da man

stets bestrebt ist,J-ibzulehnen (vgl. Abschnitt J 1.1), spricht man in diesem Fall von einem einseitigen,
rechtsseitigen Test

Werden die Wahrscheinlichkeiten 3, {{k}) des Annahmebereichs sowie die des Ablehnungsbereichs
summiert, so zeigt ein Flachenvergleich, dass sich hier fur den Ablehnungsbereich ein etwas gréf3erer Wert
ergibt.

Die ,Gesamtwahrscheinlichkeit” fir détblehnungbereich unter der Bedingung X »®8 jist als

Malf3 dafiir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, die in Wirklichkdite Nullhypothese

(Ho: po = 0,1)abzulehnepwenn die Stichprobe mehr als eine schwarze Kugel liefert. Mit dieser Art
der moglichen Fehlentscheidung begeht manFeéter 1. Art

Vergleicht man die Darstellung in Fig. J 2a mit der grafischen Darstellung der (einfachen) Binomi-
alverteilung By. o 4{k}) (Fig. J 2b), so wirdaus der Sicht der (in Wirklichkeit falschen) Nullhypo-
these H deutlich:

Der Ablehnungsbereich und der Annahmebereich weisen erwartungsgeman —wegen peranderte
~.Gesamtwahrscheinlichkeiten auf. Selbstverstandlich sprechen weiterhin grof3e Wertgegeniind
kleine Werte von Xr) die Nullhypothese.

Werden die Wahrscheinlichkeitep g {{k}) jeweils des Annahmebereiches sowie des Ablehnungsberei-
ches summiert, ergibt sich hier fir dennahméereich ein aul3erst kleiner Wert.

Die ,Gesamtwahrscheinlichkeit* fir démnahmeereich unter der Bedingung X »# sist als

Mal dafiir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, die in Wirklichkeit falsche Nullhypothese

(Ho: po = 0,1)nicht abzulehnerwenn die Stichprobe weniger als zwei schwarze Kugeln liefert. Mit
dieser Art der moglichen Fehlentscheidung begeht mafetder 2. Art

Wir fihren nun die nachstehenden Berechnungen aus.

Angenommene Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Grundgesamtheit

Ho:pp=0,1 Hg (in Wirklichkeit) wahr: Hy (in Wirklichkeit) falsch:
A={0; 1} Esgiltp=p=0,10 X~Byy. 01 Esgiltp=p=0,30 X~Byy. 03
A ={2;3; ...; 20} | Die Berechnungen erfolgen auf der Basi®ie Berechnungen erfolgen auf der Basis

von , der durch die Nullhypothese vorgeron p, der durch die Alternativhypothese
gebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung firorgegebenen Wahrscheinlichkeitsvertei-

die Grundgesamtheit. lung fiir die Grundgesamtheit.
Hg kann nicht P(Apo) = Byo; 0,4{0; 1}) = 0,39175 P(Apl) = Byp: 0,4{0; 1}) = 0,00764
abgelehnt werden (Tabellenwert) (Tabellenwert)

P(Apo) =0,39 P(Apl) =0,01
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Hy ist abzulehnen

P(py) = B2o:0,4{2:3:...; 20})
PR ) =1- Pl
=1-By; 0,4{0; 1})
=1-0,39175 = 0,60825
P(A ) = 0,61

P(é‘ p ) =B20.04{2;3; ...; 20})
PRy =1-Plh)
=1-By04{0; 1))
=1-0,00764 = 0,99236
P(A pl) =0,99

Schlussfolgerung
Fehler

Zur Ermittlung der Werte 8 ({k}) kann die Tabelleder summier- [F=p, & bt framokiear =]

det oder mit einem geeigneten Rechner gearbeitet werden. Letz"*=m®- -1+ PR

Bei Annahmevon Hy irrt man nicht.

Bei Ablehnungvon Hy irrt man nicht.

Man begeht einen Fehler (1. Art), wenn di®lan begeht einen Fehler (2. Art), wenn die

Nullhypothese (hier mit einer Wahrsche
lichkeit von 0,61 pls falschabgelehnt wird
(obwohl sie wahr ist).

Fehler 1. Arta = 0,61;0 = 61 %

rNullhypothese (hier mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0,01 icht alsfalsch abgelehnt
wird (obwohl sie falsch ist).

Fehler 2. Art =0,01;,=1%

Dicrie|

ten (kumulierten) Binomialverteilung (s. Abschnitt H 5.3) verwgr o=fine bzrncn. e, =rtrtn, e (1 - )b i

ist besonders vorteilhaft, da man so Werte fur beliebige (sinnvg
n und p sofort ermitteln kann, wahrend Tabellen nur ausgewah|z uncza. .1. 1) 33175

1]
= Define kumin, p, mi= . bernin, p, ki
k=0

Dione|

kum¢20,..1.1>

und p erfassen. Fig. J 3 gibt das Schirmbild fiir den Fall an, dass'@nc torm —mews——— [l

Funktionbern fiir die Binomialverteilung und eine FunktiGgom

fur die summierte Binomialverteilung definiert wurde.

Verallgemeinernd lasst sich somit feststellen:

Satz J 1 Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1.Art

Die summierte Wahrscheinlichkeit déblehnungbkereiches einer Nullhypothesefh = )
unter der Bedingung X ~By, ist als Maf3 daftir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, einen
Fehler 1. Art ¢-Fehler) zu begehen. Mit dieser Wahrscheinlichkeit wird die in Wirklichkeit

wahre NuIIhyBotheskertUmliEh abgelehnt
Esgilt:a =PAp, ) = By, n(A) =1 - B, (A

Fig. J 3

J1

Satz J 2: Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art

Die summierte Wahrscheinlichkeit de@snahmeereiches einer Nullhypothesefhb = )
unter der Bedingung X ~B,, ist als Maf3 daftir anzusehen, wie wahrscheinlich es ist, einen
Fehler 2. Art 3-Fehler)zu begehen. Mit dieser Wahrscheinlichkeit wird die in Wirklichtagit

sche Nullhypothesertimlich nicht abgele_hnt
Es gilt:B = P(Ay) = By, p,(A) =1 = By, (A)

J2

Wir interpretieren nun die oben berechneten Wahrscheinlichkeiten fur die beiden méglichen Fehlentscheidun-
gen mit Blick auf den untersuchten Sachverhalt.

Der Fehler 1. Art (Wertx = 0,61 bzwo = 61 %) besagt (verschieden formuliert):

« Der Ablehnungsbereich ist so (sehr gro3) gewahlt worden, dass die vermutete Qualitatsverbesserung (bei
wahrer Nullhypothese §)l auf einem Signifikanzniveau ven= 0,61 (irrtimlich) abzulehnen ist.

« Beim Registrieren von mehr als einem defekten Federsatz (unter 20 untersuchten Federsatzen) spricht man
sich mit der Wahrscheinlichkeit= 0,61 bzwo = 61 % gegen die (in Wirklichkeit erreichte) Qualitatsver-

besserung aus.

* In 61 % aller Stichproben (bei einer Wiederholung des Zufallsexperiments ,Ziehen einer Stichprobe* in geni-
gend groRRer Anzahl) wirden die Stichprobenergebnisse gegen die (in Wirklichkeit erreichte) Qualitatsverbes-

serung sprechen.
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Der Fehler 2. Art (Wer = 0,01 bzwf = 1 %) besagt (verschieden formuliert):

« Der Annahmebereich ist so (sehr klein) gewahlt worden, dass die vermutete Qualitatsverbesserung (bei fal-
scher Nullhypothese$imit einer Wahrscheinlichkeit vgh= 0,01 bzwf = 1 % (irrtimlich) nicht abgelehnt
wird.

» Beim Registrieren von weniger als zwei defekten Federsatzen (unter 20 untersuchten Federséatzen) spricht
man sich mit der Wahrscheinlichkeit vBr= 0,01 bzwf3 = 1 % nicht gegen die (in Wirklichkeit nicht
erreichte) Qualitatsverbesserung aus.

* In 1 % (nur jeder Hundertsten!) aller Stichproben (bei einer Wiederholung des Zufallsexperiments ,Ziehen
einer Stichprobe® in genligend grofl3er Anzahl) wirden die Stichprobenergebnisse nicht gegen die (in Wirk-
lichkeit nicht erreichte) Qualitatsverbesserung sprechen.

Vom ,gesunden Menschenverstand” her erscheint der Wert fir das Signifikanzniveadtiger-

weise sehr grof3. Gleichzeitig ist @eFehler (Fehler 2. Art) unnétigerweise sehr klein. Damit wirde

der Zulieferbetrieb ein wohl doch Ubertrieben geringes Image-Risiko (bei héherem Kostenrisiko)

eingehen. Der Statistiker wird versuchen, ,realistischere” Entscheidungsregeln zu formulieren, also

die Testkonstruktion entsprechend zu verandern.

Soll die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art verkleinert werden, so ist dies méglich, indem man

den Ablehnungsbereich fur die Nullhypothesgvidrkleinert. Dies bedeutet die gleichzeitige Ver-

groRerung des Annahmebereiches und somit der Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art (vgl. Fig. J 2a

und J 2b). Wahlit man beispielsweise A = {0; 1; ...; 5} und somit = {6; 7; ...; 20}, so kgnn H

nicht abgelehnt werden, da1a .

Berechnung des Fehlers 1. Art:

a= P(ApO ) =Bo. 04A) =By, 04{6; 7; ...; 20}) = 1 = Byp. 0 ({0; 1; ...; 5}) =1 -0,98875
=0,01125= 0,01 (mit Tabelle), alsa = 0,01 bzwa =1 %

Berechnung des Fehlers 2. Art:

B =P(Ay) =By, 0,4A) = B2g: 0 4{0; 1; ...; 5}) = 0,41637= 0,42 (mit Tabelle), also

B=0,42 bzwf = 42 %"

Interpretation:

» Fur den Fall, dass die Qualitétsverbesserung (tatséachlich) erreicht worden ist, spricht man sich (nur noch) mit
der Wahrscheinlichkedt = 0,01 bzwo = 1 % gegen die Qualitatsverbesserung aus. (Das Signifikanzniveau
betragta = 0,01 bzwo = 1 %.)

« Fir den Fall, dass die Qualitatsverbesserung (tatséachlich) nicht erreicht worden ist, spricht man sich (immer-
hin noch) mit der Wahrscheinlichkeit v@n= 0,42 bzwf = 42 % nicht gegen die (in Wirklichkeit nicht
erreichte) Qualitatsverbesserung aus. (Der Fehler 2. Art btra0142 bzwf = 42 %.)

Ob die beiden moglichen Fehlentscheidungen mit diesen Wahrscheinlichkeiten akzeptabel sind, hat

allein der Zulieferbetrieb mit Blick auf sein Image und die bei Fehlentscheidungen entstehenden

Kosten zu beurteilen. Der (vermuteten) Qualitatsverbesserung auf einem Signifikanzniveau von

o =1 % zuzustimmen (werm= 1 %, dann 21A ), dirfte eine durchaus akzeptable Entscheidung

sein, bedeutet aber auch — im Falle keiner Verbesserung — mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa

42 % (Fehler 2. Art) zu irren.

Zusammenfassend lasst sich bei festem Stichprobenumfang n feststellen:

« Je kleiner man den Ablehnungsberefch  wahlt, desto kleiner wird auch die Wahrscheinlichkeit
fur den Fehler 1. Art.

» Je kleiner man den Annahmebereich A wahlt, desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit fur den
Fehler 2. Art.

1 Man erkennt: Bereits kleine Anderungen des Ablehnungsbereiches (Annahmebereiches) konnen groe
Anderungen der Wahrscheinlichkeiten des Fehlers 1. Art und des Fehlers 2. Art bewirken.
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» Bei festen Werten furgNullhypothese) undp(Alternativhypothese) bewirkt jede Verkleine-
rung der Wahrscheinlichkeit eine VergréRerung der Wahrscheinlichieit

In Abhangigkeit vom konkreten Sachverhalt ist abzuwéagen, fur welchen Fehler die Wahrscheinlich-
keit moglichst klein bleiben soll. Miissen moglichst beide Wahrscheinlichkeiten fiir Fehlentschei-
dungen klein bleiben, dann ist dies nur mit einer VergréRerung des Stichprobenumfangs erreichbar.
Bezogen auf den in Beispiel J 1 untersuchten Sachverhalt kbnnte z.B. der Stichprobenumfang von
n = 20 auf n = 50 vergrdlRert werden. Nehmen wir an, es werden nun in einer Stichprobe (mit n = 50)
funf defekte Federsatze festgest@lu\ls Ablehnungsbereich wird z.B8 = {10; 11; ...; 50} und
folglich als Annahmebereich A ={0; 1; ...; 9} gewahlt (Fig. J 4a und J 4b). Damit sind héhere
Anspriche gesetzt: Im Vergleich zu dem vorher bei n = 20 gewahlten Annahmebereich (A = {0; 1;
...; 5}) hat sich der Stichprobenumfang auf n = 50 mehr als verdoppelt, wahrend der ,kritische Wert*
fur X von X = 5 auf X = 10 fur den neuen Annahmebereich nur verdoppelt worden ist.

Hp ist wahr X ~ Bgp. g1 Hp ist falschl X ~ Bsp. 0 3

Bso,01({k}) Bso,03({k})
0,20 + | 0,20 4 |
0,15 1 | 0,15 1 |
0,10 1 ‘ 0,10 1 |
0,05 | l 0,05 | ‘

---------- P o A e —H——

0 4 81 12 16 0 24 2B % k 0 4 8/ 12 16 0 24 =B 5 k

A ! A A | A

Fig. J 44 Fig. J 4b

Berechnung des Fehlers 1. Art:

a= P(Apo ) = %0; O,l(A) = B50; 0’]_({10, 11, vey 50}) =1- %0; 0’1({0, 1, vees 9}) =1- 0,97546
= 0,02454= 0,02 (mit Tabelle), alsa = 0,02 bzwa =2 %

Berechnung des Fehlers 2. Art:

B = P(Ay,) = Bsp; 0,4A) = Bsp; 0,4{0; 1; ...; 9}) = 0,04023= 0,04 (mit Tabelle), also

=0,04 bzw3=4 %

Damit lasst sich beieranderlichenBtichprobenumfang verallgemeinern:
VergroRRert man den Stichprobenumfang n, so wird die Summe der Wahrscheinlichkeiten fur die
Fehler 1. und 2. Art verkleinert. Die Sicherheit fur die zu treffende Entscheidung wéachst.

In der Praxis qilt es jedoch abzuwagen zwischen einer gewissen Mindestsicherheit und dem daflr
notwendigen Stichprobenumfang, der aus Zeit- und Kostengriinden nicht unnétig grof3 sein sollte.
Wir nehmen an, das Management des Zulieferbetriebes aus Beispiel J 1 habe den Stichprobenum-
fang n = 20 und das Signifikanzniveai 0,05 @ = 5 %)vorgegeberfs. Moglichkeit (2), S. 447).

Es sollen nun der zugehdrige Annahme- bzw. Ablehnungsbereich fur die Nullhypothese sowie der
Fehler 2. Art ermittelt werden. Dazu uberlegen wir:

In einer Stichprobe mit dem Umfang n kdnnen genau keine (null) oder eine oder zwei oder ... (bis
hin zum Extremfall) n schwarze Kugeln (defekte Federsétze) enthalten sein. Fur die Zufallsgrofze X
giltalso X={0;1;2;...;k—=1;k; k+1; ...; n—1; n}. Der Wert k stehe dabei fir die kritische Anzahl

X, bei der wir in Annahme- und Ablehnungsbereich trennen. Beim einseitiphtsseitigemest

D Der Wert @ = 0,1 fir die Nullhypotese soll unveréndert bleiben. Der Erwartungswert fir n = 50 ist dann
EX=n-p=50-0,1=5.
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(grof3e Werte von X sprechen gegen die NullhypothgsaB somit fir die AlternativhypothesgH

ist der Ablehnungsbereich  ={k; k + 1; ...; n}. Beim (einseitigasseitigerTest (kleine Werte
von X sprechen gegen die Nullhypotheggudd somit fur die AlternativhypothesgHvére der
Ablehnungsbereicth  ={0; 1; ...; k}. Im Vergleich zu dem Vorgehen bei Moglichkeit (1) ist das
Vorgehen nun genau umgekehrt.

Satz J 3: Ermitteln des kritischen Werts X = k bei vorgegebenem Signifikanzniveaa
(Einseitiger)rechtsseitigeTest:

Bei vorgegebenerm-Wert ist k als diejenigkleinsteganze Zahl zu ermitteln, fir die gilt:
P(ﬂpo) =P(Xz k) =By, p{k k+1;..;n}) =1-B, ,({0;1; ... k-1 =<a.

(Im Allgemeinen wird mit der Beziehung,,({0; 1; ...; k—1})2 1 —a gearbeitet.)
(Einseitiger)linksseitigerTest:

Bei vorgegebenem-Wert ist k als diejeniggréf3teganze Zahl zu ermitteln, fur die gilt:
P(Apo) =P(Xs k) =By, p,({0; 1; ...; K}) <.

Fur den Sachverhalt aus Beispiel J 1 ergibt sich (rechtsseitiger Tgsp80; 1; ...; k—1})=0,95.

GemanR Tabelle der summierten Binomialverteilungy[B {{0; 1; ...; 4}) = 0,95683= 0,95] ist

diese Ungleichung erstmals fur den Wert k — 1 = 4, also k = 5 erfillt. Beim Arbeiten mit einem geeig-
neten Rechner kénnen auch mehrere vermutete k-Werte (hier 2; 3; 4; 5; 6) eingegeben und die ange-
zeigten summierten Wahrscheinlichkeiten mit dem Wert 0,95 verglichen werden.

Als Ablehnungsbereich folgt damk = {5; 6; ...; 20} — der Annahmebereich ist A ={0; 1, ...; 4}.

Da 20JA (siehe Stichprobe im Beispiel J 1), darf man sich auf einem Signifikanzniveauwr\@05

fur die Qualitatsverbesserung (Nullhypothese) entscheiden. Der Fehler 2. Art betragt dann

B =P(Ay) = Byp; 0,4A) = B2 04{0; 1; ...; 4}) = 0,23751= 0,24 bzwf = 24 % (mit Tabelle).

Die im vorliegenden Abschnitt J 1.2 zu Alternativtests erarbeiteten Zusammenhange sollen nun an
weiteren Beispielen verdeutlicht werden.

Beispiel J 2:

Zwei Sorten Saatgetreide mit einer Keimfahigkeit von 90 % bzw. 70 % wurden in verschiede-
nen Containern angeliefert, die nicht klar bez. der Keimféahigkeit des jeweiligen Inhalts gekenn-
zeichnet waren. Es ist zu prufen, wie grof3 die Keimféhigkeit des Saatgetreides in einem
bestimmten Container ist. Wir testen die Hypothesen:

Ho: p = 0,9 (,Die Keimfahigkeit des Getreides im Container betrégt 90 %.")

Hq: p = 0,7 (,Die Keimfahigkeit des Getreides im Container betrégt 70 %.")

Zur Uberpriifung werden 50 ,auf gut Gliick* ausgewéhlte Getreidekdrner aus einem Container
auf Keimfahigkeit untersucht. X sei die zufallige Anzahl der keimenden Kérner (unter den 50
ausgewabhlten). X kann als binomialverteilt mit den Parametern n =50 und p sowie dem Erwar-
tungswert EX = 50 p angenommen werden (kleine Stichprobe aus groRer Grundgesamtheit).
Wir haben nun zwischen den zwei Alternativeyiudd H, zu entscheiden.

Gilt p=0,9, so ergibt sich EX = 45. Es ist daher sinnvoll, als Annahmebereich A = {45; ...; 50}
und entsprechend als Ablehnungsberdéich = {0; ...; 44} zu wéhlen. Es sind zwei Fehlent-
scheidungen moglich:

* Hypothese lj wird abgelehnt, obwohl sie in Wirklichkeit zutrifft (Fehler 1. Art).

* Hypothese g wird nicht abgelehnt, obwohl sie in Wirklichkeit falsch ist (Fehler 2. Art).
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a) Als Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art erhalten wir dann
B50; O,Q(A) = B50; 019({0, veey 44}) = 0,38388
Wir kénnen die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fehler 1. Art verringern, indem wir den
Ablehnungsbereich verkleinern und damit den Annahmebereich vergroRern. Wahlen wir
z.B. als Ablehnungsbereich = {0; ...; 40} und somit als Annahmebereich
A ={41; ...; 50}. Daraus erhalt man als Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 1. Art:
BSO; O,dﬂ) = BSO; 0’4{0, . 40}) = 0,02454
Das heif3t: Lehnen wir die Nullhypothesg &b, wenn héchstens 40 Korner keimen, darn
betragt die Wahrscheinlichkeit etwa 0,02, dass wir die in Wirklichkeit wahre Hypothese
ablehnen. Auf den vorliegenden Sachverhalt bezogen hiel3e das also: Bei dem angewandten
Prufverfahren misste man damit rechnen, in etwa 2% der Falle einen Container mit Saatgut
der Keimféhigkeit 90% irrtiimlich als einen Container mit Saatgut der Keimfahigkeit 70%
einzustufen.

b) Wir haben unsina) fih ={0; ...; 40} und A = {41; ...; 50} entschieden. Sind unter cen
50 Getreidekornern weniger als 41 keimféhig, dann spricht das gegen die Hypgfhese H
also wurden wir uns fiir Hentscheiden unddblehnen.

Als Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art wiirde sich dann ergeben:

Bso: 0,4A) = Bso: 0,4{41; ...; 50}) = 1 — B5p.07{0; ... ; 40}) =1 -0,95977 = 0,04023

Das heil3t: Lehnen wir die Nullhypothesg iiicht ab, wenn mehr als 40 (mindestens 41)
Kdrner keimen, dann betragt die Wahrscheinlichkeit etwa 0,04, dass wir uns falschlich fur
Hg entscheiden. Auf den vorliegenden Sachverhalt bezogen hief3e das also: Bei dem ange-
wandten Prifverfahren miisste man damit rechnen, in etwa 4% der Félle einen Container
mit Saatgut der Keimfahigkeit 70% irrtiimlich als einen Container mit Saatgut der Keimfa-
higkeit 90% einzustufen.

Durch Probieren haben wir damit eine Entscheidungsregel gefunden, bei der sowohl die Wahr-
scheinlichkeit des Fehlers 1. Art als auch die des Fehlers 2. Art unter 0,05 liegt.

Wegen des Zusammenhangs der Wahrscheinlichkeiten des Fehlers 1. Art und des Fehlers 2. Art kon-
nen die gewinschten bzw. akzeptablen GréRenverhaltnisse nur mit Bezug auf den konkreten Sach-
verhalt sinnvoll entschieden werden. Dies illustrieren nachfolgende Beispiele.

Beispiel J 3: J3
(1)

Ein Pilzsammler hat in einem Waldgebiet mehrere grol3e Kérbe Pilze gesammelt, die er zur
Sicherheit von einem zuverlassigen Pilzkenner prifen lasst. Der Pilzkenner weil3 aus jarelan-
ger Erfahrung, dass 2 % aller von Sammlern vorgelegten Pilze irrtiimlich gesammelte Giitpilze
sind, wobei ihm selbst noch nie ein Priffehler unterlaufen ist.

Lauten die Hypothesen ,Der Pilz ist ungiftig” (Nullhypothese) und ,Der Pilz ist giftig“ (Alternativhyyio-
these), so muss die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art praktisch null sein. Ein gréRerer Fehler 1. Art
schmaélert ,schlimmstenfalls* den Umfang der Mahlzeit ...

Der Pilzkenner wird keine Stichprobe ziehen und etwa Berechnungen ausfilhren (lassen), sondern jeden
einzelnen Pilz begutachten. Die vollstédndige Pilzsammlung ist sozusagen Stichprobe und Grundcesamt-
heit zugleich. Nur so kdnnen (beide mdéglichen) Fehlentscheidungen (theoretisch) sicher vermieden wer-
den. Dieses Vorgehen mag zwar aufwandig werden, garantiert daftir aber maximale Sicherheit.
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@)

Ein Pharmakonzern lasst ein Praparat testen. Umfangreiche Beobachtungen zeigen, dass das
Préaparat in 5 % aller Anwendungsfalle zu (nachweisbar) schadlichen Nebenwirkungen fuhrt.
Auf der Basis umfangreicher Forschungstatigkeit weiterentwickelt, zeigt es bei erneuten Tests
noch in 3 % aller Anwendungen schadliche Effekte.

Eine statistische Wertung (z. B. mittels Alternativtest) ist nur dann sinnvoll, wenn der (ggf. lebensrettende)
Nutzen die schadlichen Nebenwirkungen aus medizinischer Sicht als weniger schwerwiegend in den Hin-
tergrund treten l&ésst. Ist dies nicht der Fall, darf das Préparat nicht auf den Markt kommen. Bei einem
Alternativtest (H: pg = 0,05; H: p; = 0,03) missten dann sowohl der Fehler 1. Art ( vorrangig Kosten-
griinde) als auch insbesondere der Fehler 2. Art (vorrangig medizinische Griinde) mdglichst klein gehalten
werden.

3

Laut Angabe eines Pharmakonzerns fiihrt sein hochwirksames, preisgiinstiges Praparat P nur in
10 % aller Anwendungen zu Nebenwirkungen. Treten Nebenwirkungen auf, so gilt als sicher,
dass diese vollig ungeféhrlich bleiben, wenn sie mit einem Zusatzpréaparat Z behandelt werden.
Von Fachérzten wird (z.B.) zur Diskussion gestellt, ob die Angabe 10 %, gemessen an den
langjahrigen Erfahrungen zu Nebenwirkungen, akzeptabel ist. Ein Arzt stellt fest, dass von 100
mit P behandelten Patienten 40 unter Nebenwirkungen gelitten haben und daher zusatzlich mit
dem sehr teuren Préaparat Z behandelt werden mussten.

Zur statistischen Wertung wird ein Alternativtest gewahlg: g = 0,4; H: p, = 0,1

Die Zufallsgré3e X beschreibe die Anzahl der Patienten mit Nebenwirkungen unter 100 (zuféllig) ausge-
wahlten. Da kleine Werte von X gegen die NullhypothegéuHd somit fur die Alternativhypothesg)H
sprechen, konstruiert man den Alternativtest als (einseitigen) linksseitigen Test. Fir das Signifikanzniveau
wird der i. Allg. tbliche Wertrt = 0,05 gewabhlt.

Wegen PAPO ) = PO K) = By, pd{0; 1; ...; K}) < a erhalt man Bgg: 9 4{0; 1; ...; k}) < 0,05.

Gemal Tabelle der summierten Binomialverteilung B, 4{0; 1; ...; 31}) = 0,0398% 0,05] ist diese
Ungleichung ,letztmals” fir den Wert k = 31 erfiillt.

Als Ablehnungsbereich folgt damft = {0; 1; ...; 31} — der Annahmebereich ist A = {32; 33; ...; 100}.

Da 400A , kann H, (auf einem Signifikanzniveau ven= 0,05) nicht abgelehnt werden. Die 10 %-

Angabe darf berechtigt angezweifelt werden; die Feststellung des Argtex €H0,4) ist demnach als

nicht zufallig anzusehen. Fir den Fehler 2. Art errechnet man

B = P(Ap,) = Bioo; 0,4A) = Bioo; 0,4{32; 33; ...; 100}) = 1 — Bgg, 0 4{0; 1; ...; 31}) =1-1=0.
Dieser Fehler 2. Art erhartet, dass praktisch keine Zweifel an der Feststellung des Arztes bestehen.

J 1.3 Testen einer unbekannten Wahrscheinlichkeit; Signifikanztests

Im Abschnitt J 1.2 wurde angemerkt, dass die fehlende Spezifikation der Alternativ- bzw. Gegenhy-
pothese bei statistischen Tests als der Normalfall anzusehen ist. Unter dieser Bedingung wird von
einem normalen Signifikanztest gesprochen.

Definition J 5:

Ein statistischer Test auf signifikante Unterschiede (Signifikanztest), bei dem auf Stichproben-
basis uber die Beibehaltung der (einfachen oder zusammengesetzten) Nullhypgihdse H
derenAblehnung entschieden wird, heifsirmaler Signifikanztestkurz: Signifikanztest.

1 Auch hier wird (wie aus Sicherheitsgriinden zumeist iiblich) die Alternative zur eigentlichen Vermutung als
Nullhypothese gewabhlt.
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Von einem Signifikanztest spricht man also, wenn im Primzigeine Hypotheselie Nullhypothese
Ho untersucht wird. Die Nullhypothese ist zwischen einer (einfachen oder zusammengesetzten)
Hypothese und deren Negation zu wahlen.

Satz J 4: Nullhypothese bei einem Signifikanztest Ja
Bei einem Signifikanztest wéhlt man diejenige Hypothese als Nullhypothese, bei der der [~ehler
1. Art —in Abhangigkeit vom konkreten Sachverhalton gréRerer Bedeutung ist als der

(i.Allg. nicht eindeutig zu berechnende) Fehler 2. Art.

Das Formulieren eingzahlenméRig konkretenAlternativ- bzw. Gegenhypothese ist (z.B. auf-
grund fehlender Angaben oder Erfahrungen bzw. aus rein mathematischen Griinden) i.Allg. nicht
mdglich. Fir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art wird eine moglichst kleine Zall €013

als Héchstwert (obere Schranke) vorgegeben oder gewahlt. Diese Zalgigeifftanzniveaua

oder auchrrtumswahrscheinlichkeit a. Bei praktischen Anwendungen setzt man zuneeis0,05

odera = 0,01. Soll anhand einer Stichprobe vom Umfaﬁ@ntschieden werden, ob die Nullhypo-
these abgelehnt werden kann oder nicht, und erfolgt die Entscheidung auf dem Signifikanzniveau
a = 0,05, so spricht man von einaignifikanten Ergebnis(Unterschied), und bei einem Signifi-
kanzniveaw = 0,01 von einerhochsignifikanten Ergebnis(Unterschied).

Beispiel J 4: J4
Der Altstadtbereich einer Kleinstadt ist als verkehrsberuhigte Zone (zulassige Hochstges -hwin-
digkeit von Fahrzeugen aller Art: ég ) umgestaltet worden. Beobachtungen in den ersten
Monaten nach der Umgestaltung belegen, dass 10 % aller Pkws die zuléssige Hochstgeschwin-
digkeit Uberschreiten. Nach zwei Jahren haben die Anwohner den Eindruck, dass in der ,,Zone
30“ immer noch relativ oft zu schnell gefahren wird. Sie méchten daher wissen, ob der ¢ lte
Erfahrungswert noch zutreffend ist.

Uberlegungen zur Klarung des Problems aus Beispiel J 4:

Als Nullhypothese wird kgt pp = 10 % festgelegt. Da keine weitemggsicherterinformationen
(Erfahrungen, Anhaltspunkte) vorliegen, ist eine Spezifikation der Negation (hier als Alternativ-
bzw. Gegenhypothese gewabhlt) nicht sinnvoll. Die Gegenhypothese lautet somittH, 1. Hier-

durch bringt man nur die Vermutung zum Ausdruck, dass der alte Erfahrungswert (10 %) nicht mehr
zutreffend ist. Insbesondere (aus Griinden der Vorsicht) wird zunéchst keine weitere Vermutung etwa
zur Erhdhung oder Senkung des Anteils der Geschwindigkeitsuberschreiter beriicksichtigt. Als
Stichprobe wahlt man insgesamt 100 Beobachtungen mit Geschwindigkeitsmessung (lUber einen
langeren Zeitraum; Klumpenstichprobe, vgl. J 1.1). Beschreibt die Zufallsgrée X die zufallige
Anzahl der ,Uberschreiter* (in der Stichprobe, n = 100), so sprechen sowohl (sehr) groRe als auch
(sehr) kleine Werte von X gegen die Nullhypothese. Es sind also Abweichnngeseitig— nach

links und nach rechts — von Interesse. Der Signifikanztest ist dalzereageitiger Signifikanztest

zu konstruieren. Als Signifikanzniveauwvéhlen wira = 0,05. Fir den Test heil3t dies, dass wir
hdchstens mit einer Wahrscheinlichkeit vor 0,05 bzwa =5 % eine wahre Nullhypothese irr-
tumlich als falsch ablehnen wollen. Anders formuliert: Der Signifikanztest soll — kann die Nullhypo-
these K abgelehnt werden — eine statistische Sicherheit voa % 8,95 bzw. 95 % besitzen.

1) Die zufallsgroRe X kennzeichnet dann die absolute Haufigkeit, mit der ein interessierendes Merkmal bei n
Beobachtungen (Stichprobenumfang) in der Stichprobe auftritt.
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Definition J 6:

Kann bei einem Signifikanztest die Nullhypotheggadf dem Signifikanzniveaw abgelehnt
werden, so bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit alsstatistische (Mindest-)Sicherheit
des Signifikanztests.

Bei einem zweiseitigen Signifikanztestwd  ={0; 1; .;.} Kl {kg; kg + 1; ...; n} derzweiseitige
Ablehnungsbereich.Er setzt sich aus der Vereinigung zweier Mengen (einer ,linken“ und einer
srechten” Teilmenge) zusammen. Man bezeichpetlk die linke und K als die rechtSignifikanz-
grenzeim Ablehnungsbereich. Der Weit kst der gro3te, der Werglder kleinste X-Wert im jewei-

ligen Teilbereich des Ablehnungsbereiches. Die Wgrterkl kg sind durch das Signifikanzniveau

a festgelegt. Ihrer Berechnung liegt folgende Uberlegung zugrunde: Da die Gegenhypgthese H
nicht weiter spezifiziert worden ist (also lediglich ,verschieden von* ausdrtickt), muss sowohl fur
den linken Bereich als auch fiir den rechten Bereich das Signifikanzniveau gleichwertig eingehen.
Diese Gleichwertigkeit erfordert die jeweilige Zuordnung \gon , also das HalbierenNon

Satz J 5: Signifikanzgrenze eines zweiseitigen Signifikanztests
Bei einem zweiseitigen Signifikanztest ist der vorgegebewert zu halbieren.
Der ,linke“ Wert k | ist als diejenige grofRte ganze Zahl zu ermitteln, fur die gilt:

P(A p) = P(Xs k) = By, n({0; 1; ... kD) < g

Der ,rechte” Wert k g ist als diejenige kleinste ganze Zahl zu ermitteln, fiir die gilt:
P(A pO) = P(X=kg) = By, po({kR; kr+1,..;n)=1-8, IC,0({0; 1; ... kg—1} < %.
(Im Allgemeinen wird mit der Beziehungﬁb({o; 1 .. kg—-1h=21 —% gearbeitet.)

Nun kann der vorgesehene zweiseitige Signifikanztest konstruiert werden.

Nullhypothese Ig: pg = 0,1; [Gegenhypothese H, # 0,1]; n = 100p = 0,05

X: Anzahl der ,Uberschreiter” (bei 100 Beobachtungen); X100B0,1(bei wahrer k)

Ermitteln des Ablehnungsbereichas

Linker Teilbereich: Bpg. 9 4{0; 1; ...; k. }) 0,025

GemaliTabelleder summierten (kumulierten) Binomialverteilung 4B o {{0; 1, ...; 4}) = 0,02371< 0,025]
ist diese Ungleichung letztmals fiir den Wertk4 erfillt.

Rechter Teilbereich: B. ¢ {{0; 1; ...; kg — 1}) 20,975

GeméalRTabelleder summierten (kumulierten) Binomialverteilung {B o {{0; 1; ...; 16}) = 0,9794 0,975]
ist diese Ungleichung erstmals fir den Weytkl = 16, also k=17 erfilit?)

Als Ablehnungsbereich folgt dam®t  ={0; 1; ...; 44{17; 18; ...; 100}.

Interpretation:

Wird das Zufallsexperiment 100 Mal durchgefiihrt (100 Beobachtungen) und werden dabei weniger
als funf oder mehr als 16 Geschwindigkeitsiiberschreiter registriert, dann kann die Nullhypothese
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von (h6chstems) 0,05 abgelehnt werden. Das heif3t, die sta-
tistische Sicherheit der (signifikanten) Entscheidung (des Signifikanztests) betragt (mindestens)

1) Dies bedeutet aber keineswegs, dass die beiden Teilmengen des Ablehnungsbereiches gleichméachtig sein
mussen.

2) Zur Ermittlung der Werte B ({k}) kann die Tabelle der summierten (kumulierten) Binomialverteilung oder
ein geeigneter Rechner verwendet werden (vgl. Abschnitt J 1.2).
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1 —a =0,95 bzw. 95 %. Oder: Mit einer (statistischen) Sicherheit von 95 % kann angenommen wer-
den, dass sich der Anteil der ,Uberschreiter* gegeniiber dem Erfahrungswert 10 % veréandert hat.

Gibt es ,relativ sichere” Anzeichen dafur, dass sich der Anteil der Geschwindigkeitstiberschreiter
verringert haben durfte (wenn z.B. ein ,Geschwindigkeits-Blitzgerat” fest installiert worden ist),
dann kann auch ekinseitiger Signifikanztesigerechtfertigt sein. Beim einseitigen Signifikanztest
ist dera-Wert des Signifikanzniveaus nicht zu halbieren. Es wird — in Abhangigkeit vom konkreten
Sachverhalt — (einseitidinks oder (einseitigyechts getestet, und zwar folgendermaf3en:
« Wenn (allein)grolReWerte der ZufallsgroRe ¥egendie Nullhypothese sprechen, fiihrt man
einen (einseitigenechtsseitigen Signifikanztesmit dem (rechtsseitigen) Ablehnungsbereich
A ={k; k+1;...;n}durch.
* Wenn (alleinkleineWerte der Zufallsgré3e ¥egendie Nullhypothese jisprechen, fihrt man
einen (einseitiger)nksseitigen Signifikanztestmit dem (linksseitigen) Ablehnungsbereich
A ={0; 1; ...; k} durch.
Der kritische Wert k ist jeweils gemaf Satz J 3 zu ermitteln. Fur unser obiges Beispiel hiel3e das:

(1) Aus der Sicht ,Der Anteil der Geschwindigkeitsiiberschreiter hat sich verringert oder ist gleich
geblieben‘l) kénnte als (einseitigergchtsseitiger Signifikanzteskonstruiert werden:

Nullhypothese H: pg < 0,1; [Gegenhypothese;Hp; > 0,1] , n = 100¢ = 0,05

X: Anzahl der ,Uberschreiter* (bei 100 Beobachtungen); X;5oBo 1(bei wahrer k)

Ermitteln des Ablehnungsbereichés: ={k; k + 1; ...; 100}

Die Ungleichung Bpo. o {{0; 1; ...; k—1})= 0,95 ist nach der Tabelle der summierten (kumulierten) Binomi-
alverteilung [Boo: 0 {{0; 1; ...; 15}) = 0,9601% 0,95]erstmalsfiir den Wert k — 1 = 15, also k = 16 erfillt. Als
Ablehnungsbereich folgt damft = {16; 17; ...; 100}.

Interpretation:

Werden bei 100 Beobachtungen mindestens 16 Geschwindigkeitstiberschreiter registriert, dann kann
die Nullhypothese mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von (héchsterd),05 abgelehnt werden.

Mit einer statistischen Sicherheit von (mindestenspi0,95 bzw. 95 % kann davon ausgegangen
werden, dass sich der Anteil der ,,Uberschreiter” eher vergroRert hat (als dass er gleich geblieben ist).

(2) Gibt es ,relativ sichere” Anzeichen dafiir, dass sich der Anteil der Geschwindigkeitsiiberschreiter
vergrof3ert haben durfte (wenn z.B. ein fest installiertes ,,Geschwindigkeits-Blitzgerat* entfernt wor-
den ist), dann kann auch ein (einseitigieRsseitiger Signifikanztestsinnvoll sein. Aus der Sicht

.Der Anteil der Geschwindigkeitsiberschreiter hat sich vergréRert oder ist gleich geblieben” kénnte
konstruiert werden:

Nullhypothese H: pg = 0,1; [Gegenhypothese;Hp; < 0,1; n = 100¢ = 0,05

X: Anzahl der ,Uberschreiter* (bei 100 Beobachtungen); X;5oB 1 (bei wahrer kj)

Ermitteln des Ablehnungsbereichds  ={0; 1; ...; k}:

Die Ungleichung Bgp. ¢ 4{0; 1; ...; k}) < 0,05 ist nach der Tabelle der summierten (kumulierten) Binomial-
verteilung [Bypo: 0.4{0; 1, ...; 4}) = 0,02371k 0,05]letztmalsfir den Wert k = 4 erflllt. Als Ablehnungsbereich

folgt damitA ={0; 1; ...; 4}.

Interpretation:

Werden nicht mehr als (héchstens) vier Geschwindigkeitstiberschreiter (bei 100 zufalligen Beobach-
tungen) registriert, dann kann die Nullhypothese mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
(héchstensiy = 0,05 abgelehnt werden. Mit einer statistischen Sicherheit von (mindestens)

1) Man beachte, wie vorsichtig diese Vermutung formuliert ist.



J5

458 J 1 Testen von Hypothesen — Testverfahren

1 —a = 0,95 bzw. 95 % kann davon ausgegangen werden, dass sich der Anteil der ,Uberschreiter”
eher verringert hat (als dass er gleich geblieben ist).

(3) Unter Umstanden liegen bereits ,relativ sichere” Informationen — z.B. aus Beobachtungen im
Rahmen eines Jahres-Projektes eines Leistungskurses Mathematik — vor, kbelagteVermu-

tung gestatten. Kann beispielsweise ein Anteil von 2 % Uberschreiteru@Erfahrungswert ver-

mutet werden, dann ist auch éitbernativtest (mit Hy: pg = 0,2 und H: p; = 0,3)als besonderer
Signifikanztest (Abschnitt J 1.2) moglich.

Anmerkung:

Bei einseitigen Signifikanztests werden zumeist beide Hypothesen auch als einseitige Hypothesen (beispiels-
weise Hy: pg= p; Hy: pp < p) geschrieben, obwohl von der zu untersuchenden Nullhypothese nur der ,Grenz-
wert“ pg = p rechnerisch einflie3t. Dies ist aber gerade das (pruf-)statistische Problem, denn der wahre Wert von
po ist ja jeweils unbekannt. Fir alle theoretisch mdglichen Werte von p gilt nun aber sowohl bei rechtsseitigen
(P < pp) als auch bei linksseitigen #xg) Signifikanztests: B p(ﬂ )< By po(ﬂ ). Somit ist gesichert, dass eine
Ermittlung des kritischen Wertes X = k anhand vgnRIE{A ) alle theoretisch mdglichen Werte des Parameters

p beriicksichtigt. Diese Zusammenhange werden im Abschnitt J 1.4 genauer untersucht.

Beispiel J 5:

Ein Wrfel mit den Augenzahlen ,1* bis ,6" brachte einer Schilerin beim ,Mensch-argere-
dich-nicht*-Spiel mehrmals nacheinander den Sieg, weil sie die Augenzahl ,,6* relativ oft wir-
felte. Es interessiert, ob der benutzte Wiirfel beziiglich dieser Augenzahl wirklich ideal/regular
ist.

Zur Klarung dieser Frage kann man folgendermaRen vorgehen:

Nullhypothese lg: pg = (—13 [Gegenhypothese;tp,; # (-13]

Als Stichprobe wird 25-mal gewurfelt. Die ZufallsgréRe X beschreibe dabei die zufallige
Anzahl der Sechsen; X —B 1/6(bei wahrer ). Das Signifikanzniveau (flr die Ablehnung

von Hy) wird mita = 0,05 festgelegt. Weger= 0,05 als Hochstwert fir die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers 1. ArtistB. /5< 0,05 zu setzen.

Wir lehnen H, ab, wenn die Anzahl der sich bei 25 Wirfen ergebenden Augenzahl ,6*

,ZU groR“ oder ,zu klein“ist, d.hA ={0; 1; ...; k O {kg; kg + 1; ...; 25}. (Man erkennt:

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art kann nicht eindeutig ermittelt werden, weil fiir
Bos: d{kL + 1; ...; kg — 1}) wegen p # % kein Wert p = p eindeutig bestimmbar ist.)

Der Test ist also alaveiseitiger Signifikanztestzu filhren. Das Signifikanzniveauist zu hal-
bieren. Wir erhalten die zwei UngleichungegsB {{0; 1; ...; k }) < 0,025 und

Bys: 16({0; 1, ...; kg — 1}) 2 0,975 Aus derTabelleder summierteBinomialverteilung(oder
mithilfe eines geeigneten Rechners) ermittelt man & sowie k— 1 = 8, also K= 9 und somit

den Ablehnungsbereich = {@J {9; 10; ...; 25}.

Interpretation:

Fuhren wir das Zufallsexperiment 25-mal durch und erhalten eine Anzahl der Augenzahl ,6",
die im zweiseitigen Ablehnungsbereiéh  liegt, dann lehnen wir die Nullhypothese, dass der
Wiirfel bezuglich der ,6 regular ist, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von héchstens 0,05
ab. Mit dem vorliegenden Wiirfel wurde 25-mal gewdirfelt. Trat die Augenzahl ,6* dabei z.B.
10-mal auf, so heil3t dies (wegen[18 ), dass der Wiirfel nicht als ideal angesehen werden
kann.
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Nach diesem Beispiel fiir einen zweiseitigen Signifikanztest sei ein weiteres (typisches) Beispiel fur
einen einseitigen Signifikanztest betrachtet.

Beispiel J 6: J6
Vor Wahlen werden Prognosen tiber die Chancen der einzelnen politischen Parteien aufc estellt.
Um solche Prognosen zu erharten, wahlt man eine bestimmte Anzahl stimmberechtigter Perso-
nen nach einem Zufallsprinzip aus und befragt sie unabhéngig voneinander (i. Allg. propiortio-
nal geschichtete Stichprobe; vgl. Abschnitt J 1.1). Die Partei P hatte bei der letzten Wahl einen
Stimmenanteil von 40 %. Vor der neuen Wahl méchte diese Partei nun wissen, ob sich ihr Wah-
lergebnis veréndern (verbessern bzw. verschlechtern) wird. Dazu befragt man 100 Personen und
pruft die Hypothese ,Der Stimmenanteil hat sich verringert oder ist gleich geblieben”. Diz
Wabhrscheinlichkeit (Signifikanzniveay, dass man irrtimlich auf eine Erhéhung des Stim:
menanteils schlief3t, soll nicht gréRer als 0,05 sein.

Variante (1)

X sei die zufalligeAnzahl der Personen, welche @artei P wahlemvollen; X ~ Bygg;
Nullhypothese: p< 0,4; [Gegenhypothese;j p 0,4]

Die Nullhypothese ist abzulehnen, wenn der Anteil der Personen, welche die Partei P wihlen
wollen, ,groRR* ist. Der Ablehnungsberei¢h  ware dann ,rechtsseitig” mit

A =1lk; k+1;...; 100}, der Test als (einseitigeechtsseitiger Signifikanztesdurchzufiih-

ren. Fir Boo. o {{k; k + 1; ...; 100}) < 0,05 entnimmt man der Tabelle der summierten Biro-
mialverteilung [Boo. 0 4{0; 1; ...; kK —1}) = Bygo: 0, 4{0; 1; ...; 48}) = 0,9577Q> 0,95}] den

Wert k — 1 = 48, also k = 49, worads = {49; 50; ...; 100}folgt.

Interpretation:

Wollen mindestens 49 befragte Personen die Partei P wahlen, dann lehnen wir die Nullhypo-
these H mit p< 0,4 auf dem Signifikanzniveau von 0,05 ab.

Variante (2):

X sei die zufallige Anzahl der Personen, welche die PanetRwahlen wollen; X ~ Bgg.
Nullhypothese: < 0,6; [Gegenhypothese;j p 0,6]

Die Nullhypothese ist abzulehnen, wenn der Anteil der Personen, welche die Reftéwah-

len wollen, ,klein“ ist. Der Ablehnungsbereigh ~ ware dann ,linksseitig” mit

A ={0; 1; ...; k}, der Test als (einseitigdinksseitiger Signifikanztestdurchzufiihren. Fiir

B10o; 040; 1; ...; k}) < 0,05 entnimmt man der Tabelle der summierten Binomialverteilungy
[B100; 0,60; 1; ...; 51}) = 0,0423& 0,05] den Wert k = 51, woraus ={51;52; ...; 100¥olg.
Interpretation:

Wollen mindestens 51 befragte Personen die Partei P nicht wahlen, dann lehnen wir die Null-
hypothese lgmit p= 0,6 auf dem Signifikanzniveau von 0,05 ab.

Beim Vergleich von Variante (1) und Variante (2) ist festzustellen, dass wir den Ablehnungsbe-
reich fur Variante (2) bereits aus dem Resultat von Variante (1) ablesen kénnen: Bei einem Sig-
nifikanzniveau vor = 0,05 entsprechen mindestens 49 Wahler der Partei P (1) héchstens 51
Nichtwahlern (2) der Partei P.

Fur groBere Stichprobenumfange n ist die Binomialverteilung in der Regel nicht tabelliert; Berech-
nungen ohne geeignete Rechner waren auf3erst aufwandig. In solchen Fallen kann man unter
bestimmten Bedingungen dinomialverteilungmit hinreichender Genauigkedyrch eine (Stan-
dard-)Normalverteilungs. Abschnitt H 5.8approximieren Selbst wenn ein geeigneter Rechner
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verflgbar ist, zieht man i. Allg. die einfachere, praktisch ausreichend genaue Naherungsrechnung auf
der Basis einer angenommenen Normalverteilung vor. Zur Entscheidung, ob eine Naherung zuldssig
ist oder nicht, werden empirisch gewonnene Kriterien herangezoge!

Satz J 6 Approximation einer Binomialverteilung durch eine Normalerteilung

Bei grofl3en Stichprobenumfangen n kann i. Allg eine Binomialverteilung dann durch eine (Stan-
dard-)Normalverteilung hinreichend genau approximiert werden, wenn die empirischen Krite-
riena? = V(X) > 9 bzw.o? = V(X) = % Jn erfiillt sind?

Um den Vergleich einer Berechnung mittels Binomialverteilung und ihrer Naherung durch Normal-
verteilung zu ermdglichen, wird fir den Signifikanztest im nachstehenden Beispiel eine tabellierte
Binomialverteilung (Bgo: o3 gewahit.

Beispiel J 7:

Nun soll das einleitend angefuhrte prufstatistische Problem (s. S. 439) naher untersucht werden.
Es wurde vermutet, dass die Geburt von 102 Jungen bei insgesamt 200 Geburten ,im Rahmen*
der Geburtenstatistik liegt. Der Fehler 1. Art muss in diesem Fall fur die (,vorsichtige*) Hypo-
these ,Die Anzahl der Jungengeburten ist hdchstens gleich der der Madchengeburten” gegen-
Uber dem Fehler 2. Art als bedeutsamer angesehen werden. Man entscheidet sich fiir das
Signifikanzniveaw = 0,05 und formuliert:

Nullhypothese g py< 0,5; [Gegenhypothese;Hp; > 0,5]

Die Nullhypothese ist abzulehnen, wenn die Anzahl der Jungen in der Stichprobe zu ,grof3“ ist.
Der AblehnungsbereicA  ware dann ,rechtsseitig“it = {k; k + 1; ...; 100}, der Test als
(einseitigeryechtsseitiger Signifikanztesdurchzufiihren.

Fur Byoo: o 4{k; k + 1; ...; 100}) < 0,05 entnimmt man der Tabelle der summierten Binomial-
verteilung [Bgo. 0 4{0; 1; ...; k—1}) = Bygo: 0 4{0; 1; ...; 112}) = 0,9615& 0,95}] den Wert
k—1=112, also k =113, worads = {113; 114; ...; 200}folgt.

Im vorliegenden Fall darf die Binomialverteilung durch Normalverteilung approximiert werden
(0*=V(X)=n-p-(1-p)=200-0,8:;5 =50 > 9 bzws? = V(X) = 502 3 /200 = 7,07).

Mit der globalen Naherungsformel voe MoIVRE-LAPLACE (vgl. Satz H 31)

P(X<k) =B, {0; 1; ...; k}) = Q)(Ki—oé?—_—“) folgt bei ,rechtsseitigem* Ablehnungsbereich
wegen P(X= k) = By, p(K) =By, p{k; k+1;...;n) =1-8, ({0;1; ...; k— 1}) < a die Bezie-

hung P(X2 k) = 1 -0 (<2205l <o, also @ (K=1E05-H)> 1 g

Mit o = 0,05,u = EX =n-p =100 und = ,/V(X) =./50 ergibt sich

k-1 40,5 -10
o(————————)=>1-0,05.
. %)

In der Tabelle der Normalverteilung lesen wir @§1,64) = 0,95. Daraus folgt:
k=1 4051005 ¢ g4

/50 T
Durch Umstellen nach k erhalten wir

k>1,64-/50 +99,5=111,1 unddamiA ={112;113; ...; 200}.

1 Kriterien bezeichnet man i. Allg. dann als empirisch, wenn sie auf der Grundlage vielfaltiger Erfahrungen als
~Faustregeln” formuliert worden sind und sich Entscheidungen auf ihrer Basis in der Praxis bewéhrt haben.
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Interpretation:

Sowohl die Berechnungen nach der Binomialverteilung als auch die nach der (hinreichend
genauen) Normalverteilung belegen also: Dal0®, kann die Nullhypothese (aufgrund der
vorliegenden Daten auf dem Signifikanzniveas 0,05) nicht abgelehnt werden. Das heil3t

Die 200 Beobachtungen sprechen im Landkreis nicht gegen die Geburtenstatistik. Zur we:iteren
Untersuchung kdnnten umfangreichere Beobachtungen (Stichprobe uber langeren Zeitraum,
z.B. mit dem Umfang n = 1000) durchgefiihrt werden.

J 1.4 Zur Qualitat statistischer Tests; Gltefunktion

Am Beispiel des Signifikanztests (fur eine unbekannte Wahrscheinlichkeit bei vorgegebenem Signi-
fikanzniveaux und festem Stichprobenumfang n) werden wir uns nun mit Uberlegungen zur prakti-
schen Brauchbarkeit, zur Qualitéat bzw. Giite statistischer Tests vertraut machen. Solche Uberle-
gungen sind insbesondere bei (normalen) Signifikanztests bedeutsam, da hier i.Allg. ein in den
Hypothesen festgelegter ,Grenzwert" der unbekannten Wahrscheinlichkeit p sozusagen stellvertre-
tend fir alle theoretisch mdglichen Wahrscheinlichkeiten verwendet wird (vgl. Anmerkung S. 458).

Definition J 7: J7
Die Funktion G, die (bei vorgegebenem Ablehnungsbergich  und bekanntem n) jeden \ .ert
von p die Wahrscheinlichkeit fiir das Ablehnen der Nullhypothgsaubrdnet, hei3Glte-

funktion des Tests: G(p) = B,. (A)

Uberlegungen fur einenzweiseitigen Signifikanztesmit Hy: p =g, Hi: p#py und dem zwei-
seitigen Ablehnungsbereich = {0; 1; ...;;}kJ {kg; ... ; n}: Durch G(p) = By o,(A) wird die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art gegeben.

Die Beziehung 1 — G(p) =By(A) erfasst dann fir g py alle theoretisch méglichen Wahrschein-
lichkeit fur den Fehler 2. Art.

G(p)
Ideal wére: 1,0
0, fallsp=p
G(p) = {
1, falls p# pg o) o, 10 p Fig.J5

Man erkennt: G(p) ist die Wahrscheinlichkeit einer EntscheidagnHg, unter der Bedingung,

dass p der ,wahre" Wert ist.

Allgemein gilt bei vorgegebenem Signifikf;\nzniveauBn; p)(,3\) < d. Gesucht wird nun

Bn; (A ) fur 0 < p < 1. Die notwendigen Uberlegungen seien am Beispiel J 5 (aus Abschnitt J 1.3)
illustriert:

a =0,05; n =25; p= é ;A ={0} O{9; 10; ... ; 25}

G(p) = Bys; JA) = 1 = By5; ({1: 2; ... ; 8}) = 1 + Bys; ({0}) — B s, (f{0; 1, 2; ...; 8})

Unter Verwendung der Tabelle der summierten Binominalverteilung (oder eines geeigneten Rech-
ners) erhélt man folgende Wertetabelle
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p G(p)

0,05 0,27739 )

0,10 0,07225 104

1

: 0,02619

0,20 0,05055

0,25 0,15019

0,30 0,32321 1

1 05+

3 0,46246

0,40 0,72647

0,50 0,94612

0,60 0,99567 01

2

= 0,99958 T
3 © 0102 05 1,0 P
0,70 0,99990

0,75 0,09999 (gerundet auf 5 Stellen Fig. J 6
0,80 1,00000 nach dem Komma)

Verglichen mit dem Idealfall (Fig. J 5) ist aus Fig. J 6 zu erkennen:

Der Test ist umso besser, je steiler der Graph der Gitefunktion in der Néahe yoeniuft.
Uberlegungen fiir eineneinseitigen Signifikanztesmit Hy: p<py; Hy p> Ry

und dem rechtsseitigen Ablehnungsberelch  ={k; k + 1; ... ; n}.

G(p) Wahrscheinlichkeit fir Fehler 1. Art, fall(pb<py  (also H, wahr)

1-G(p) Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art, fallspp<1 (also H, falsch)

G(p)
Ideal ware: 1,0 o—
0, falls p<
G(p) = Po
1, fallsp>p o

Po 10 P Fig. 37

Fur die weiteren Uberlegungen greifen wir das Beispiel J 6 (aus Abschnitt J 1.3) auf:
a=0,05; p=04; A ={49;50; ... ;100}

en. - _ L4 G(p)
G(p) = BlOO; [{{49, 50;...;100})=1- @00; F({O, 1;...;48)}) 101
p G(p) -
0,25 0,00000
0,30 0,00005
: 0,00085 i
054
0,40 0,04230
0,50 0,61782
0,60 0,98999
2
3 0.99991 " yerundet auf 5 Stellen 01t
0,70 1,00000 nach dem Komma) YREEYY S . .
Fig. J 8

Als Verallgemeinerung lasst sich feststellen:

J7 Satz J 7: Monotonie der Giitefunktion
Die Gutefunktion G ist fiir einen einseitigen Signifikanztest mit rechtsseitigem (linkseitigem)
Ablehnungsbereich streng monoton wachsend (fallend).
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Auf den Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet. Aus Satz J 7 folgt:

Satz J 8: J8
Bei einseitigem Signifikanztest mit rechtsseitigem Ablehnungsbefeich  gilt bei vorgegebe-

nem Signifikanzniveaa: By, (A)<Bj p(A)<a  furpspy
Bei einseitigem Signifikanztest mit linksseitigem Ablehnungsber&ich  gilt bei vorgegebenem
Signifikanzniveaw: Bn,(A)<Bp p(A)sa  fiirpzpy

Anmerkung:

Man kann anstelle der Gutefunktion auch@jeerationscharakteristik (OC-Funktion) eines Testshetrach-

ten: OC(p) =R, (A) =1-G(p) fir 0<p<1

Die OC-Funktion ordnet bei gegebenem Annahmebereich A jedem Wert von p die Wahrscheinlichkeit einer Ent-
scheidungdtr die Nullhypothese fizu.

J 2 Anwendungen aus verschiedenen Bereichen

Die in den vorangegangenen Abschnitten erarbeiteten grundlegenden Verfahren zum Beurteilen,
Prufen und Testen von Vermutungen bzw. Hypothesen haben einen Einblick in die Vielfalt prifstatis-
tischer Anwendungen und Praxisbezlige vermittelt. Im vorliegenden Abschnitt soll nun die Méglich-
keit gegeben werden, an einigen typischen, komplexeren Beispielen Zusammenhénge zu
rekapitulieren sowie erworbene Verfahrenskenntnisse anzuwenden. Dabei ist stets zu beachten,
dass die statistischdypothesenprifungu keinen Wahrheiten“ fihrt, sondern ,lediglich* Aahr-
scheinlichkeitsangaben dartiber, wie gut oder schlecht das empirische Ergebnis (der Stichprobenun-
tersuchung) mit der Nullhypothesg Wereinbar ist. Die Entscheidung zu Gunsten der Gegen- bzw.
Alternativhypothese IHwird also indirekt getroffen, indem man von den beiden konkurrierenden
Hypothesen diejenige als falsch ablehnt, die als Erklarung fiir das empirische Ergebnis praktisch nicht
in Frage kommt. Dabei kann ein Signifikanzniveau von 0,05 bzw. 0,01 als hinreichende Absicherung
dagegen angesehen werden, dass willkirlich zufallsbedingte und spekulative Entscheidungen getrof-
fen werden. Je kleiner das Signifikanznivaast, desto scharfer ist der Test, aber desto seltener wird
man H, ablehnen (verwerfen) kénnen. Das entspricht einer Erfahrung des téaglichen Lebens: Klare
Urteile kann man nur selten fallen, verschwommene Aussagen (d. h. grof3es Signifikamgrsirehu
hingegen leichter zu treffen. Man hat festgestellt, dass wir uns bei Alltagsentscheidungen je nach sub-
jektiver Einschatzung mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit bis zu 0,20 begniigen.

* Immer wieder Signifikanztests

In den nachfolgenden Beispielen werden wir eityggsche Entscheidungsfragantersuchen, zu
deren prifstatistischer Absicherung Signifikanztests Ublich s

Beispiel J 8: J8
Fur eine beliebte Fernsehsendung eines Regionalsenders ist eine Einschaltquote von 60 %
ermittelt worden. Aufgrund eines Moderatorenwechsels vermutet man, dass sich die Einschalt-
guote verandert haben konnte. Bei einer Befragung mittels)TaBern 96 von 200 zufallig
ausgewahlten Fernsehzuschauern, dass sie die Fernsehsendung regelmafig sehen.

D Teledialog; Name firr Computeranlagen, die eine Registrierung und statistische Aufbereitung (,Hochrech-
nung") telefonischer Stimmabgaben ermdglichen.
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Es ist zu untersuchen, ob aus dem Befragungsergebnis (auf dem Signifikanarive®1)
geschlussfolgert werden darf, dass sich die Einschaltquote verandert hat.

Lésung:(vgl. auch Beispiel J 4)

Da keine weiteren Informationen zur méglichen Veranderung der Einschaltquote vorliegen
(hoéhere oder niedrigere Einschaltquote), wirdzeeiseitiger Signifikanztesy(s. S. 455) kon-

struiert. (Sehr grof3e und sehr kleine Werte der Zufallsgrof3e X sprechen gegen die Nullhypothese.)
Nullhypothese lg: py = 0,6; [Gegenhypothese;Hp; # 0,6];

Stichprobenumfang: n = 200 Signifikanzniveaus 0,01

X: Anzahl derjenigen Zuschauer, die die Fernsehsendung einschalten (unter 200 Befragten);
X ~ Bygo: 0,6(bei wahrer kj)

Ermitteln des Ablehnungsbereichas

Linker Teilbereich: Bo. 0 d{0; 1; ...; k. }) < 0,005

GemalTabelleder summierten Binomialverteilung{g. o 4{0; 1; ...; 101}) = 0,0040% 0,005] ist diese
Ungleichung ,letztmals® fur den Wert k= 101 erfillt.

Rechter Teilbereich: B. ¢ 4{0; 1; ...; kg — 1}) 20,995

GemalTabelleder summierten Binomialverteilungfg. o 4{0; 1; ...; 138}) = 0,99662 0,995] ist diese
Ungleichung ,erstmals* fir den Wergk- 1 = 138, alsogk= 139 erfllt.

Als Ablehnungsbereicth  folgt damk = {0; 1; ...;100}{139; 140; ...; 200}.

Interpretation / Schlussfolgerung:

Da X = 96 und 9G] A , kann die Nullhypothese abgelehnt werden. Es darf aus dem Befragungs-
ergebnis eine veranderte Einschaltquote geschlussfolgert werden. Die Veranderung ist hochsig-
nifikant @ = 0,01).

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. ABtEehler) ist nicht eindeutig berechenbar, da zur Gegenhy-
pothese unendlich viele verschiedene Wahrscheinlichkeitswerte gehdren. Wird (z.B. aufgrund des Befra-
gungsergebnisses) angenommen, dass in Wirklichkeit fir die GegenhypogluesaNért g = 0,5 gilt,

lasst sich ein Fehler 2. Art berechnen:

B = Bzoo; O’g{O, 1;...; 138}) = Bzoo; 0’4{0, 1;...; 101}) =1- 0,58396 = 0,41604

Mit dieser Wahrscheinlichkeif(= 0,42;3 = 41,6 %) wiirde man dann die in Wirklichkeit falsche Nullhy-
pothese irrtimlich nicht ablehnen.

Beispiel J 9:

Die tagliche Auslastung eines Computer-Arbeitsplatzes einer Firma wird stichprobenartig tber-
pruft. Der Auslastungsrichtwert betrage acht Stunden (taglich). Aus zuriickliegenden Uberprii-
fungen ist bekannt, dass der Arbeitsplatz an (h6chstens) 2 % aller Arbeitstage weniger als acht
Stunden in Betrieb ist. Die neue Stichprobe umfasst 90 Tage, wobei an drei Tagen der Auslas-
tungsrichtwert nicht erreicht worden ist.

Es ist zu untersuchen, ob aus dem Stichprobenergebnis geschlussfolgert werden darf, dass sich
die Auslastung verschlechtert hat.

Lésung:(vgl. auch die weiteren Betrachtungen zu Beispiel J 4)

Da eine Verschlechterung vermutet wird, konstruiert man einen (einseiggétgseitigen
Signifikanztest(s. S. 457). (Beschreibt die ZufallsgréRe X die Tage mit einer zu geringen Aus-
lastung, so sprechen grof3e Werte von X gegen die Nullhypothese.)

Nullhypothese I py< 0,02;  [Gegenhypothese Hp, > 0,02];

Stichprobenumfang: n = 90; gewahltes Signifikanzniveas 0,05
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X: Anzahl derjenigen Tage (von 90 Tagen), an denen der Auslastungsrichtwert unterschritten
wird; X ~ Bgg. g p2(bei wahrer kj)

Ermitteln des Ablehnungsbereichas A; ={k; k + 1; ...; 90}

Bgo: 0,04{0; 1; ...; k—=1})>0,95

Dai.Allg. fir n =90 und p = 0,02 keine Tabellierung der SUFh it proniofiear oz, |
mierten Binomialverteilung vorliegt, ist — wie bereits im
Abschnitt J 1.2; vgl. Fig. J 3 und Anmerkungen — ein geeig

ter Rechner zu verwenden oder disRRouLLI-Formel wie- 93, TR il
m fun(30, 02, 4) 96519
dgrhplt anzuwenden. e e
Mit einem GTA ermittelt man TINE 5
Fig.J 9

Bgo: 0,04{0; 1; ...; 3}) = 0,89325> 0,95. Die Ungleichung ist ,erst-
mals*” fur den Wert k — 1 = 3, also k = 4 erfillt (s. Fig. J 9).

Als Ablehnungsbereiclh  folgt damit = {4; 5; ...; 90}.
Interpretation/Schlussfolgerung:

Wegen X = 3 und 8IA kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden. Das Stichproberner-
gebnis muss als zufallig angesehen werden. Es ist weiterhin (auf dem Signifikanzniveau

o = 0,05) davon auszugehen, dass die Auslastung 2 % betragt.

Beispiel J 10: J10
Ein Supermarkt einer Kleinstadt gibt in einem Werbematerial an, dass mindestens 75 % aller
Kunden, die Waschmittel kaufen, die preisgiinstige Marke , Tiefenrein* auswahlen. Von €einer
Mitarbeiterin der Verbraucherschutzzentrale werden 100 Kunden des Supermarktes, die ‘NMasch-
mittel gekauft haben, nach dem Zufallsprinzip befragt. 58 Kunden geben an, die Marke Tie-
fenrein“ gekauft zu haben.

Es ist zu untersuchen, ob (auf dem SignifikanzniweeaD,05) geschlussfolgert werden darf

dass die Angabe im Werbematerial Ubertrieben hoch ist.

Losung:(vgl. auch die weiteren Betrachtungen zu Beispiel J 4)

Da man eine zu hohe Prozentangabe vermutet, wird ein (einsditigesgitiger Signifikanz-
test(s. S. 457) konstruiert. (Beschreibt die ZufallsgréRe X die Anzahl der Kaufer des Wasch-
mittels , Tiefenrein®, so sprechen kleine Werte von X gegen die Nullhypothese.)
Nullhypothese g pg= 0,75;  [Gegenhypothese Hp, < 0,75];

Stichprobenumfang: n = 100;  Signifikanzniveau: 0,05

X: Anzahl derjenigen Kunden (von 100 Waschmittelkaufern), die das Waschmittel , Tiefeniein*
kaufen;

X~ BlOO; 0’75(bei wahrer |d)

Ermitteln des Ablehnungsbereichas A; ={0; 1; ...; k}:

BlOO; 0174{0, 1, . k}) < 0,05

GemalTabelleder summierten Binomialverteilung {§). o 74{0; 1; ...; 67}) = 0,0446C< 0,05] ist diese
Ungleichung ,letztmals” fur den Wert k = 67 erfullt. Als Ablehnungsberdich  folgt damit

A ={0; 1; ...; 67}.

Interpretation/Schlussfolgerung:

Da X = 58 und 581A , ist die Nullhypothese abzulehnen. Das Stichprobenergebnis ist nicht
zuféllig. Es weist einen signifikanten Unterschied(0,05) zur Aussage im Werbematerial auf.
Diese Aussage darf somit berechtigt als tbertrieben hoch angezweifelt werden.
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Ein ,Etikettierungsproblem* — der ,klassische” Alternativtest hilft

Produkte eines jeden Unternehmens werden insbesondere an ihrer Qualitét (Preis-Leistungs-Verhalt-
nis) gemessen. Gute Qualitat sichert dem Unternehmen einen guten Ruf und i. Allg. eine gute Auf-
tragslage.

Erzeugen Unternehmen Produkte zur Weiterverarbeitung (,Zwischenprodukte®) in anderen Unter-
nehmen ist die Einhaltung strenger Qualitatsvorgaben besonders wichtig. Zumeist werden die Zwi-
schenprodukte in Qualitatskategorien (nach internen Kriterien) eingeteilt. Eine falsche oder fehlende
Kennzeichnung der jeweiligen Kategorie kann dem Unternehmen neben hohen finanziellen Verlus-
ten auch erhebliche Imageschaden zufligen.

Beispiel J 11:

Ein groRes Unternehmen stellt Garn fir die Fertigung in Teppichfirmen auf zwei verschiedenen

Produktionsanlagen | und Il — zu gleichen Anteilen — her. Die modernere Anlage | produziert

erfahrungsgemaf 5 % Ausschuss, die veraltete Anlage Il produziert 10 % Ausschuss. Das Garn

wird in Containern zu je 1000 Garnrollen verpackt. Dabei etikettiert ein Automat die Garnrollen

der Anlage | als erste Qualitat (Ql), die Garnrollen der Anlage Il als zweite Qualitat (Qll). Die

Container werden nach Sichtkontrolle anschliel3end von Hand ebenso mit QI bzw. QIl etiket-

tiert. Durch zeitweiligen Ausfall des Etikettierungsautomaten ist die Qualitéat der Garnrollen in

einem Container nicht erkennbar. Es lasst sich auch nicht mehr nachvollziehen, von welcher der

beiden Produktionsanlagen der Container bestiickt worden ist. Ein Wirtschaftsmathematiker

des Unternehmens erhalt daher den Auftrag, einen Vorschlag zu erarbeiten, als welche Qualitat

Container mit zunachst nicht etikettierten Garnrollen unter méglichst geringen finanziellen Ver-

lusten an Teppichfirmen verkauft werden kdnnen. Er hat bei der Entscheidungsfindung die fol-

genden Konsequenzen zu beachten:

(K 0): Ein Verzicht auf Verkauf scheidet aus finanziellen Griinden aus.

(K 1): Wird ein Container irrtimlich als QI verkauft, obwohl die Garnrollen nur QIl sind, so
kénnen Schadensersatzforderungen eine Hohe vong @d&ichen.

(K 2): Wird ein Container irrtimlich als QIl verkauft, obwohl die Garnrollen QI sind, betréagt
der Verlust 200€E.

(K 3) Wird eine Einzelprifung von Garnrollen vorgenommen, so entstehen je geprufter Garn-
rolle Kosten in Hohe von 26.

L6sung:

Nach erstem Abwégen der Konsequenzen kénnte man fur den Einzelfall eine ,Extremalrech-

nung"“ anstellen: Wegen 708 (K 1) > 2500€ (K 3) > 2000€ (K 2) erscheint es am

gunstigsten, den Container ohne weitere Priifung als QIl zu verkaufen. Bleiben die Kosten einer

Einzelprufung (deutlich) unter 20@® (also Stichprobenuntersuchung), so lohnt sich diese

offensichtlich nur dann, wenn mit ,akzeptabler Sicherheit* die Qualitat auch richtig erkannt

wird. Unter dieser Sicht — und bei haufigerem Auftreten derartiger Etikettierungsprobleme — ist

die Entscheidung fur einen ,klassischen‘Alter nativtest angebracht.

Entweder es liegt Qll (51 pg = 0,10) oder es liegt QI @Hp, = 0,05) vor. (Wegen des grof3ten finanziellen

Verlustes und ggf. Imageschaden bei einem irrtimlichen Verkauf als QI wird ,QII* als Nullhypothese mit

dem Bestreben gewahltglhit sehr geringer Irrtumswahrscheinlichkeit — Fehler 1. Art — abzulehnen.)

Wichtig ist das ,Im-Auge-Behalten” der beiden méglichen Fehlentscheidungen. Begeht man im vorlie-

genden Fall einen Fehler 1. Art{ist wahr, wird jedoch irrttimlich abgelehnt), so entsteht ein finanzieller
Verlust von 7008 (K 1). Liegt ein Fehler 2. Art vor (st falsch, wird jedoch irrtimlich nicht abge-
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lehnt), entsteht im Einzelfall ,nur“ ein finanzieller Verlust von 20X 2).

Es ware aber auch maglich, dass der Wirtschaftsmathematiker einen Vorschlaigciueidung

ohne Stichprobenuntersuchungund Absicherung durch einen Signifikanztest) erarbeitet.

Da Etikettierungsprobleme haufiger auftreten, soll praktisch ohne zuséatzlichen Aufwand gewahrleis et wer-
den, dass finanzielle Verluste (V) auf lange Sicht mdglichst gering bleiben. Das heif3t, der Erwartungswert
K(V) —wobei die Zufallsgréf3e V den Verlust (in Euro) beschreibt — muss méglichst klein bleiben. Unter der
angegebenen Voraussetzung, dass das Garn im ,Problem-Container* mit gleicher Wahrscheinlichke:it der
Produktionsanlage | oder Il entstammt (beide Anlagen erreichen das gleiche Produktionsvolumen), gilt:
P(Hy) = P(Hy = 0,5. Demnach sind zwei generelle Entscheidungen denkbar. Ein ,,Problem-Container wird
stets als QIl (Entscheidung flglbder stets als QI (Entscheidung fij) Merkauft.

Wird als QII verkauft, entsteht stets genau dann ein Verlust, wenn der Verkauf als QIl ungerechtfertigt ist
(hier Fehler 2. Art). Wegem(V) = P(Hy) - 2000 = 0,5 - 2000 = 1000 (s. Abschnitt H 4.2) ist dann auf larige
Sicht ein durchschnittlicher Verlust von 108Qu erwarten.

Wird als QI verkauft, entsteht stets genau dann ein Verlust, wenn der Verkauf als QI ungerechtfert gt ist
(hier Fehler 1. Art). Wegep(V) = P(Hy) - 7000 = 0,5 - 7000 = 3500 ist dann auf lange Sicht ein durct -
schnittlicher Verlust von 3508 zu erwarten.

Offensichtlich ist also die Entscheidung sinnvoll, stets als QII (mit der Konsequenz 2) zu verkau-
fen — will man auf Stichprobenuntersuchungen verzichten. Diese Entscheidung hat jedoch den
Makel, dass von vornherein (wegen gXH P(H,) = 0,5) auf lange Sicht in 50 % aller Falle ,eir|-
seitig” (da stets QIl gewahlt ist, kann nie der groRere finanzielle Verlust auftreten!) falsch ent-
schieden wird, wenn auch mit ertraglichen finanziellen Verlusten und ohne Imageschéaden. Also
kehrt der Wirtschaftsmathematikauriick zur Uberlegung ,klassischer* Alternativtest:

Die Zufallsgrof3e X beschreibe die Anzahl der Ausschuss-Garnrollen in einer Stichprobe vom
Umfang n. Die Zufallsgrof3e X darf als binomialverteilt angenommen werden;,X;-Viegen

der vergleichsweise hohen Kosten fiir die Einzelprifung von Garnrollen (K 3) wird ein relativ
geringer Stichprobenumfang von n = 50 gewahlt. Somit entstehen (je Stichprobe) Fixkosten in
Hohe von 12%.

Testkonstruktion:

Nullhypothese I pg = 0,10;  [H;: p; = 0,05];

Stichprobenumfang: n = 50; Gewabhlte Irrtumswahrscheinlichieit0,05

ZufallsgroBe X: X ~ By. g 10(bei wahrer Nullhypothese)

Da (sehr) kleine Werte von X gegen die Nullhypothegegtiechen, wird delternativtest als
(einseitiger) linksseitiger Test(vgl. S. 448) konstruiert;

P(Apo ) = P(X< k) = By, pO({0; 1;...;k} <a.

Der Tabelle der summierten Binomialverteilungdg, 14{0; 1}) = 0,03379< 0,05] entnimmt

man k = 1 und erhalt als Ablehnungsbereigh ={0; 1}.

Schlussfolgerung/Interpretation:

Enthalt die Stichprobe hdchstens eine Ausschuss-Garnrolle, so wird der ,,Problem-Container
als QI verkauft (Ablehnung vond)l ansonsten erfolgt der Verkauf als QIl (Annahme vgh H
Durch die bei dem vorliegenden Alternativtest gewahlte Irrtumswahrscheinlichistitier
Hochstwertfir den Fehler 1. Art mit = 0,05 bereits bekannt. Wegerr Bj,. po(K) ist sein
~-genauer Wert* geman Tabelle der summierten Binomialverteilung

a= B50; 071({{0; 1}) = 0,03379.

Fur den Fehler 2. Art erhalt man

B = Bp; p,(A) = Bsp; 0,04{2; 3; ...; 50}) = 1 — B5p; 0,04{0; 1}) =1 -0,27943 = 0,72057.
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Interpretation / Schlussfolgerung:

Die berechneten Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 10A¥t@,03379n = 3,4 %) und den

Fehler 2. Art = 0,72057f3 = 72,1 %) belegen: Nur in etwa 3,4 % aller Félle wirde man (bei

dieser Testkonstruktion) irrtimlich Garnrollen zweiter Qualitat als Garnrollen erster Qualitat

(Konsequenz 1) verkaufen. Umgekehrt wiilrde man in etwa 72,1 % aller Falle irrtimlich Garn-

rollen erster Qualitat als Garnrollen zweiter Qualitat (Konsequenz 2) verkaufen. Die Frage ist

nun, wie die finanziellen Verluste bei dieser Irrtumswahrscheinlichkeit auf lange Sicht beein-

flusst werden. Es ist zu beachten:

» Jede Einzelprufung der Garnrollen kostet2,& 3).

» Wegen P(ig) = P(H) = 0,5 gehen beide Fehlerarten (nach wie vor) zu gleichen Anteilen in die Verlust-
rechnung ein.

» Die in den Konsequenzen 1 und 2 angegebenen Kosten entstehen anteilig mit der jeweiligen Fehler-
wahrscheinlichkeit.

Demnach gilt:

U(Vp: 1) = P(Hp) -a - 7000 + P(H) -B-2000 + n- 2,5

K(Vsp; 9 = 0,5-0,03379 - 7000 + 0,5 - 0,72057 - 2000 + 50 - 2,5 = 118,265 + 720,57 + 125

M(Vsp; 1) = 963,84

Auf lange Sicht ist ein durchschnittlicher finanzieller Verlust von 968,84 erwarten.

Da dieser finanzielle Verlust geringer ist als der ohne Stichprobenuntersuchung entstehende

Verlust (1000€), wird man bei wiederkehrender Entscheidungsnotwendigkeit die Variante mit

Stichprobenuntersuchung bevorzugen.

Offen bleibt, ob sich der finanzielle Verlust noch weiter mindern lasst, z.B. durch Akzeptieren eines noch

kleineren Fehlers 1. Art (in der Stichprobe diirfte dann keine Ausschuss-Garnrolle festgestellt werden).

Eine formale Rechnung zeigt, dass praktisch keine weitere sinnvolle Reduzierungsmaglichkeit besteht.

Mit o = Bsg, 0,1¢{0}) = 0,00515 undB = Bsg, g, 04{1; 2; ...; 50}) = 1 — Byg. 0 o4{0}) =1 - 0 = 1 gilt:

m(Vsg; o = 0,5 - 0,00515 - 7000 +8, 1 2000 + 50 - 2,5 = 18,025 + 1000 + 125, gifds. o = 1643,03.

+ Hohe Produktqualitat — wenig Arger mit den Kaufern

Abgesichert durch kontinuierliche Qualitatskontrollen und die damit verbundenen Erfahrungen zu
Ausschuss- bzw. Mangelanteilen bei der Produktion verschiedenster Artikel geben Herstellerfirmen
Uber den Einzelhandel (z.B. Kaufhausketten) i. Allg. auch Garantien an Kaufer weiter (z.B. zeitlich
begrenztes Umtauschrecht Giber den gesetzlich vorgeschriebenen Zeitraum hinaus). Eventuelle
Reklamationen der Kéufer werden (i. Allg. nach Mangelarten) registriert und erméglichen zusatzlich
Ruckschlisse hinsichtlich der erreichten Qualitat. Nehmen Reklamationen zu, werden sich Kauf-
hauskette und Herstellerfirma verstandigen und geeignete Mafl3inahmen einleiten. Das Beispiel J 12
soll verdeutlichen, wie geeignete Malinahmen prifstatistisch abgesichert werden kénnen. Neben
Hypothesen zu Wahrscheinlichkeiten wird mit Hypothesen zu Erwartungswerten gearbeitet (s. auch
Abschnitt J 1.1).

Beispiel J 12:

Eine Kaufhauskette kauft bei einer Elektronikfirma regelmaRig preisgiinstig CD-Player eines
bestimmten Typs. Je Einkauf werden 200 dieser CD-Player erworben. Auf der Basis von Qua-
litatskontrollen gibt die Firma den Ausschussanteil mit (héchstens) 4 % an. Infolge haufiger
Reklamationen von Kaufern veranlasst die Kaufhauskette zusatzliche Qualitatskontrollen.
Diese Qualitétskontrollen sollen durch einen geeign8ignifikanztestabgesichert werden.
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Die zufallsgréRe X beschreibe dabei die Anzahl der defekten CD-Player. Bei einer vollsiandi-
gen Kontrolle eines zufallig ausgewahlten Einkaufs (200 CD-Player) wurden 12 defekte Gerate
festgestellt. Fur die prifstatistischen Untersuchungen wird zunachst gefordert:

Es sind der Erwartungswert= EX und die Standardabweichumg ~V (X) der Zufallsgroe

X zu berechnen.

Es ist zu priufen, ob die festgestellte Anzahl defekter Geréate als signifikante oder zuféllice
Abweichung von dem berechneten Erwartungswert angesehen werden darf. (Zum Vergleich
werden wir einen Signifikanztest sowohl bei Binomialverteilung als auch bei Normalverteilung
der Zufallsgrée X durchfiihren.)

Um die Herstellerqualitat besser tiberwachen zu kénnen, soll der Stichprobenumfang fiir Qua-
litatskontrollen in der Firma neu festgelegt werden: Unter Annahme des bekannten Ausschuss-
anteils von 4 % ist die Mindestanzahl der CD-Player in einer Stichprobe (Stichprobenunifang
n) so festzulegen, dass die Stichprobe mit h6chstens 10 % Wahrscheinlichkeit keinen defekten
CD-Player aufweist.

LOsung:

Der Erwartungswert und die Standardabweichung werden aus dem Stichprobenumfang n = 200
(vollstandige Kontrolle), aus der Wahrscheinlichkeit fur ein defektes Gerat (p = 0,04) und der
Wahrscheinlichkeit fur kein defektes Gerat (q = 1 — p = 0,96) berechnet (vgl. auch Abschnitte
H 4.2 und H4.3).

Erwartungswertp = EX = n - p = 8; Standardabweichuogs /V(X) = /npOq= 2,77

Zur Prifung, ob die festgestellte Anzahl defekter Gerate signifikant vom Erwartungswer
abweicht, wird ein (einseitigergchtsseitiger Signifikanzteskonstruiert. (Sehr) grofl3e Werte

der Zufallsgrof3e X sprechen gegen die Nullhypothese.

Testkonstruktion unter Annahme der Binomialverteilung:

(Die Annahme der Binomialverteilung ist gerechtfertigt, da genau zwei mégliche Prifergeb-
nisse ,defekt* und ,nicht defekt“ vorliegen. Die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten andern sich
nicht und die Prifungen sind unabhangig voneinander.)

Nullhypothese Ig: pp< 0,04;  [H;: pp > 0,04];

n = 200; gewahltes Signifikanzniveau= 0,05
X~ Bzoo; 0,04(bei wahrer Id)
Ermitteln des Ablehnungsbereichas A: ={k; k + 1; ...; 200}

Gesucht ist derjenige Wert k — 1, fur den die Ungleichung [ irlratbtrerbromofiea oz
B200: 0,04{0; 1; ...; k—1})> 0,95 erstmals erfillt ist. Da die

summierte Binomialverteilung fur diese Werte i. Allg. nicht

tabelliert vorliegt, verwenden wir — wie schon im Abschnitt:twgggg, 420,12 oo
J 1.2 — einen geeigneten Rechner. k(208 . 04, 14) 98475

. . . . kun<200,. .04.14>
Die Ungleichung ist erstmals fiir den Wert k — 1 = 13, also™®

k = 14 erfillt (s. Fig. J 10). Als Ablehnungsberefsh  folgt
dannA ={14; 15; ...; 200}.

Interpretation / Schlussfolgerung:

Da X = 12 und 1ZIA , kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden. Die Abweichung vom
Erwartungswert darf also (auf dem Signifikanznivaati0,05) als zuféllig angesehen werden.

Ohne Verwendung eines geeigneten Rechners waren bei dieser Testkonstruktion die Berrech-
nungen (wegen fehlender Tabellierung musste drBULLI-Formel wiederholt angewendet

FONC_Z/20

Fig. J 10
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werden) sehr aufwandig. Es bietet sich daher an, zu priifen, ob die Binomialverteilung der
Zufallsgrof3e X durch eine (standardisierte) Normalverteilung (s. Abschnitt H 5.8) approximiert
Werden kann Dies ist mit hinreichender Genauigkeit moglich, WérmV(X) > 9 bzw.

=V(X) > .Jn gilt (vgl. auch Beispiel J 7). Mi? = 7,68 erhalten wir 7,68 < 9, aber
7,682 % . Jsz 7,07. Da das ,Wurzelkriterium* erfillt ist, versuchen wir eine entsprechende
Testkonstruktion.

Nullhypothese if: p = EX = 8

(Das explizite Formulieren einer Gegenhypothese ist nicht erforderlich. Es soll letztendlich lediglich ent-
schieden werden, ob bei angenommenem Ausschussanteil p = 0,04 der Wert X = 12 noch zufallig vom
Erwartungswert abweicht. Dies ist dann der Fall, wenn die Nullhypothese nicht abgelehnt werden kann.)
Stichprobenumfang: n = 200;  gewabhltes Signifikanzniveat 0,05

Ermitteln des Ablehnungsbereichas
Unter Verwendung der globalen Naherungsformel®MoIVRE-LAPLACE (s. Beispiel J 7)

folgt cb(w) >1 —a. Mit g = 8,0 = 2,77 undx = 0,05 ergibt smm:("2 ;375) >0,95.

Der Tabelle der Funktionswert®(X) der Normalverteilung entnimmt mab(1, 64) = 0,9495

und setzt dah 2_;375 > 1,64. Aquivalentes Umformen ergibeKL,64 - 2,77 + 8,5 13,04, also

k = 14. Der Ablehnungsbereich ist sorit = {14; 15; ...; 200}.

Interpretation / Schlussfolgerung:

Da X = 12 und 12]1A , kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden. Auch bei dieser Test-
konstruktion unter der Annahme Normalverteilung — der Ablehnungsbereich stimmt mit dem
bei der Binomialverteilung (auf dem Signifikanzniveas 0,05) Uiberein — wird die festge-

stellte Abweichung vom Erwartungswert als zufallig nachgewiesen.

Die gesuchte Mindestanzahl n der defekten CD-Player in der Stichprobe ist durch Berechnen
der Mindestlange einerg&NoOULLI -Kette zu ermitteln. In diesem Fall beschreibe die Zufalls-
groRe Y die Anzahl der defekten Gerate in einer Stichprobe mit unbekanntem Stichprobenum-
fang n; Y ~ By 0,04

Wegen P(Y = 0k 0,10 folgt P(Y = 0) ﬂﬁl -0,64 0,96' = 0,96,

Aus 0,96'< 0,10, also n-1g0,961g0,10 bzw e '98 ég erhalt man e 56,4 und somit die
Mindestanzahl n = 57 fiir den gesuchten Stichprobenumfang.

Soll bei diesem Test auch das Kriteriaf= V(X) > 9 erfilillt sein, miisste der Stichprobenumfang n ver-
groRert werden. Die vollstandige Kontrolle kdnnte z.B. auf zwei zufallig ausgewahlte Einkdufe der Kauf-
hauskette (n = 2 - 200 = 400; Klumpenstichprobe) ausgedehnt werderf. M00 - 0,04 - 0,96 15,36

sind dann beide Kriterien erfllt.

Ubersicht zu den Berechnungen:

Normalverteilung von X Binomialverteilung von X
Ho: p = EX =16 Ho: pp = 0,04
o ; 22,5) 20,95;®(1,64) = 0,9495 [s. Tal®(X)] | B4go: 0,04{0; 1; ...; k—1})= 0,95 ist erstmals erfullt
K > 1,64 -3,92 + 16,5 22,93, also k = 23 fur k — 1 = 23 [geeigneter Rechner; 0,966337]
A ={23;24; ...; 400} A ={24; 25; ...; 400}

Hg kann nicht abgelehnt werden, wenn der festgestellte Wert (z.B. X = 20) nicht Element des
Ablehnungsbereiches ist. Die Berechnungen bestétigen die hinreichend genaue Approximation
(Abweichung der Ablehnungsbereiche um einen Wert).
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* Noch einmal zur Geburtenstatistik

Eingangs des Kapitels J wurden zwei Fragen formuliert:

* Wie viele Jungen (Madchen) missen anteilig (mindestens) unter einer bestimmten Anzahl von Neugeborenen
sein, um die Geburtenstatistik ,,zu bestatigen“?

* Mit welcher Sicherheit dirfen wir uns fir eine Bestatigung entscheiden?

Diese beiden Fragen sollen nun noch einmal aufgegriffen werden.

Beispiel J 13: J13

Im Beispiel J 7 waren unter 200 Neugeborenen (n = 200) 102 Jungen (und folglich 98 M&d-
chen) registriert worden. Die festgestellten Werte sprachen nicht gegen die Geburtenstatistik
(Signifikanzniveaw = 0,05; also Mindestsicherheit von 95 %). Es ist nun — jeweils ,aus S cht
der Jungengeburten” und ,aus Sicht der Madchengeburten” — zu priifen, welche Aussacen bei
VergroRerung der Stichprobenumfange (n = 1000; n®u@ n = 12 - 1%) méglich sind.

Losung:

Wird der Stichprobenumfang n vergréRert, so kann der bisher (auch im Beispiel J 7) verwendete
Rechner bei einigen notwendigen Berechnungen auf der Basis der Binomialverteilung mehr als
30 Minuten benétigen. Wir arbeiten daher mit der hinreichend gehreralverteilung. (Sie

darf genutzt werden, wie eine Uberpriifung, vgl. z.B. Beispiel J 7, zeigen wiirde.)

Unter n Neugeborenen ist mit der Anzahl der Jungengeburten (M&dchengeburten) stets auch die Anzahl
der Madchengeburten (Jungengeburten) bekannt. Die Geburtenstatistik wird praktisch nicht ,bestitigt”,
wenn in der Stichprobe zu viele Jungen (zu wenig Madchen) oder zu viele Madchen (zu wenig Jungen)
gezahlt werden. Man kann sich daher fiir die Konstruktion eines einseitigen Signifikanztests (entweder
rechts- oder linksseitig) entscheiden. Ausgehend von dem registrierten hoheren Anteil (i.Allg. ist d es die
Anzahl der Jungengeburten, hier beschrieben durch die ZufallsgroRe X), wahlen wieahtsseitigen
Signifikanztest(grofRe Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese). Als Nullhypothese wird ,,voisich-
tig“ — mit dem Bestreben, sie abzulehnen — formuliert: ,Der registrierte Anteil der Jungengeburten e reicht
(hoéchstens) den langjéhrigen Erfahrungswegt flg< 0,514)."

(1a)Untersuchung aus der Sicht der Jungengebuiitem = 1000; p = 0,514
Mit a = 0,05, m = EX = 514 und = J/V(X) = 15,81 folgt ausp(*=1-05-1) > 1 g

unter Verwendung des Tabellenwerd®4,64) = 0,9495 derAusdrué—“.%S‘;'5 > 1,64 und nach
aquivalentem Umformenk 1,64 - 15,81 + 5145 540,43; k = 541. '

Allgemein beia = 0,05: k= 1,64 ¢ +u + 0,5.

(Zum Rechenweg vergleiche man mit den ausfiihrlicheren Berechnungen in den Beispielen J 7 unid J 12).
Befinden sich unter 1000 Neugeborenen sehr viele Jungen (mehr als 540 Jungen), so viird die
Geburtenstatistik nicht bestatigt.

(1b) Untersuchung aus der Sicht der Madchengebuidiem = 1000; p = 0,486

Mit a = 0,05,u = EX = 486 unds = /V(x) = 15,81 folgt in Analogie zu den obigen Berect -
nungen k= 1,64 - 15,81 + 486,5512,43; k = 513.

Befinden sich unter 1000 Neugeborenen sehr viele Madchen (mehr als 513 Madchen), wird die
Geburtenstatistik nicht bestatigt.

(2a)Untersuchung aus der Sicht der Jungengebuitiem = 18; p = 0,514

Die Anzahl der Neugeborenen lag in Deutschland 1999 bei etwa 770 000. Der Stichprobenum-
fang wirde also einen Beobachtungszeitraum (gemessen am Jahrgang 1999) von ca. 1,5 Jahren
umfassen.

Mit a = 0,05,u = EX =514 000 und = /V (x) = 499,80 erhalt man
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k=>1,64-499,80 + 514 000;514820,17; k = 514821.
Befinden sich unter 1 Million Neugeborenen sehr viele Jungen (mehr als 514 820 Jungen), wird
die Geburtenstatistik nicht bestatigt.

(2b) Untersuchung aus der Sicht der Madchengebuiiem = 1¢; p = 0,486

Mit a = 0,05,u = EX =486 000 und = /V (x) = 499,80 erhalt man

k=>1,64-499,80 + 486 0005486 820,17; k = 486 821.

Befinden sich unter 1 Million Neugeborenen sehr viele Madchen (mehr als 486 820 Madchen),
wird die Geburtenstatistik nicht bestatigt.

(3a)Untersuchung aus der Sicht der Jungengebuiiiem = 12 - 18 p = 0,514

Der Stichprobenumfang wiirde einen Beobachtungszeitraum (gemessen am Jahrgang 1999)
von ca. 18 Jahren umfassen.

Mit a = 0,05,u = EX =6 168000 und = ./V(x) = 1731,37 erhalt man

k>1,64-1731,37 + 616800056 170 839,45; k = 6 170 840.

Befinden sich unter 12 Million Neugeborenen sehr viele Jungen (mehr als 6 170 839 Jungen),
wird die (bisherige) Geburtenstatistik nicht bestatigt.

(3b) Untersuchung aus der Sicht der Madchengebuiiiem = 12 - 18 p = 0,486

Mit a = 0,05,u = EX =583 2000 undg = ./V(x) =1731,37 erhalt man

k=>1,64-1731,37 + 5832 000:5 834 839,45; k = 5834 840.

Befinden sich unter 12 Million Neugeborenen sehr viele Madchen (mehr als 5834 839 Mad-
chen), wird die (bisherige) Geburtenstatistik nicht bestatigt.

Interpretation/Schlussfolgerung:

Die Berechnungen in (1) bis (3) lassen gewisse Gesetzmafigkeiten erkennen. Offensichtlich
wird die Testqualitat mit VergréRerung des Stichprobenumfangs n immer besser.

Das gewahlte Signifikanzniveau legt Gber den berechneten k-Wert (mit dem Annahme- bzw. Ablehnungs-
bereich) den Entscheidungsspielraum im Test fest. Dessen ,,GréRe" kann im vorliegenden Beispiel sehr
anschaulich durch die Addition der einander entsprechenden k-Wertdukgen; 4 — Madchen) darge-

stellt werden. Interpretiert man dabei den Uber den eigentlichen Stichprobenumfang hinausgehenden
Anteil als ein MaR fiir die GroRe des Entscheidungsspielraumes, so wird diese mit zunehmendem n (bei
gleich bleibendem Signifikanznivea) prozentual immer kleiner. Das heif3t, die Gite des Tests (s. auch
Abschnitt J 1.4) lasst sich mit wachsendem Stichprobenumfang n deutlich verbessern (s. S. 451).
Addiert man in (1) bis (3) jeweils die k-Werte, so erhalt man

(1) ky+ kyy = 1054; (2) k+ ky, =1001642; (3) k+ kyy = 12005 680.

Anteilig wird der sich ergebende ,Uberhang* mit wachsendem n immer geringer.

In (1) betragt er nock2:  =0,054 (5,40 %), in % =0,001642,16 %);

1000
in (3) nur noch—228%. = 4,73 . 10% (= 0,05 %).
12 M@

Dies darf als deutliches Zeichen fiir die verbesserte Testqualitat (bei gleichem Signifikanzni-
veaua) angesehen werden. Ein Beobachtungszeitraum von ca. 18 Jahren mit ciN&r10
geborenen kénnte bereits in der beschreibenden Statistik (hach dem empirischen Gesetz der
groBen Zahlen; s. Abschnitt H 1.3) zur (,recht zuverlassigen“) Angabe von relativen Haufigkei-
ten genutzt werden. ,Auffallige” Abweichungen von p = 0,514 bzw. p = 0,486 missten dann
prufstatistisch auf Signifikanz untersucht werden.
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e Untersuchungen zur Mindesthaltbarkeitsdauer (MHD)

In der Lebensmittelindustrie werden Erzeugnisse durch moderne Konservierungsverfahren haltbar
gemacht. Die Hersteller sind verpflichtet, eine so genannte Mindesthaltbarkeitsdauer ihrer Erzeug-
nisse zu garantieren.

Beispiel J 14: J14
Um die Konkurrenzfahigkeit des Erzeugnisses M zu verbessern, soll gepriift werden, ob durch
ein verandertes Konservierungsverfahren eine langere MHD garantiert werden kann. Nach dem
alten Verfahren erreichen 50 % aller Erzeugnisse M die angestrebte langere MHD.

Es werden 200 nach dem veranderten Verfahren konservierte Erzeugnisse auf Haltbarke t unter-
sucht. Die Zufallsgré3e X beschreibe die Anzahl der Erzeugnisse M, die die langere Mk D
erreichen. Als Signifikanzniveau wiod= 0,05 gewahilt.

(2) Es sei noch nicht bekannt, ob das veranderte Verfahren tatsachlich zu einer langeren oder
evtl. sogar kiirzeren MHD fuihrzweiseitiger Signifikanztest:

Ho:pp=0,5 [Hy:p#0,5] X ~ Bygo: 0,5(bei wahrer )

Aus Bypo: 0 4{0; 1; ...; k }) 0,025 und Byg. 0 4{0; 1; ...; kg _ 4}) = 0,975 erhalt man

ki, =85, g — 1 = 114 bzw. k= 115 (Tabellenwerte) und somit den Ablehnungsbereich

A ={0; 1; ...; 85} {115; 116; ...; 200}. Ist die Anzahl der Erzeugnisse M, die die langee
MHD erreichen, kleiner als 86 oder grof3er als 114, so hat das veranderte Verfahren signi‘ikante
Auswirkungen.

(2) Langerfristige Untersuchungen lassen die Vermutung zu, dass das veranderte Verfatiren zu
einer langeren MHD flhrt; (einseitigdinksseitiger Signifikanztest:

HO: Po >0,5 [Hl: P < 0,5] X~ Bzoo; 0'5(bei wahrer |d)

Aus Bygp. 0 4{0; 1; ...; K}) < 0,05 erhalt man k = 87 (Tabellenwert) und somit den Ablehnur gs-
bereichA ={0; 1; ...; 87}. Erreichen weniger als 88 Erzeugnisse M die langere MHD, kann
die Vermutung nicht bestétigt werden (Ablehnung vgh H

(3) Langerfristige Untersuchungen lassen die Vermutung zu, dass das veranderte Verfahiren zu
einer kiirzeren MHD fuhrt; (einseitigagchtsseitiger Signifikanztest:

HO: Po <0,5 [Hl: P> 0,5] X ~ Bzoo; 0'5(bei wahrer |d)

Aus Bygo. 0 4{0; 1; ...; k—1})> 0,95 erhalt man k — 1 = 112 (Tabellenwert) bzw. k = 113 und
somit den Ablehnungsbereigh = {113; 114; ...; 200}. Erreichen mehr als 112 Erzeugr isse
M die langere MHD, kann die Vermutung nicht bestétigt werden (Ablehnung gon H

(4) Langerfristige Untersuchungen lassen die Vermutung zu, dass 80 % aller Erzeugniss¢: M die
langere MHD erreichen; (einseitigdinksseitiger Alternativtest:

Hp:pp=08 H:p; =05 X ~ Byp: 0,g(bei wahrer )

Aus Bygp: 0, 4{0; 1; ...; K}) < 0,05 erhalt man k = 72 (Tabellenwert) und somit den Ablehnur gs-
bereichA ={0; 1; ...; 72}. Erreichen weniger als 73 Erzeugnisse M die langere MHD, kann
die Vermutung nicht bestétigt werden (Ablehnung v@ghuihd es ist weiterhin von der 50 %-
Angabe (H) auszugehen.
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