E Grundfragen der Integralrechnung

Anliegen der Diferentialrechnungvar es, didokale Anderungsrateiner GroRe bz denAnstieg

eines Funktionsgraphen an einer bestimmten Stelle zu ermitteln, was tber den Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten zum Begriff der Ableitung einer Funktion an dieser Stelle und Uiber einem ganzen
Intervall fiihrte. Wir sind also von ein@esaméinderung, von eingesamiurve und ihrem Verhal-

ten aus zu der Veranderung in einem bestimriwtement zu dem Verhalten des Graphen an einer
bestimmten Stelle vorgedrungen — gleichsam vom endlich ,GroRen“ zum unendlich ,Kleinen“.

Wie in dem einleitenden Abschnitt zum Teil Analysis dieses Buchs dargestellt, geht die Integralrech-
nung nun den umgekehrten Weg. Sie ist in diesem Sinne die Umkehrung der Differentialrechnung
und macht den Prozess des Differenzierens riickgangig: Die betrachteten Objekte (etwa krummlinig
begrenzte Flache, von gekrimmten Flachen begrenzte Korper, ,unregelmanig" verlaufende Prozesse
usw.) denkt man sich zu diesem Zwétkeliebig (,unendlich®) viele beliebig kleine berechen-

oder beschreibbare Teileerlegt, deren Summation mit anschlieBender Grenzwertbildung eine Aus-
sage Uber bestimmte Eigenschaften dieser Objek@&esnizegestattet. Man gelangt also gleichsam

vom unendlich ,Kleinen“ zum endlich ,GroRRen".

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Integralrechnung ist die Berechnung von Flacheninhalten bzw.

die Berechnung von GréfR3en, die sich mittels Flachen modellieren lassen. Ein einfaches Beispiel soll
dies illustrieren:
4 28

Die Stahlbdgen der weltweit
groften freischwebenden
Montagehalle einer im Stden
Berlins entstehenden Luft-
schiffwerft erheben sich tber
die 8 m hohen Fundamentso-
ckel bis auf 107 m Hohe. Die
Halle hat eine Gesamtlange
von 360 m und eine Breite
von 210 m. Man berechnet
naherungsweise das Volu-
men der Halle, wenn die
sich an den Stirnseiten
1 befindenden gekrimmten
== Flachen jeweils als Viertel-
kugel angenommen wer-
den. (s. Beispiel E 23)
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E 1 Das unbestimmte Integral

E 1.1 Die BegriffeStammfunktionund unbestimmtes Integral

Die erste Halfte des 19. Jahrhunderts war auf dem Gebiet der Elektrizitatslehre durch viele grof3e
Entdeckungen gekennzeichnet, die mit solchen Namen wie Hans ChriskameD (1777-1851),
André Marie AMPERE (1775-1836), Georg SimorH® (1789-1854), Alessendrod¢TA (1745—

1827), Michael BRADAY (1791-1867) oder Wilhelm WBER (1804-1891) verbunden sind.

OeRsTEDexperimentierte intensiv mit stromdurchflossenen Leitern und Magneten und entdeckte
dabei 1820 einen grundlegenden Zusammenhang: Durch einen stromdurchflossenen Leiter wird eine
Magnetnadel abgelenkt. Folglich ist ein stromdurchflossener Leiter mit einem Magnetfeld verbun-
den. ARADAY, einer der bedeutendsten Forscher auf dem Gebiet der Elektrizitatslehre, beschéaftigte
sich nach Bekanntwerden voreRsTEDSENntdeckung grundlich mit den Zusammenhéngen zwi-

schen Elektrizitdt und Magnetismus. Er ging dabei von folgender Hypothese aus: Wenn ein elektri-
scher Strom mit einem Magnetfeld verbunden ist, dann musste es umgekehrt auch moglich sein,
mithilfe von Magneten elektrischen Strom zu erzeugen. Und schon 1822 notierte er in sein Tage-
buch: ,Verwandle Magnetismus in Elektrizitat“. Nach vielen vergeblichen Versuchen kamate F

DAY im Jahre 1831 nachweisen, dass in einer Spule eine Spannung entsteht, wenn sich das von ihr
umschlossene Magnetfeld andert. Damit war die elektromagnetische Induktion entdeckt, die Grund-
lage fur die Funktionsweise von Generatoren und Transformatoren.

Das Beispiel zeigt: Das Umkehren von Aufgaben- oder Problemstellungen kann als erkenntnistheo-
retische Methode zu neuen Forschungsansétzen, Losungsideen und Einsichten fiihren. Auch im bis-
herigen Mathematikunterricht wurde von dieser Methode haufig Gebrauch gemacht — etwa im
Zusammenhang mit Uberlegungen zur Umkehrung von Rechenoperationen, von Satzen, Funktionen
u.A. Eine wichtige Aufgabe im Kapit8lifferentialrechnungpestand nun bekanntlich darin, zu einer
gegebenen Funktion f die Ableitungsfunktion f' zu ermitteln. In diesem Kapitel soll die Aufgaben-
stellung — wie in der Einleitung zu Kapitel E bereits angedeutet — umgekehrt werden, d.h., es soll
Uberlegt werden, ob das ProbleRu,einer gegebenen Funktion f ist eine Funktion F zu bestimmen,
deren Ableitung gleich f isgeldst werden kann.

Beispiel E 1:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x. Es ist eine Funktion F zu ermitteln, fur die F'=f gilt.
Wir suchen in der Vielzahl von Funktionen, die wir in der Differentialrechnung abgeleitet
haben, nach ein&unktion, derebleitung 2x ist.Die Funktion F mit F(x) = %hat diese
Eigenschaft, denn F'(x) = 2x = f(x).

Definition E 1:
Besitzen die Funktionen f und F einen gemeinsamen Definitionsbereiahdilt F'= f
fur alle xODy, so heif3t Stammfunktion von f (in Dy).

Der Vorgang des Aufsuchens einer Stammfunktion zu einer gegebenen Funktion iniregads
tion!) bezeichnet.

D integratio (lat.) — Wiederherstellen eines Ganzen; integrare (lat.) — wiederherstellen
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Also:
Gegeben Gesucht
(1) Funktion f Differenzieren_  apjeitungsfunktion f'
(2) Funktion f Integrieren  _  stammfunktion F mit F' = f

Eine Stammfunktion F zu einer Funktion f [&sst sich oft aus den Erfanrungen beim Differenzieren
gewinnen, wenn man in der gegebenen Funktion f die Ableitung einer bekannten Funktion F erkennt.
Wir kontrollieren das Ergebnis, indem wir F differenzieren und mit f vergleichen.

Beispiel E 2: E2
Es sind zu den gegebenen Funktionen f Stammfunktionen F zu bestimmen.
a) f(x) = 6x
Eine Stammfunktion von f ist F(x) = 3xdenn F'(x) = 3 2x = f(x) und¢ Dg.
b) f(x) = x?
Eine Stammfunktion von f ist F(x) g—‘ 3xdenn F'(x) = 3% %= x2:f(x) und O = D.
c) fx)=7
Eine Stammfunktion von f ist F(x) = 7x, denn F'(x) = 7 = f(x) uqd:I]D,:.l)

Der Vorgangermitteln einer Stammfunktion F zu einer Funktigst tlie Umkehrung des Vorgangs
Bilden der Ableitung einer Funktion Eolche Zusammenhéan@peration—Umkehroperatiorsind

uns im Mathematikunterricht schon haufig begegnet, Zddition — Subtraktion, Multiplikation —
Division, Potenzieren — Radizieren.

Beim Bilden der Umkehroperation ist stets die Frage nach der Eindeutigkeit interessant. In unserem
Falle die Frage also: Lassen sich fir die Funktion f(x) = 6x aus Beispiel E 2 noch weitere Stamm-
funktionen angeben? Dies trifft zu, denn beispielsweise sind auch F(R}=2ader F(x) = 3%— 4
Stammfunktionen fur f(x) = 6x, da die konstanten Summanden beim Differenzieren wegfallen.
Also: Wenn es zu einer Funktion f eine Stammfunktion F gibt, so existieren unendlich viele weitere
Stammfunktionen, die sich nur um eine additive Konstante unterscheiden.

Satz E 1: Stammfunktionen einer Funktion El
Es sei f eine Stammfunktion von f in Dy kst genau dann eine Stammfunktion von f, wenn l2s
eine Zahl C (CIR) gibt, so dassx) = F(x) + C fur alle D gilt.

Beweis:
Weil es sich bei dem vorliegenden Satz um eine Aquivalenzaussage handelt, miissen wir den Beweis
+in beiden Richtungen* fuhren.

a) Es seiK(x) = F(x) + C (fur alle D)2, Dann ist b differenzierbar und es giltRx) = F'(X).
Da nach Voraussetzung'€) = f(x), folgt K'(x) = f(x), d. h., k ist ebenfalls eine Stammfunk-
tion von f.

b) Es sei ;F Stammfunktion von f. Dann giltRx) = f(x). Da nach Voraussetzung augh¥) = f(x)
ist, folgt K'(x) = F'(x) bzw. B'(x) — F'(x) = 0.

D Auf die Ubereinstimmung der beiden Definitionsbereiche wird nachfolgend nur noch in Ausnahmefallen
speziell hingewiesen.

2) Diese Voraussetzung sei auch fir alle weiteren Aussagen erfillt; es wird darauf nicht mehr gesondert hinge-
wiesen.
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Das heif3t: Die Differenzenfunktiorpx) — Fy(x) hat die Ableitung 0. Sie muss daher eine kon-
stante Funktion sein: Jx) — F(x) = C bzw. B(x) = F(x) + C w.z.b.w.

Beispiel E 3:

Zu der Funktion f(x) =1 %— x sind drei Stammfunktionen anzugeben und grafisch darzustel-
len. Was kann uber die Graphen ausgesagt werden?

Stammfunktionen sind z. B. die Funktionen

Fi(X) = gx3—;x2 denn F'(x) = %xz—x; F(X) :%xg—%xz+2, denn B(x) :%xz—x;
Fa(x) = %x?’—%xz—z, denn E(x) :%xz—x.
Es entsteht eine Schar von Kurven, die auseinander durch Verschiebung in Richtung der Ordi-

natenachse um C hervorgehen (Fig. E 1a und b).
Fig. E 1c g|bt die Kurvenschar furl@—4; —-3; -2; —1; 0; 1; 2; 3; 4; 5} an.

S FEw* FE™ 7
PR vi— Zoom Tr'ac,e RE'GI"‘ Ph Nat.h Dr‘aw - f vi— Zoom Tr'ac,e ReGr‘ phMathiDraw|- /

Flot k/
3
%3 %2 ////
3 2
e 2
a;_i( x)= XAanfsﬁz;)c(tAz 2 —Zrlm

FRIN TER EARCT FIML HAIN DEG E4ALT FONC

Fig. E 1a Fig. E 1b Fig. E 1c

Beim Suchen nach einer Stammfunktion F :
einer gegebenen Funktion fl6sen wir inhaltlic
die Gleichung F' = f. Die Losung(en) dieser
Gleichung (eineDbifferentialglechung kann
man in einem Koordinatensystem gut veran
schaulichen: Zu jedem Abzissenwert x mit
x O[a; b] lasst sich namlich f(x) = F'(x), also
der Anstieg von F in jedem Punkt P (x; y),
berechnen und durch ein entsprechend geri
tetes Streckenstlick darstellen. Dieses Stre-
ckenstiick kann man als Teil der Tangente &
den Graphen von F im Punkt P(x; y) auffasse
Da die Ordinate y frei wahlbar ist, ergibt sicl
ein Richtungsfeld. Jede Stammfunktion F
erscheint dort als Pfad (Fig. E 2).
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Wir haben festgestellt, dass eine gegebene Funktion f eine ganze Schar von Stammfunktionen besitzt.
Fur die Menge aller Stammfunktionen einer gegebenen Funktion f wird ein neuer Begriff eingefuhrt.

Definition E 2:
Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f haifftestimmtes Integralvon f.
Man schreith f(x)dx = {FO F'(x) = f(X)}.

Will man die Mengenschreibweise vermeiden, kann man auch nur mit einem Reprasentanten arbeiten:
J’f(x)dx =Fx)+C (F'(x) =f(x), TIR)
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Dabei bezeichnet man
f(x) alsIntegrandenfunktior kurz:Integrand x  alsintegrationsvariable
C alsintegrationskonstante dx alsDifferential

des unbestimmten Integr;jls f(x)dx — geledetegral tiber f von xdx

Das neu eingefihrte Zeichfn wird kdgegralzeicherbezeichnet. Es kann nie allein mit einer Funk-

tion stehen. Zu jedem Integralzeichen gehdrt immer auch die Angabe eines Differentials, das festlegt,
-nach welcher Variablen integriert* werden soll.

Daslntegralzeicher]’ wurde 1675 von Gottfried WilhelmEBNIZ (1646—-1716) als Symbol fir eine
Summe eingefuhrt” Da¥ort Integralgeht auf die Brider Jakob und JohamrBouLLI (1645-1705

bzw. 1667-1748) zuruck.

Beispiel E 4: E 4
Es sind die nachfolgendembestimmten Igralezu ermitteln.
a) J’3x2dx =
Die Funktion f(x) = 3% ist der Integrand, x ist die Integrationsvariable, d. h., es soll nach x
integriert werden.
Aus der Differentialrechnung wissen wir, dass die Funktion F()%diexAbleitung 3%
besitzt. F(x) = R ist also eine Stammfunktion von f(x) =3:6omit ergibt sich die
Losung: [ 3%dx =2+ C (COR)
Probe: F(x)=RX+C O F'(x)=3¥¢=1(X)
b) raxdx = ax da = axdv =
n diesem Beispiel soll der Integrand ax hach verschiedenen Variablen integriert werden.
Die Variablen, die nicht im Differential auftreten, sind als Konstanten anzusehen. Also:
J’axdx:g>?+c J’axda:Xé a+C [axdv=ax-v+C (CIR)

c) J’dx =x+C (dR) Spezialfall

E 1.2 Regeln fur das Ermitteln von unbestimmten Integralen

Um Regeln zum Ermitteln von unbestimmten Integréletegrationsregeln}u finden, kénnen wir
auf dieDifferentiationsegeln (Regeln zum Bestimmen débleitungsfunktion) zurlckgreife

Beispiel E 5: E5
Zu den folgenden Integrandenfunktionen f(x) sind die unbestimmten Integrale zu ermitteln.
Integrand f(x) IntegraJ’ f(x) dx Integrand f(x) IntengI f(x) dx
X %x2+01) x" (n#-1) n+1)<”+1+C
2 1.3 1 1
X 3X0F C = (x# 0) -t C

1 Dadie Integrationskonstante eine beliebig reelle Zahl ist, kénnen wir fur sie in jedem Fall C schreiben.
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Also: Da sich beim Differenzieren einer Potenz deren Exponent (Grad) um 1 erniedrigt, muss beim
Integrieren der Exponent (Grad) um 1 erhéht werden. Ein Ausgleich des auftretenden Faktors beim
Differenzieren wird durch Verwendung seines Reziproken als Faktor beim Integrieren erreicht.

Hieraus lasst sich die folgende Regel gewinnen:

Satz E 2: Potenzregel
J’x“dx _ n+1 X' * 14+ C mit nOZ, n# -1 (und zusatzlich % 0, falls n < —1), CIR.

Der Fall n = -1 muss gesondert untersucht werden, da wir keine Potenzfunktion kennen, deren Ablei-
tung%( = xtist. AuRerdem wére der Tenr:]\q}—1 fur n = =1 nicht erklart.

Diese Regel kann auch auf Potenzen mit reellen Exponenten erweitert werden.

Satz E 3: Erweiterte Potenzregel
Fur die Potenzfunktion f(x) =%mit qOR, q# —1 und x > 0 gilt

dgx = 1 _ya+1
dex-q+1>@ +C (COR).

Um weitere Regeln finden zu kénnen, sollen die folgenden Beispiele unter Nutzung der Kenntnisse
aus der Differentialrechnung betrachtet werden.

Beispiel E 6:

a) Iﬁdxzi%‘+0 sz?)dxzixuc Ia-%dx:§%+c (a, OTR)
Eine Stammfunktion zur Funktion f(x) = &-arhalt man durch Multiplikation der Stamm-
funktion von f(x) = ¥ mit a. Entsprechendes gilt fur die zugehoérigen unbestimmten Inte-
grale (wenn man beriicksichtigt, dass a-C wieder eine reelle Zahl ist).

b) J’(sz +3x —4)dx =

Da Summen gliedweise differenziert werden, gehen wir beim Integrieren ebenfalls sum-
mandenweise vor.

J’(2x2+ 3x — 4)dx :g R+ gx2—4x +C  (CJR)
Die Probe durch Differentiation bestatigt das Ergebnis.

Obige Beispiele lassen den folgenden Satz vermuten:

Satz E 4:
Es seien f und g stetige Funktionen. Dann gilt:

(1)J’k-f(x)dx = k-I f(x)dx (KIR)
Konstante Faktoren bleiben beim Integrieren erhalten. Faktorregel 1
(Z)J'[f(x) £ g(x)]dx :J'f(x)dxij'g(x)dx

Summen und Differenzen kdnnen gliedweise integriert werderSummenregel 1
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Beweis:

Zu (1):

Diese Regel ist eine Aquivalenzaussage. Der Beweis muss deshalb in ,beiden Richtungen* gefiihrt
werden.

F sei eine Stammfunktion von f, d.h., F' =f bfw. f(x)dx = F(x) + C.

a) FurkOR gilt (k-f(x)dx =k-F(x) + C, denn nach den entsprechen@egeln der Diferential-
rechnungst [k-F(x) + C]' =k-F'(x) =k-f(x).
Da F eine Stammfunktion von f ist, also abgesehen von einer additiven Konstanten
k-F(x) :J' k-f(x)dx qilt, foIgtJ’ k-f(x)dx = kJ’ f(x) dx.

b) Fir kOR gilt k-J‘f(x)dx =k-[F(x) + C] = k-F(x) + k-C.
Wegen QIR und kOR ist auch k-C = CFIR und k-F(x) + C*:J' k-f(x)dx, denn
[k-F(X) + C*' = k-F'(x) = k-f(x). w.z.b.w.

Zu (2):
Der Beweis kann unter Verwendung der Summenregel der Differentialrechnung gefiihrt werden.
Diese beiden Regeln aus Satz E 4 lassen sich auch zu einer Regel zusammenfassen:

[Tka F100 + ko F500) + ... + by Ty00]dx = Ky [Ta(x)dx + ko[ Fo(x)dx + .. + b Ty (x) o

Beispiel E 7: E7
Man ermittle das unbestimmte Integrg ‘(3)(% X2 — 6x + 9)dx.
Der Integrand besteht aus einer Summe von Funktionen, die nach der Summenregel gliedweise
integriert werden kann, wobei die konstanten Faktoren in jedem Summanden vor das Integral
gesetzt werden solltefrgktorrege).
Man erhalt:
I(3x4+ %x2—6x+9)dx :Sf ﬁdx+%J‘><2dx—q‘xdx+ ? dx
Wir wenden die Potenzregel an und vereinfachen:

=310+223-62 8+ +C=f R+2x3-38+9x+C

Die Integrationkonstante C ist als Summe der Integrationskonstanten der einzelnen Integrale
aufzufassen. Wir schreiben bei Summen eine gemeinsame Integrationskonstante.

Probe durctDifferentiation [gx5 i %x3 —3%+9x+C]'=3¢+ %xz —6x+9
In der folgenden Ubersicht sind einige aus den Integrationsregeln oder aus Differentiationsformeln
gewonnene Integrale zusammengestellt, die eine Grundlage fur das Integrieren komplizierterer
Funktionen bilden:

J'dx=x+C J’xdx:% £+C
_2 3 1 _ 1
Iﬁ(dx_é X3 +C (x= 0) [ dx=—3+C (< 0)
Nnqy — L +1 1 _
Ix dx—(n+1)>(“ +C (nOR, n# -1, x > 0) J’E dx=2Xx +C (x> 0)
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Mithilfe dieser Integrale sowie der Faktor- und der Summenregel sind wir in der Lage, unbestimmte
Integrale ganzrationaler Funktionen, einfacher gebrochenrationaler Funktionen und einfacher Wur-
zelfunktionen zu ermitteln.

ES8 Beispiel E 8:
1
a) J’(3X7"'%X—Xg +4/x )dx =3 %dx+%‘[xdx—qi2dx+4rx2 dx

2
i 1 11 1 2 B 1 2 .8 [
=3.2 L1 _2(x Zx2 +C=2 2 2 4+9,/x3 +C
—38><8+22x2 2(-x7) +45x2 + 8§+4x2+x+3 x° +

(Auf die Angabe der Probe durch Differentiation sei hier und nachfolgend verzichtet.)
Dieses Beispiel zeigt: Es ist glinstig, vor Beginn der Rechnung Faktoren vor das Integralzei-
chen zu ziehen sowie ggf. Wurzelausdriicke und Briiche mit Variablen in Potenzschreib-
weise darzustellen.

(3x—4) _
b) J v dx =
In der vorliegenden Form des Integranden kénnen wir unsere bekannten Regeln nicht

anwenden. Dividieren wir aber die Zahlerfunktion gliedweise durch den Nenner, erreichen
wir eine bekannte Form:

4 1 1

= ——)dx =: dx — dx

I(5x3 5x3 ) I I
- ~2 34y —_3 242 __3 2
=3 2dx—2x3dx == x1+ 2 +C=— += +C

5_[ I 5 5% 5x  5x?

c) fa Xda =

Im Integranden dieses Integrals treten die zwei Variablen a und x auf. Nach welcher Variab-
len integriert werden soll, entnehmen wir dem Differential — hier da. x ist demzufolge als
Konstante anzusehen (vgl. Beispiel E 4).

_2 _1
—xIada—é %2+ C

d) Die auszufiihrenden Umformungen kdnnen bei umfangug,am_zTTl-?T_TjTTﬁ
. - - Algebra|Calc|Other |Pramll|Clear a-=..
M chen und komplizierten Funktionstermen der Integran . :

funktionen recht aufwéndig werden. Hier ist der Einsat'J[[S'xz"‘]Sjjf s
eines GTA eine effektive Hilfe. v

+49-x5 - 64
. [9-x6-3-x3-12 g Bx5-5x5+4n
2 _ &2 0%
* I(3X - 4fdx = T (6= 3125 7C605 0

HalN DEG ERACT FUNC 2230
9x6—3x3— 2 = Fig. E 3

’ I 6x2

Am Bildschirm erscheint jeweils eine Stammfunktion.

Diese Beispiele machen deutlich, dass es beim Ermitteln unbestimmter Integrale oft darauf an-
kommt, den Integranden systematisch so umzuformen, dass Ausdriicke entstehen, die mithilfe der
bisher kennen gelernten grundlegenden Integrale und Integrationsregeln integriert werden kdnnen.
Es wird sich allerdings bald zeigen, dass dieses Vorgehen nur bei wenigen Integralen zum Ziel fuhrt.
Deshalb werden in diesem Kapitel noch weitere ,Grundintegrale” und weitere Integrationsmethoden
betrachtet.
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E 2 Das bestimmte Integral

E 2.1 Flacheninhalt unter der Normalparabel

Der Fahrtenschreiber eines LKW zeichnet das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm des Bewegungs-
ablaufes auf (Fig. E 4). Einen Ausschnitt dieses Diagramms stellen wir uns in ein rechtwinkliges
Koordinatensystem transformiert vor (Fig. E 5).

Es soll nun die Frage erértert werden, ob sich aus diesem Diagramm eine Angabe tiber in bestimmten
Zeitintervallen zuriickgelegte Wege gewinnen lasst. Wir Giberlegen dazu:

Ist die Geschwindigkeit konstant, so gilt fiir den in der Zéituriickgelegten Weg=v -t.

Bei geometrischer Interpretation ist die Mal3zahl des Weges also gleich dem Inhalt der Flache unter
dem Graphen der konstanten Funktifth im Intervall ft;; to], d. h. gleich dem Flécheninhalt des
Rechtecks mit den Seités—t; = At undv(ty) = v(ty) (Fig. E 6).

Geschwindigkeit in 4™

100
80
60
40
20
6 00 ' ' 7’ 00 ' i 8’

Fig. E5

%0 Uhrzeit

Ubertragt man dieses Vorgehen auf die Geschwini™
keit-Zeit-Funktionv(t) im Fahrtenschreiberdiagramn
so ware hier ebenfalls (mafl3zahlmafig) der Inhalt
Flache zwischen dem Graphen (der Kurve) und de
x-Achse in bestimmten Zeitintervallen gleich dem
diesem Zeitintervall zurtickgelegten Weg. : % Fig.E6

Geschwindigkeit
v(t)

Zeit

Im Folgendem soll nun untersucht werden, wie man den Inhalt solcher (krummlinig begrenzten) Fl&-
chen berechnet.

</_\
- 17
Fig. E 7a Fig. E7b Fig. E 7c

Im Planimetrieunterricht wurde der Flacheninhalt verschiedener ebener Figuren bestimmt, z.B. der
Flacheninhalt von Rechtecken, Parallelogrammen, Trapezen, Dreiecken, Vielecken und Kreisen.
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Wahrend sich die Berechnung des Flacheninhalts von geradlinig begrenzten Figuren relativ einfach
gestaltete, war die Berechnung der Kreisflache etwas schwieriger, doch es konnte ebenfalls eine For-
mel gefunden werden.

Dabei war beispielsweise das Verfahren des Ein- bzw. Umbeschreibens der zu berechnenden Figur
(hier also des Kreises) durch berechenbare Figuren (regelmafiige n-Ecke; Fig. E 7a) oder das Aus-
fullen der betreffenden Flache mit Rechteckflachen nitzlich (Fig. E 7b).

Um die Flacheninhaltsformel fir den Kreis zu gewinnen, kann man in diesem Sinne einem Viertel-
kreis mit dem Radius r = 1 (LE) Rechtecke ein- und umbeschreiben (Fig. E 7c). Die Viertelkreisfla-
che liegt dann zwischen der Summe der Flacheninhalte von ein- bzw. umbeschriebenen Rechtecken
und sie wird von dieser ,oberen” bzw. ,unteren” Rechteckflache umso besser angenéahert, je groer
nist. FUr n = 256 z.B. erhalt mag,A= 0,7854, einen guten Naherungswert fijgA T .

Der Kreis blieb allerdings die einzige krummlinig begrenzte Figur, deren Flacheninhalt wir berech-
nen kdnnen.

Die Bemihungen, den Flacheninhalt krummlinig begrenzter Figuren zu ermitteln, reichen mathema-
tikgeschichtlich sehr weit zuriick. Zum einen geschah das aus praktischen Erwagungen, zum anderen
reizte jedoch die Kompliziertheit dieses Problems die Mathematiker. Die ersten gréeren Erfolge
gehen auf den griechischen GelehrtepPldKRATESZurlick. Er berechnete etwa 450 v. Chr. verschie-
dene mondchenartig geformte Flachenstudie ondchen desiFPOKRATES exakt (Fig. E 8).

c ©
M a
A &l B A B D
Fig. E 8a Fig. E 8b

HipPOKRATESberechnete den Flacheninhaltder ,Sichel” in Fig. E 8a und erhielt A %2 . Diese

~Sichel” und das Dreieck ABC in dieser Figur sind somit flachengleictrdkRATESkonnte durch
analoge Uberlegungen zeigen, dass in Fig. E 8b fir die Flacheninhalte der ,Sicheln® gilt:

A3 = Al + A2.

In den folgenden 200 Jahren bemdihten sich viele Mathematiker um die exakte Berechnung des Fl&-
cheninhaltes parabolisch, elliptisch und hyperbolisch begrenzter Flachen. Um 260 v.Chr. gelang es
dem griechischen Gelehrtem@8HIMEDES (287-212 v.Chr.) Parabelsegmente zu berechnen. Er ent-
wickelte die sogenanniéxhaustionsmethodd.h., er ,schopfte” die unbekannte Flache durch eine
Folge berechenbarer Flachen aus. Auf diese Weise konnte auch die Kreisflache bestimmt werden.
Dann allerdings dauerte es fast 2000 Jahre, bistMEDESauf diesem Gebiet Nachfolger im@»-

LIERE (1598-1647), BWTON (1643-1727) und k1BNIZ (1646-1716) fand. Diese entwickelten

neben anderen Mathematikern Methoden, mit deren Hilfe Flacheninhaltsberechnungen fiir beliebige
Flachen sehr leicht und schnell erfolgen kénnen.
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Im Folgenden soll der Inhalt der Flache berechnet werden, ~

der Graph der Funktion f(x) 2xdie x-Achse und die Gerade
x = aund x = b begrenzen, d.h. den Inhalt der Flache untel
Normalparabel im Intervall [a; b] (Fig. E 9). Zunachst wird
dabei das Intervall [0; 1] betrachtet. Wir nehmen zum Lésen
Problems das von#CHIMEDES entwickelte Vorgehen zu Hilfe
und versuchen, die Flache unter der Normalparabel im Inte
[0; 1] durch Figuren mit leicht berechenbaren Inhalten auszi
len. Dazu verwenden wir Rechtecke.

Das ,Ausfullen” soll wie bei der Kreisberechnung durch ,Ei
beschreiben” oder ,Umbeschreiben” der zu berechnenden
che geschehen.

einbeschriebene umbeschriebene Teilung
Teilflachen Teilflachen
y fx)=x2 Y f(x) =x°
1l () H ®)

0
o 1 X © 1 X
J f(x) = x° y f(x) = x2
Al ) ol )

1
b 1 x o 1 X
y f=x2 Y f(x) = x°
1- 1]

2
o 1 X = 1
y f(x) = x2 y f(x) = x2
il ) 1] )

3
b g = 1 X

y f(x) = x*

—‘10 a IbX
Fig. E9

Anzahl der  Lange der
Teilintervalle Teilintervalle

1 1
2
o
T

Fig. E 10
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Dabei ist der Flacheninhalt der durch Einbeschreiben entstehenden Treppenfigur stets kleiner, der
Flacheninhalt der durch Umbeschreiben entstehenden Treppenfigur stets gréer als der gesuchte Fla-
cheninhalt. Je groRer jedoch die Anzahl der verwendeten Rechtecke wird, d. h., je kleiner die verwen-
dete Rechteckbreite gewahlt wird, umso besser ndhern wir uns dem eigentlichen Wert an.

Ermitteln wir die jeweiligen Flacheninhalte fiir f mit f(x) 2:x

Einbeschriebene Treppenfigur Umbeschriebene Treppenfigur
n | (Untere Rechtecksumme) (Obere Rechtecksumme)
0|g =1f0)=1-0=0 s§=1-f1)=11=1
1| g =310+3-16)=1 -FO)+1E )] | S =2-16)+3-f0) =3 1§ )+ ()]
:%-[0+i]=§ = 0,125 —l-[1+ ]=§ = 0,625
2 | g =5-10)+51G) —f§)+~ ) sz:Zf()+—f()+ 1€ +5 1)
=2.160) + 13 ) + G ) +1C)] =21 +1G) +1C) + 13 )]
Lok of SEEER]
=22 ~0,219 = 22 ~0,469
3 :%f(0)+- f(8)+ -fg) 53=§.(é)+§-f(§)+%-f§)+...+_ -fg)
=§ [f(0)+f(—)+f(é)+...+f(g N =é-[f(%)+f(§)+f(g)+...+f(g)]
:%-[O+€1a+ga+..+g%] :% Eli+§1+6%l+"'+g—3]
=i2~0273 = 2 ~0,398

AN 2" .
_1 —1 _1 2
() =5 Y 558 ®=5 350 -
Fassen wir das bisher Erreichte zusammen:
(1) Der gesuchte Flacheninhalt liegt zwischen 0,273 <A < $)398

(2) Mit wachsendem n nahern sich die Glieder der beiden Zahlenfolgen dem gesuchten Flachenin-
halt A immer mehr an. Damit liegt nahe:

(3) Der gesuchte Flacheninhalt kann vielleicht als gemeins@megrzwert der beiden Zahlenfolgen
bestimmt werden.

Wir berechnen die beiden Grenzwerte. Dazu formen wir die Summenformeln zunachst um und set-
zen der Ubersichtlichkeit halbef 2 k. Es ergibt sich:

k k .2 k
b

D Bei Inhaltsberechnungen wird hier und im Folgenden immer nur die Maf3zahl angegeben.
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2 _{nn+ 1) 020+ 1)

n
Nach der Summenformel fiir Quadratzahl (,Formeln und Tabellen®,

. . 6
S. 41) erhalten wir daraus: =
_ k—1)k(2k—1 _ k+1) 02k+1
s, = )k( ) S, = 3E}s( )E( )
6 k
3 2
zing—Sk+k 11,1 1ng+3k +k__+__+_;_
K3 6 3 2k 6k2 3 2k 6K°
Wir ersetzen wieder™iir k:
1 1 1 1 1 1
== — + =z + +
*n 3 2" 6" 3 3 22" 6"
Dann ist
lim s, =2 lim S, =3
n- o 3 n- o 3
lim s, = lim S, :%.
n- o n - o

Mit diesem gemeinsamen Grenzw%rt der Folgghuisd (S) wurde ein Wert fir den Inhalt der
Flache unter der Normalparabel im Intervall [0; 1] ermittelt: é‘ =

ARCHIMEDESkam vor mehr als 2000 Jahren auch zu diesem Ergebnis, nutzte jedoch eine andere Ein-
teilung des Intervalls. Er teilte das Intervall [0; 1] in n gleiche Teile, verwendete fiir die Berechnung
also Rechtecke der Breirlle . Dadurch ergaben sich fur die untere und die obere Rechtecksumme ein-
fachere Ausdricke:

(s)=1y &Ly (S)=iy Ay
2, 2,

Durch Anwendung der bereits damals bekannten Formel fir die Summe der ersten k Quadratzahlen
erhielt ARCHIMEDES bei der Grenzwertbestimmung wie oben den gemeinsamen Greézwert . Ihm
war damit die exakte Berechnung des Flacheninhalts eines Parabelsegments gelungen.

Wir wollen nun Uberlegen, ob sich auf diese Weise auch der Flacheninhalt unter der Normalparabel
im Intervall [0; b] mit b > 0 bestimmen lasst (Fig. E 11):

(1) Wir teilen das Intervall [0; b]
wie ARCHIMEDESIn n gleich  yi f(x)=x y f(x) =x* y f(x) =x*
lange Teilintervalle. Jedes ] 1 T
Teilintervall hat die Langtg 1
(Fig. E12, dortistn=7.) —

(2) Fir jeden Teilpunkt;¥xm 1 1
Intervall bestimmen wir den
zugehdorigen Funktionswert.

f(xg) =f(0) =0

1 14
fxp) =f@2) =¥ - |
b b O 1 pbx O i = o) 1 X
fix) =f22) =(22 ¥ XXiXXs X, =D XXiXXs X, =b
) Fig. E 11 Fig. E 12

) =fn2) =(n? 9
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(3) Wir berechnen die untere und die obere Rechtecksumme.
Breite der Rechtecke: g

Lénge der Rechtecke: jeweils kleinster bzw. gro3ter Funktionswert im jeweiligen Intervall
=P[O + (12 + ..+ (N =12 )] $=2[f(1-2) +f(2-2 ) + ... +f(n2 )]

n

s=p 5 [0 =5 (-1f s=hy [R5

(4) Diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich von den auf S. 146 f. betrachteten nur durch den
Faktor 1. Berechnen wir auch hier jeweils den Grenzwert fir m, so ergibt sich

3
lim sn—% lim Sp —b—
n - oo n - oo

3
Der Inhalt A der Flache unter der Normalparabel im Intervall [0; b] betragt som%A =

Wir stellen fest: Anstelle der fortgesetzten Halbierungen kann eine Teilung in n gleiche Intervalle
vorgenommen werden. Es ist sogar mdglich, ein Teilverfahren zu wahlen, wo die Rechtecke in der
jeweiligen Treppenfigur unterschiedlich breit sind — es muss nur darauf geachtet werden, dass bei
fortgesetzter Teilung die Breite aller Rechtecke gegen 0 strebt. In weiteren Beispielen sollen nur sol-
che Teilungen verwendet werden, bei denen die Rechtecke gleich breit sind.

Um das eingangs gestellte Problem vollstandig zu I6sen, nutzen wir die bisher bereits erzielten
Erkenntnisse. Wir wissen:

(1) Fir den Flacheninhalt unter der Normalparabel im Intervall [O; a] gil& %

(2) Fur den Flacheninhalt unter der Normalparabel im Intervall [0;

3 ”f = o2
it A= =

Als Flacheninhalt unter der Normalparabel Gber dem Intervall [¢ T
mit a < b ergibt sich somit il
3 3

A=A-A =2 -2 1

o a;  bx Fig.E13
E 2.2 Der Begriff bestimmtes Integral

Im Abschnitt E 2.1 wurde ein Weg gefunden, den Inhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion
f(x) = x? iiber einem vorgegebenen Intervall zu bestimmen. Wir haben dazu die Grenzwerte der unte-
ren und der oberen Rechtecksumme ermittelt. Nun wollen wir der Frage nachgehen, ob sich dieses
Vorgehen auch auf andere Funktionen tbertragen Iasst und verallgemeinert werden kann.

Klaren wir zundchst, mit welchen Funktionen man dabei arbeiten kann.

Bei der Berechnung der unteren und der oberen Rechtecksumme wurde in jedem Teilintervall der
kleinste bzw. der grof3te Funktionswert als Lange der Rechtecke verwendet. Es liegt deshalb nahe,
auch nachfolgend mit Funktionen zu arbeiten, die in einem Intervall [a; b] definiert sind und in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von [a; b] einen kleinsten und einen grof3ten Funktionswert besitzen.
Aus Kapitel C ist bekannt, dass jede stetige Funktion diese Bedingung erfiillt (Satz C 7). Auch jede
nur monotone Funktion hat in jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Definitionsbereiches einen
kleinsten und einen grof3ten Funktionswert. Dartber hinaus gibt es auch Funktionen mit dieser
Eigenschaft, die weder stetig noch monoton sind (Fig. E 14).
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Fur die weiteren Betrachtungen sei f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion.
f besitzt dann in jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a; b] einen kleinsten und einen gréf3ten
Funktionswert (Fig. E 15).

y y y
f
m r\\\ B
f(x;)
fl o
{fx) -
a o E S © a= XOXI XZ X3 n— Xi—l X| X| X\ X
—_—
Fig. E 14 Fig. E 15 AX

(1) Wir wahlen eine beliebige natirliche Zahl rg &, und zerlegen das Intervall [a; b] in n gleich
lange Teilintervalle. Die Endpunkte der Teilintervalle seien g X Xp; ...; Xq_1 Xn = b.

Jedes Teilintervall hat die Lén@%—a

(2) Fur jedes Teilintervall bilden wir die Produktesf( Ax-und f(x; ) Ax, wobei f(x; ) der kleinste
und f(x; ) der gro8te Funktionswert im i-ten Teilintervall ist.

(3) Wir bilden die Summen s z f(x;)-&x und §,= Z f(x;)-Ax.

i=1
Auf diese Weise werden jeder naturllchen ZahlaIndie zwei Zahlenaund §, zugeordnet, d. h.,
wir erhalten zwei Zahlenfolgenfsund (S).

Diese Folgen besitzen nachstehende Eigenschaften:

a) Weil im Intervall [a; b] stets(k) - (b — &)s,< S, <f(X) - (b — a) gilt, ist () nach oben
beschrankt und (¥ nach unten beschrankt.

b) Da beim Ubergang von der n-ten zur (n + 1)-ten Zerlegung des Intervalls die zugehérige Summe
Sh + 1 Nicht kleiner sein kann als die Summggw. die Summe,S; 1 nicht grof3er sein kann als
die Summe g folgt:
(s,) ist monoton wachsend {Bist monoton fallend.

Jede monoton wachsende (fallende) und nach oben (unten) beschréankte Folge konvergiert (Satz B 6).
Folglich existieren die beiden Grenzwertien s, undim S,
Dies fiihrt uns zu einem neuen Begriff:" = © n-e

Definition E 3: E3
Es sei f eine im Intervall [a; b] definierte Funktion, die in jedem abgeschlossenen Teilinter.all
von [a; b] einen kleinsten und einen gréRten Funktionswert besitzt.

n n
Haben die beiden Folgen (s (Zf(xi )-:Ax) und (S) = (Zf()‘(i ) -AX) einen gemeinsamen
Grenzwert, so heil3t dieser gemeinsame Grenzwehlatdgnmte Integral der Funktion f im
Intervall [a; b]. A
In Kurzform: Iim s, = lim S, =J’ f(x)dx (geleserintegral Uber f(x)dx von a bis)b
a

n - o n - o
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Dabei bezeichnet man a und b kdtegrationsgrenzerund [a; b] aldntegrationsintervall

Wir kennen bereits

f(x) alsintegrand, x alsIntegrationsvariable, J’ alslntegralzeichei"t)

und wissen: Das Integralzeichen kann nie allein mit einer Funktion stehen. Zu jedem Integralzeichen
gehdrt auch die Angabe eines Differentials dx, das die Integrationsvariable festlegt.

b
Das bestimmte Integri1 f(x)dx istne eindeutig festgelegte Zatle nur von der Funktion f und

a
den Integrationsgrenzen abhéangt.

Bisher wurde fast immer x als Variable verwendet. Ersetzt man nun das x im Integranden und im Dif-
ferential durch ein und dieselbe andere Variable, so ist das ohne Bedeutung fiir das bestimmte Inte-

gral. Die durch das bestimmte Integral gegebene Zahl wird dadurch nicht veréndert. Es qilt:
b b b

[f0ddx = [f(u)du = f)dt

Beispiel E 9:
Es ist dabestimmte Imagralg x3dx zu berechnen.

Die Funktion f mit der Gleichung f(x) =ist stetig und hat damit in jedem abgeschlossenen
Teilintervall einen kleinsten und einen grof3ten Funktionswert. Wir wenden die obige Definition
des bestimmten Integrals an.

(1) Zerlegen des Intervalls [0; 3] in n gleich lange Teilintervalle der LARGAX =

(2) Bilden der Summen,sind §; das i-te Teilintervall ist [x_ 1; Xi].

s,
n’

Xiog =(-1)x=(i-1) fo5_p =[i-13P°
x =i-3 fx) =[i-31°
s, :_if(xi)-Ax s, = if()’(i)-Ax

g 3 3t
= | - —_— = —
Sh Z( 3 ot
Fur die Summe der ersten
i3: —k (k+1)  Also:

jo—ﬁ SW,ZS;ﬁ Z?
Ku

k Kubikzahlen qilt (,Formeln und Tabellen“ S. 41)

2 2 4 2 2
—_3 {(n-1)"n _3 n+1
s, _7E£~”ZL~ S, ‘r?[ﬂ‘(T‘)‘
=¥pioanet g 2, 1p =¥pieanel 3,2, g
4 n2 4 n n 4 n? 4 n n
(3) Berechnen deGrenzwerte
4 4
lim ;=3 =& lim s, =2 =8
R hew ' 4 4
Da lim s, = I|m Sy —%1, gilt !)?dx—s—l.
n —» oo

1) Das von Gottfried Wilhelm EiBNIZ eingefiihrte Integralzelchgn erinnert an die Summenbildung. Das Zei-
chen dx hat seinen Ursprung in dAm der Breite der Teilintervalle.
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Das Bilden des Begriffsestimmtes Integrarfolgte in enger Anlehnung an das Zerlegen einer
Flache in untere und obere Rechtecksummen. Deshalb stellt das bestimmte Integral auch eine Még-
lichkeit dar, die Eingangsfrage nach dem Flacheninhalt bestimmter Punktmengen zu beantworten.

Definition E 4: E4

Es sei f eine im Intervall [a; b] definierte und dort nichtnegative Funktion, die in jedem ahg -

schlossenen Teilintervall von [a; b] einen kleinsten und einen gré3ten Funktionswert besiitzt.
b

Dann ist dapestimmte Integral lf(x)dx diejenige positive Zahl, die den Inhalt A der Flacte
angibt, welche vom Graphen der Funktion f, der x-Achse und den Geraden x =aund x = b

b
begrenzt wird: A:J; f(x)dx.

Mit dieser Definition haben wir eirgeometrische Deutung des bestimmten Integatpenommen.

Beispiel E 10: E 10
Es ist zu untersuchen, ob man folgende bestimmte Integrale als Flacheninhalte deuten <ann:
2 3
a) J’(x2 +1)dx b) J (x — 1,5)dx
-1 [®
LOsung: YA 100 =2 + 1

a) Die Funktion f(x) = g+1 genugt in [-1; 2] den Bedingungen von
2
Definition E 4. Das bestimmte IntengaI Z(K 1)dx ist gleich dem

-1
Inhalt der Flache, die vom Graphen der Funktion f(x§ = &, der

x-Achse und den Geraden x = —1 und x = 2 begrenzt wird.
3

b) Das bestimmte Integr?T (x=1,5)dx kann nicht als Flachegin-

)5 .
halt gedeutet werden, da nicht fur all&ljo,5; 3] die Bedin- 1| ® =15

01 2% Fig.E16

gung f(x)= 0 erfullt ist. —A——t
© J/l 2 3%
Fig. E 17

Beispiel E 11: E1l1
Die Inhalte der markierten Flachen sind mithilfe bestimmter Integrale anzugeben.

ol 1 3 X ol 4 3 X Fig. E18
Die Funktionen erfiillen die in der Definition geforderten Bedingungen. Also gilt:

A1=Eﬁdx A2=}(—x+2,5)dx /§=ix2dx+}xdx
=il 1
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Es lasst sich nunmehr auch das ,Fahrtenschreiberproblem* (s. S. 143) ndherungsweise ldsen, indem
man den Inhalt der Flache unter dem Graphen der Geschwindigkeit-Zeit-FuritmB. durch
Auszahlen von Einheitsquadraten bestimmt. Die MalR3zahl des Inhalts dieser Flache ist gleich der

Maf3zahl des in dem betreffenden Zeitintervigllth] zuriickgelegten Wegs.
t,

Fir eine beliebige (stetige) Geschwindigkeit-Zeit-Funkti@hgilt dann s = J’v(t) dt.

Das Berechnen des bestimmten Integrals mittels der o0.g. Naherungsmethode ist sehr aufwandig. Es
soll deshalb ein einfacherer Weg gesucht werden.

Beispiel E 12:

Gegeben sei die Funktion f(x) = x. Der Graph der Funktion f , die x-Achse und die Geraden
x =1 und x = 6 begrenzen eine Flache, deren Inhalt berechnet werden soll.

Wir I6sen diese Aufgabe

a) mittels eines bestimmten Integrals,

b) unter Verwendung bekannter Flacheninhaltsformeln,

¢) mithilfe eines GTA, wobei zunachst die zu berechnende Flache dargestellt wird.

Zu a)
Fur die Funktion f(x) = x existiert das bestimmte Integral im Intervall [1; 6], da f stetig ist.
6

Um dex zu berechnemyenden wir die Definition E 3 an.

. Zlerlegen des Intervalls [0; 6] in n gleich lange Teilintervalle. Die Teilintervalle haben die
LangeAx = g (Fig. E 19).

e Bilden der Summen,suind .
Die untere Intervallgrenze des i-ten Teilintervalls ist T f(x) = x

X, =(i-1)x=(i-1)2 , die oberg, =§-

Die zugehdrigen Funktionswerte sind
f(x)=(-1)2 bzw. f& )=i2 .

Also gilt:

O.::::X
6 6 1 6

Zf(x )AX = Z(l—l)— a2 (i-1) Fig. E 19

k
Wegen zl i :% (,Formeln und Tabellen®, S. 41) folgt:
=

2 2 2 2 2 2
:G_M :6_(1_l) %:G_M :_(1+1‘)
n> 2 2 n 2 9 2 n
¢ Grenzwerte bestimmen
2 2
6~ _36 ‘ 6 _36
lim =2 == IimS. == ==
e msn 2 2 noow ™ 2 72

Damit gilt: ‘!xdx =36 - 18
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1 6 1
In gleicher Weise ergibt sicﬂ!ﬂ xdx;—- . Also: Flécheninhaltf = X(l)( - X%Q =  (F2).

Zu b)
Die zu berechnende Figur ist ein Trapez. Die Formel fur den Flacheninhalt eines Trapezes
lautet A :%3 -h (a und c sind dabei die parallelen Seiten und h die zugehdrige Hohe).
Also gilt: A = %J .5 :?’-25’ (FE)

Zu c)

Mit der Eingabéd ¢ ) &) (¢$)(R) (GRAPH A N A SR A B
sowie geeigneter WINDOW-Einstellung wird der Graph
der Funkton f(x) = x dargestellt.

Wir setzen fort miFs) (1) Itower Limib

Flxd=x

(6) (Upper Limif und erhalten das nebenste- S e
hende Bildschirmbild (Fig E 20). Fig. E 20

Nach der Betrachtung dieser Beispiele wollen wir noch einmal auf die Frage zurtickkommen, fiir
welche Funktionen das bestimmte Integral Uberhaupt existiert.

Nach den Forderungen in Definition E 3 muss die gegebene Funktion f in jedem abgeschlossenen
Teilintervall des Integrationsintervalls einen kleinsten und einen grof3ten Funktionswert besitzen.
Erfillt eine Funktion diese Bedingung, miissen des weiteren die Folyem{s($) gegen ein und
denselben Grenzwert konvergieren. Nur dann existiert das bestimmte Integral.

Zwei Eigenschaften, die die Existenz des bestimmten Integrals sicherMaintbnieund Stetig-
keitder Integrandenfunktion im jeweiligen Intervalenn wir wissen bereits, dass fiir monotone

bzw. stetige Funktionen in jedem abgeschlossenen Teilintervall ein kleinster und ein grof3ter Funkti-
onswert existiert. Es lasst sich auBerdem jeweils zeigen, liass, lim S, gilt, so dass fol-
gende Satze formuliert werden kénnen: n-e n-e

Satz E 5: Existenz des bestimmten Integrals einer monotonen Funktion ES
b

Wenn f eine im Intervall [a; b] monotone Funktion ist, so exis]lert f(x) dx.
a

Satz E 6: Existenz des bestimmten Integrals einer stetig%n Funktion E6

Wenn f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion ist, so exisﬂ‘ert f(x)dx.
a

Beweis fur Satz E 5:

« Esseifeineim Intervall [a; b] monoton wachsende Funktion. Das Intervall [a; b] wird in n gleich
lange Teilintervalle zerlegt (GN, beliebig). Jedes Teilintervall hat dann die LaAge= k?.
[Xj _ 1; X;] sei das i-te Teilintervall dieser Zerlegung.

» Da f monoton wéachst, ist f(x ;) der kleinste und f¢x der grofite Wert der Funktion f im i-ten
Teilintervall. Wir bilden die Summen

s = iif(xi_l)-Ax S = iif(xi) X
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Da die Folge (9 monoton wéchst und die Folgeg,f8honoton féllt sowie beide beschrankt sind,
existieren die Grenzwertnda'm nand nIim S

* Um nachzuweisen, da%h'm n snlim S, muss man zeigen, dass, £Ss,) eine Nullfolge ist.

Wegen § = .if(xi) DX = AX-[F(Xq) + F(X0) + ... +T(Xy)]

und §= iif(xi _1) DX =AX-[f(Xg) + F(X) + ... +T(X,_ 9] qilt Sp,— 5, =AX-[f(xp) — F(X)].
Da %, = b, % = a undax = 22 ist, folgt hieraus $- , = 2=2[f(b) - f(a)].

» Fur (b — a)Jf(b) — f(a)] kann man die Konstante k setzen. Somit,jst § = E . Da die Folge
(E) eine Nullfolge ist, gilt nliinoo §-%) = nliinms‘h— nliinmsh = 0 bzw. nIiEnoo $= nliinoosq.

b
Somit existiert das bestimmte IntegIaI f(x)dx.

a
Analog kann gezeigt werden, dass das bestimmte Integral auch fur jede im Intervall [a; b] monoton
fallende Funktion existiert. Damit ware Satz E 5 bewiesen.

Gibt es zu einer Funktion f das bestimmte Integral Glber dem Intervall [a; b], so heil3t diese Funktion
Uber dem Intervall [a, bihtegrierbar Monotonieund Stetigkeitsind nach den Sétzen E 5 und E 6
alsohinreichende Bedingungen fiir die Integrierbarleiter Funktion. Sie sind abeicht notwen-

dig, denn es gibt auch Funktionen, die zwar integrierbar, aber nicht monoton (Fig. E 21b), nicht ste-
tig (Fig. E 21c) oder weder monoton noch stetig sind (Fig. E 21d).

y y .
m m / k
OI T T OI 1 T
a b X a b

T T >
a
Fig. E 21a Fig. E 21b Fig. E 21c Fig. E 21d

b X (0] a b X
Obige Bedingungen erleichtern die Berechnung des bestimmten Integrals: Liegt eine stetige oder
eine monotone Funktion vor, so ist die Existenz des bestimmten Integrals gesichert und es braucht
nur derGrenzwert einer Folgbestimmt zu werden.

y
X O

E 2.3 Begriffserweiterung und Eigenschaften bestimmter Integrale
b

Wir haben bei der Definition des bestimmten Integjals f(x)dx vorausgesetzt, dass a < b ist.
a

Fur manche Anwendungen ist es aber notwendig, den Begriff des bestimmten Integrals auch zur Ver-
fugung zu haben, wenn die obere Integrationsgrenze kleiner als die untere ist oder wenn beide Inte-
grationsgrenzen ubereinstimmen:

Definition E 5: Definition E 6:

Existiert fur die Funktion f im Intervall [a; b] das bestimmte a
J’f(x)dx =0
a

b a b
Integralj’ f(x)dx, so wird festgelei'[ f(x)dx =I— f(x)dx.
a a
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Beispiel E 13: E 13

a) ixgdx = —E Xdx = —Szl (s. Beispiel E 9) b)i xdx =0

Aus der Definition des bestimmten Integrals lasst sich eine Eigenschaft folgern, die bei Anwendun-
gen des bestimmten Integrals oft bendétigt wird:

Satz E 7: Additivitat des bestimmten Integrals E7
Es sei die Funktion f im Intervall [a; b] integrierbar und c eine beliebige Zahl aus dem Intervall
[a; b]. Dann gilt:

j)'f(x)dx = }f(x)dx +}f(x)dx

Diese Eigenschaft nennt man Additivitdt des bestimmten Integrals.

Beispiel E 14: E 14

a) 1’5x3dx +j’ x3dx:Jz’x3dx:27j1 =4

b) }(x2—4)dx+i (x—2)(x+2)dx-i>-‘(4_T4xz )dx% E>e4)dx—J7- (R—4)dx=0 (x0)
1 s 1 1

E 2.4 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Wir wissen aus der geometrischen Deutung des bestimmten In%grals f(x) dx £0 fix)ntervall

2
[a; b]: Der Inhalt der vom Graphen der Funktion f, der x-Achse und den Geraden x =aund x = b
begrenzten Flache (der dem bestimmten Integral entsprichtziegthen den Flacheninhalten
zweier Rechteck®ie eine Seite der beiden Rechtecke hat jeweils die Lange b — a, die andere Seite
ist durch die untere bzw. die obere Schranke der Funktion f im Intervall [a; b] bestimmt. Nun entsteht
die Frage, ob unter Beibehaltung der gestellten Bedinguigezinziges Rechtediber dem Inter-

b
vall [a; b] gefunden werden kann, dessen Flacheninhalt gleich dem Ir][egral f(x)dx ist.
a

Es sei f eine stetige Funktion mit f&)0 im Intervall [a; b]. y
b f

Die markierte Figur hat den FlécheninhPIt f(x)dx (Fig. E 22) —

f(xo)

Betrachtet man diese Figur, so kann mgn vermuten: Es lasst =

eine Stelle yso finden, dass das Rechteck tiber dem Intervall [¢

und der Ordinate f(g als zweiter Seite flachengleich mit der m. 5
% X

kierten Figur ist.
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Der Flacheninhalt des Rechtecks ist dann A )f{¢b — a). Die Zahl f() hei3tintegralmittelwert.
In Fig. E 22 ist dieser Sachverhalt fur eine Funktion f dargestellt, die im Intervall [a; b] nur positive
Funktionswerte annimmt. Es kann jedoch allgemein formuliert werden:

Satz E 8: Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann gibt es mindestens eine il x
b

a <>y < b, fur deren Funktionswert ffxgilt If(x)dx =f(xg): (b —a).
a

Beweis

« Istfeine im Intervall [a; b] integrierbare Funktion, so besitzt f in [a; b] eine untere Grenze m und
eine obere Grenze M. Ist f im Intervall [a; b] sogar stetig, dann ist m das Minimum und M das
Maximum von f in [a; b].

e Esgiltdann m-(b - aQJ'f(x) dx< M- (b -a).

Somit gibt es eine reelle Zahl p miteanu< M, so dass glltJ‘ f(x) dx = pu- (b —a).

» Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann fur Gber dem Intervall [a; b] stetige Funktionen f eine
Stelle % Ofa; b] mit f(xg) = W, woraus foIgtJ’ f(x) dx =f@@ Ob - a).

Die Zahl f(xg) = J’f(x) dx wird auch, M|ttelwert der Funktion f Uber dem Intervall [a; b]*
genannt.
Beispiel E 15:

a) Gesucht ist die Zahlaus dem Intervall [a; b], fur dje 2xdx = fx (b — a) ist.

Wir berechnen das bestimmte Integ]al: 2xdx2=la? y f(x) = 2x

a
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt
b? — & = f(xp) - (b — @), woraus (b —a)- (b + a) =d(x(b — a), +
also (da ¥ a) (b + a) = f(y) folgt.
Wegen f(x) = 2x gilt f(g) = 2, also 2y=b +a

und damit ¥ = kla T

Geometrisch gedeutet heil3t das: I@am%b der Mittelwertvona * T

und b ist, stellt f(¥) die Lange der Mittelparallelen des Trapezes i8
Fig. E 23 dar.

b) Fr die Funktion f(x) =%sind im Intervall [0; 4] der Mittelwert f @
und das zugehorlge Argumengzu berechnen.

all Xo b X
Fig. E 2:

Nach Satz E 8 glIE! 3dx = f(xo) - 4, woraus Wegerl 2dx =% (s. S. 148) folgt
& =1(x) 4

Damit ergibt sich: f(y) = —, also x = 1?;‘-5 = 2,31.
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E 3 Beziehung zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral

E 3.1 Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Integrationsgrenze

Die Berechnung bestimmter Integrale mithilfe der Folgghuisd (S) ist sehr aufwandig, wie wir

bereits bei den Beispielen in den Abschnitten E 2.1 und E 2.2 gesehen haben. Wir wollen deshalb in
diesem Abschnitt daftuir eine wesentlich einfachere und rationellere Méglichkeit kennen lernen.
Bekanntlich héangt der Wert eines bestimmten Integrals nur von den Integrationsgrenzen und der
Integrandenfunktion ab (s. S. 150). Untersuchungen am bestimmten Integral kdnnten sich also auf
diese Teile konzentrieren. Wir beschranken uns hier auf die Untersuchung des Einflusses von Veran-
derungen der Integrationsgrenzen.

b
Im Abschnitt E 2.1 wurde fif 2dx der Wert bestimmt. Lasst man nun die untere Grenze 0 fest und

verandert die obere Grenze b, so erhalt man fir jede Zald B)(bine eindeutig bestimmte Zahl

b
!xzdx. Beispielsweise also:

b | 0 1 2 4 100 0,5
2y 0 1 8 64 106 1
_! 3 3 3 3 24

b b
Es entsteht eine Menge geordneter Paarg (bx)xdie wegen der Eindeutigkeit vgn 2dx eine

b 3
Funktion®(b) ist. Man kann also schreibem(b) :‘E x2dx :93— . Das bestimmte Integral ist dem-

nach von der oberen Grenze abhangig — es isFeinktion der oberen Integrationsgrenze.
Da es ublich ist, das Argument einer Funktion mit x (statt hier mit b) zu bezeichnen, wahlen wir fur

die Integrationsvariable eine andere Bezeichnung, z. B. t (statt x), und erhalten
3

d(X) zl[tzdt:% mit x= 0.

Definition E 7: « E7
Gegeben sei eine Funktion f. Die Funktibndie jedem x den Wert des Integrjils f(t)dt zuord-

a
net, hei3tntegralfunktion von f mit der unteren Grenze a. Der Definitionsbereich der Intecral-
X

funktion ist die Menge aller x, fur die das Intng'aI f(t) dt existiert.
a

Wir beachten den Unterschied zwischen den BegriffergralfunktionundIntegrandenfunktion

D(x) :Jx;f(t)dt ist die Integralfunktion, f(t) die Integrandenfunktion (kurz: der Integrand). Betrach-
ten wir im obigen Beispiel Integralfunktion und Integrandenfunktion, so stellen wir fest: Bildet man
die Ableitung der Integralfunktion, so erhélt man den Integranden. Die Integralfugkisbralso

eine Stammfunktion des Integranden f. Dieser Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral

und der Stammfunktion gilt fir beliebige stetige Funktionen.
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Satz E 9:
Fur eine im Intervall [a; b] stetige Funktion f ist die Funktimit ®(x) = If(t)dt eine
Stammfunktion von f im Intervall [a; b].

Da die Menge aller Stammfunktionen einer gegebenen Funktion f das unbestimmte Integral dieser
Funktion ist, stellt Satz E 9 einen Zusammenhang zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten
Integral her.

Beweis:
« Es seien f eine beliebige, im Intervall [a; b] stetige Funktiondigie Funktion mit

D(X) :} f(t)dt.

* Wenn wir zeigen wollen, dass eine Stammfunktion von f ist, so miissen wir nachweisen, dass

@'(x) = f(x) fur allexd[a; b] gilt. Wir bilden dazu zunachst d&ifferenzenquotientevon ®:
x+h X

.[ f(t)dt—J’f(t)dt
Fur h# 0 und (x + hy[a; b] ist 2X0=00 =2
x+h x+h x+h x+h
f(hdt+ [ f(dt= [ f(O)dt (SatzE7),also fH)dtfF f()dt f(t)dt:
Jiode [ o=y JERCEYRCES

a

. Daraus folgt wegen

x+h
P(x+h)—d(x) _ 1
=i I f(t)dt
X
« Wir schatzen debifferenzenquotientenach oben ab (Fall h > 0) :
Da f eine stetige Funktion ist, existieren im Intervall [x; X + h] ein kleinster Funktionswert f( )
und ein grof3ter Funktionswertg( ). Nach der Definition des bestimmten Integrals gilt dann

x+h x+h
f(X)-h< J’ f(t)dt<f(x)-h, also fK )< I f(t)dt < f(x). *
e Wir berechnen deGrenzwert des [D‘lerenzenquouentefur h- 0
X+h
Aus der Ungleichung (*) folgtim & ¥ lim % J’ f()dt< lim f(x). (**
h-o h-oh J h-o

Da f stetig ist, gilthlim0 f& )=r!im0 fk ) =f(x).
N . o
Somit ergibt sich aus der Ungleichung (*)fim 2N =20 i ﬁ [ fOdt=f.
-0 N
X

Zum gleichen Ergebnis gelangt man fur den Fall h < 0.
Damit haben wir gezeig®'(x) = f(x) W.Z.b.w.

E 3.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

X
Nach Satz E 9 ist die Funktighmit d(x) = J’f(t)dt eine Stammfunktion von f im Intervall [a; b].

a
F sei eine beliebige Stammfunktion zu f. Dann gilt nach Satz E 1

PX)=Fx)+C  bzw. j’ f(t)dt = F(x) + C.

a
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a
Fir x = a erhalt man aus dieser Gleichunp f)dt=0=F(@) + C und somit C = -F(a).
a
b
Firx=b foIgtI f(t)dt = F(b) + C. Ersetzt man in dieser Gleichung C, dann ergibt sich
a

}f(t) dt = F(b) — F(a).

b
Bei Umbenennung der Integrationsvariablen erhalten wir schIieB!rch f(x)dx = F(b) — F(a).
Mit diesen Uberlegungen haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz E 10: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung E 10
Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion und F eine zu f gehérende Stammfunktion, so gilt

}f(x)dx = F(b) - F(a).

Dieser Satz, der den Zusammenhang zwischen der Differentialrechnung und der Integralrechnung
herstellt, wird in manchen Blichern nach den beiden Begrindern der Infinitesimalrechnung auch als

b
Formel nach BWTON— LEIBNIZ bezeichnet. Das bestimmte Inteqal f(xX)dx wurde dabei durch die

Grenzwerte gewisser Zahlenfolgen definiert, zum unbestimmtean Integral (Aufsuchen von Stamm-
funktionen) gelangten wir iber die Umkehrung der Differentiation. Obiger Hauptsatz verbindet also
zwei Sachverhalte miteinander, denen vdllig unterschiedliche Probleme zugrunde liegen. Es ist das
Verdienst von Isaac BWTON und Gottfried Wilhelm EiBNIZ, diesen Zusammenhang erstmals

erkannt und angewendet zu haben.

Die beiden Séatze E 9 und E 10 stehen in unmittelbarem Zusammenhang. Wéahrend der Satz E 9 die
Existenz einer Stammfunktion F zu einer stetigen Funktion f sichert, ermdglicht der Hauptsatz die
Berechnung bestimmter Integrale mithilfe der Stammfunktion. Mit ihm haben wir einen Weg gefun-
den, bestimmte Integrale effektiver zu berechnen.

E 4 Berechnen bestimmter Integrale;
Anwendung zum Ermitteln von Flacheninhalten

E 4.1 Berechnen bestimmter Integrale

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verlauft die Berechnung des bestimmten
b

Integralsj’ f(x)dx in folgenden Schritten:

(1) Wir ermitteln das unbestimmte Integjal f(x)dx, bestimmen also eine Stammfunktion F zu f.
(2) Wir setzen die obere und die untere Integrationsgrenze fiir x in diese Stammfunktion ein, d. h.,
wir bilden F(b) und F(a).
(3) Wir berechnen die Differenz F(b) — F(a).
b
Man schreibt I f(x)dx = [F(x)j = F(b) — F(a).

a
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Beispiel E 16:
Das bestlmmte legral J’x3dx ist zu berechnen.
Q) J’x3dx (Es konnte auch jede beliebige andere Stammfunktion von fexerwendet

werden, z. B'XZ +5 odéﬁ- — 1. Wir wollen jedoch die ,einfachste* nutzen.)
4 4
(2) F(b) =F(5) =5 =25 F@=FQ)Z &
(3) F(b) - F(a) = 625 <
Wir schrelben den Lésungsweg kirzer

> 45 g5 1
J’x3dx:[xﬂ1 === -7 =156,
1

3
Ein Vergleich mit der Berechnung des bestimmten Integréldx (Beispiel E 9) im Abschnitt E 2.2

macht deutlich, dass die Verwendung des Hauptsatzes eine wesentliche Vereinfachung ermdglicht.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und den Regeln fiir unbestimmte Inte-
grale (Satz E 4) lassen sich auch fiir bestimmte Integrale folgende Regeln folgern:

Satz E 11:
Slnd fund gin [a b] stetige Funktionen, so gilt:
J’k f(x)dx =k J’f(x)dx (KOR) Faktorregel 2
b
J’[f(x) + g(X)]dx = J’f(x)dx iJ’g(x)dx Summenregel 2
a a a

Der Beweis zu diesem Satz soll hier nicht ausgefiihrt werden.

Die folgende Ubersicht stellt noch einmal die uns bisher bekannten Definitionen und Satze zusam-
men, die wir bei der Berechnung bestimmter Integrale anwenden kdnnen:
Es seien fund g in [a; b] stetige Funktionen. Dann gilt:

a
. If(x)dx =0 Ubereinstimmung der Integrationsgrenzen
a b
. ‘[f(x)dx = —J’f(x)dx Vertauschung der Integrationsgrenzen
a
c b b
. J’f(x)dx + J’f(x) dx = J’f(x) dx Intervalladditivitat
a [ a
b b
. Ik () dx =k -J’f(x)dx Faktorregel
a a

}[f(x) +g(x)]dx = j’f(x) dx+ }g(x) dx Summenregel



E 4.2 Ermitteln von Flacheninhalten 161

Unter Verwendung dieser Ubersicht und der Zusammenstellung einiger Grundintegrale aus
Abschnitt E 1.2 lassen sich weitere bestimmte Integrale berechnen.

Beispiel E 17: El7
3 3 3
J x3 2, 23° _(3 2. 2[3y_ 1 5 2.2/[3
a) {(—%+4x+ﬁ<)dx -[--3—+2x +§J;3]1 =(5 +2 %+§£) (5 +2 i+§ﬂ)
~-9+18+3,46 —(% +2 % 312,46 — 2,33 = 10,13
2
b) 7[(1—% Jdx =[x-2/X ] =(2-22)-(0-%0 3-083
X
Beispiel E 18: E 18

Durch Einsatz eines GTA ist es mdglich, auch kompliziertere bestimmte Integrale (zumindest
naherungsweise) zu berechnen:

a) S(A/m 1 )dx _ b) (2X 3 dx = vlsaﬂlgrélvjr‘a cra;i'co{ﬁ'er Fromiofciear az. |
‘! x+2 I JAx+ 4 -f2[1x3+4—ﬁ]dx 15, 8832
a[® (zl_-x—3J-4 @ 5.83468
2x3 - [é[ 21:;}:: ] M
c) IS 2+5X -[ [5 v x]dx .13204
J'((ZX"3 4036/“3?“?‘("2*5)() X 1 2
Flg. E 24

E 4.2 Ermitteln von Flacheninhalten

Aus der geometrischen Deutung des bestimmten Integrals (Definition E 4) resultiert die Flachenin-
haltsberechung als grundlegende Anwendung des Rechnens mit bestimmten Integralen. Dabei erfor-
dern Unterschiede in Form und Lage der jeweiligen Flachen im Koordinatensystem auch spezifische
Vorgehensweisen, die nachfolgend systematisch betrachtet werden sollen.

* Flachen unter Funktionsgphen, die oberhalb oder unterhalb der ghée legen

Wir haben bereits festgestellt, dass fiir eine stetige nichtnegative Funktion f das bestimmte Integral
Uber dem Intervall [a; b] gleich der MalRzahl des Inhalts der Flache zwischen dem Graphen der Funk-

tion f, der x-Achse sowie den Geraden x = a und x = b (kirzer: zwischen dem Graphen der Funktion

b
f und der x-Achse im Intervall [a; b]) ist: AJE f(x) dx.

a
Wir wollen nun die Frage kléaren, wie der FlAcheninhalt bere
net werden kann, wenn die Funktion f im Intervall [a; b] nic ¥
positiv ist, d. h., wenn die zu berechnende Flache unterhalt \
x-Achse liegt. Es sei also f eine stetige nichtpositive Funkt o‘ w X
im Intervall [a; b] (Fig. E 25). Der Graph dieser Funktion f
begrenzt ebenfalls zusammen mit der x-Achse sowie den Fig. E 25
Geraden x =aund x =b eine Flache.

b
Bilden wir die Funktion —f, so ist diese im Intervall [a; b] positiv. Das bestimmte Intf:gral [—f(x)] dx
a
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stellt dann den Flacheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion —f und der x-Achse im Intervall
[a; b] dar. Diese Flache ist flachengleich der in Fig. E 25 dargestellten Flache — die Flachen liegen
symmetrisch zur x-Achse.

b b
Nach der Faktorregel fur bestimmte Integrale ngt [—f(x)]de': — f(x)dx, d. h., das bestimmte
a a

Integral von f und das bestimmte Integral von —f unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Um

b
aber stets positive Maf3zahlen fur den Flacheninhalt zu erhalten, schreiben \Mi.rf(é()cdxm.
a

E19 Beispiel E 19:

y
a) Esist der Inhalt deflache zwischen dem Graphen der Funks f(x) = (x-3)°-4
tionf(x) = (x — 3 — 4 und der x-Achse im Inteall [2; 4] zu \ M
berechnen (Fig. E 26). ° 1 X

Die Flache liegt unterhalb der x-Achse — wir mussen den |
Betrag des entsprechenden bestimmten Integrals berechnen.

=]

4 4
A = ‘[[(x—3)2—4]dxj:m (x? — 6x + 5)dxs Fig. E 26

=X - 3R+ 5i0=0(% —48+20)-§ —12+10F0-20=73

Der Flacheninhalt betragt rund 7,3 FE.
b) Esist der Inhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funk-

tion f(x) = »° + 2x und der x-Achse in den Grenzen —1 und 1 y
zu berechnen (Fig. E 27).
Die Funktion f hat im Intervall [-1; 1] eine Nullstelle. Der T
Graph der Funktion f schneidet in diesem Intervall also die
x-Achse — die gesuchte Flache liegt sowohl unterhalb als auch
oberhalb der x-Achse. Aus diesem Grunde wére es hier o -

f(x) = X* + 2

X
falsch, Uber das gesamte Intervall zu integrieren — man 1 ! ,
. o . . -1 Fig. E 27

erhielte dann namlich als Resultat die Summe aus einem
spositiven” und einem ,negativen Flacheninhalt. Die beiden
Teilflachen missen in einem solchen Fall einzeln berechnet werden.

0 1 3 3
A:DJ'(x2+2x)d>G+ 0@+ 2x)dx =% +x3 S0+ [% +¥ ! =0-20+2 =2

J 3 = 3 0 3 3

Der Flacheninhalt betragt 2 FE.
c) Durch den Graphen der Funktion f(x) Zx7x + 10 und die
x-Achse wird eine Flache vollstandig begrenzt (Fig. E 28).1
Der Inhalt dieser Flache ist zu berechnen. ; —
* Um die Integrationsgrenzen zu ermitteln, zwischen deneO . \/ X
das bestimmte Integral zu berechnen ist, missen die Null-
stellen der Funktion f bestimmt werden. Aus
f(x) = 0 =X — 7x + 10 erhalt man hierfufx 5 und %= 2. Fig. E 2t

f(x) =x*—=7x + 10
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» Flachenberechnung:

5
A = (X2—7X+10)dX]=IZI[X—3—ZX2+10X]5I]
_! 3 2 2

:u(l?—l; +50)—§ —22—8 +20)=0-4,51=4,5

Der Flacheninhalt betrégt 4,5 FE.

d) Es ist der Inhalt der Flache zu bestimmen, die der Graph y
der Funktion f(x) = & — 5 + 4 und die x-Achse voll-

standig begrenzen (Fig. E 29).

» Bestimmen der Integrationsgrenzen (Nullstellen):
fx)=0=xX-5¢+4 1
Durch Substitution %= z und Losen der guadratischen Ay
Gleichung erhalten wir po =2 und x4 = +1.

* Flachenberechnung:

Der Skizze kann man entnehmen, dass sich die Gesamt{A: 1A,
flache aus drei Teilflachen zusammensetzt:
A=A +A, + A3 ar
Wir berechnen die Teilflachen.

f(x) =x*—5x° + 4

= 5
Ar=0f (x*— 5% + 4)db= (X - gx3 +4x] 0= 0-1,4T= 1,47
=2

1 5

A2= [ (x*—5X + 4)dx = & —g R +4x]" =507, Ag=A;=1,47 (wegen Symmetrie)
-1

A =147 +5,07+ 1,47 =8,01

Der Flacheninhalt betragt rund 8 FE.

Die Beispiele zeigen: Bei der Berechnung des Inhalts von Flachen, die von Graphen stetiger Funk-
tionen und der x-Achse vollstandig oder in gegebenen Grenzen eingeschlossen werden, sind
zunéchst die Nullstellen dieser Funktion zu berechnen, um dann entscheiden zu kénnen, welche
Lage die Flachen beziehungsweise die Teilflachen beziiglich der x-Achse haben. Liegen Nullstellen
im Intervall, so erfolgt ein Lagewechsel der Flachenstiicke hinsichtlich der x-Achse und die Gesamt-
flache muss ,stickweise” berechnet werden.

Beispiel E 20: E 20
Der Graph der Funktion f(x) = 0,5%x 65 + 9x — 1) und die x-Achse begrenzen eine Flache
vollstéandig. Der Inhalt dieser Flache ist unter Verwendung eines GTA zu ermitteln.

Zur Berechnungon Flacheninhaltemit dem G'A kann man wie im Beispiel E Mbrgehen:

(1) Funktion zeichnen.

(2) Nullstellen ermitteln.

(3) Inhalt der Flachenstiicke zwischen je zwei Nullstellen berechnen. m
(4) Betrage der Flacheninhalte addieren.

Fig. E30 gibt einen mittels der Zero-Funktion ermittelten Naherungswert flr die erste Nulls telle
an: % = 0,1206. Analog erhalt man x 2,3473 und x= 3,5321. Daraus lassen sich die Inhalie
der Teilflachen A= 2, 114 (FE) bzw. A= 0~ 0,391(FE) und somit A= 2,5 (FE) ermitteln.
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HoE L AIZ2E615 [=ticH JF G adw=2, 11431 JE 0 d= - ZPEFEE
Fig. E 30 Fig. E 31 Fig. E 32
Naturlich hatte man auch analog zu Beispiel E 19 d) vorgehen und dazu eingeben kdnnen:
2,3473 3,5321
A= | (0,508 — 62 + 9x — 1))dx +1 [ (0,50¢ — 6% + 9 x — 1))dx
0,1206 2,3473

. I . . < = |n1gebralrate other Framiofclear a-z..
Fig. E 33 gibt in der obersten Zeile die Berechnung deser{™

ten Integrals und in der zweite Zeile die des zweiten Inte- [=[*1337°(.5: (3 - 6:x2 + 3= (lax+ |[37
grals (jeweils einschlieRlich der Gesamtlésung) aus obigen S

w4 +”3'5321[ o P R 1]]d><|

Ausdruck fir A an. s 2.50502)
|L$‘2+9*x_1nfs'n§§n§ o 3473"‘,_3 53321 222
Fig. E 33

Flachen, die zwishen zwei Funktionsgphen legen

Beispiel E 21:
Die Graphen der Funktionen f(x) = (x 24) 1 und g(X) = — x + 7 schlieRen ein Flachenstiick
ein. Der Inhalt dieser Flache soll ermittelt werden.

* Bestimmen der Integrationsgrenzen: y
Die Integrationsgrenzen ergeben sich hier aus den \ () = (x— 4P+ 1
Schnittpunkten der Graphen der Funktionen f und g
(Fig. E 34). Die Abszissen der Schnittpunkte sind die'\
Integrationsgrenzen. Wir bestimmen die Abszissen:
f(x) = g(x), also (x—H+1=—x+7.

Daraus folgt:
X?—8x +17=—=x+7 bzw. %7x +10=0.
Diese Gleichung hat die Lésungen

X1 =2 und % =5. 11 gx)=—x+7
e Ermitteln des Flacheninhaltes: 5 1 VR ”

Der Inhalt der Flache zwischen den Graphen ' o

der Funktionen f und g ist die Differenz der Inhalte der Fig. E 34

Flachen unter den Graphen der Funktion g bzw. f. Also:
5 5 5
A= !(—x + 7)dx _l ((x — A+ 1)dx :l [(=x + 7) = ((x — #)+ 1)]dx (nach Satz E 4)
und damit
5 3
— — X 7 5 _9
A= ‘!(—xz +7x-10)dx =% 4 %—10x =3 .

Die Flache zwischen den beiden Graphen hat einen Inhalt von 4,5 FE.
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Diese Vorgehensweise zur Berechnung des Inhaltes der Flache zwischen zwei Funktionsgraphen soll
nun verallgemeinert werden:

Es seien f und g zwei stetige und im Intervat p] nichtnegative Funktionen mit f(3 g(x) fur

alle x zwischen xund % sowie f() = g(xq), f(Xo) = g(x) (Fig. E 35a/b).

y g y 9
1 1
f

ol x1 X, X Fig. E 35a ol x 1 X, X Fig. E 35b

Dann gilt fir die Inhaltsmaf3zahl der von den Graphen beider Funktionen im Intefvaj| pinge-

X3 X2 X2

schlossenen Flache A SAA; = If(x)dx J’ g(x)dx —I [f(xX) — g(x)]dx.

Dieser Weg der Berechnung von Flachenstucken 2W|schen Funktionsgraphen ist unabhéangig von der
Lage des Flachenstiickes bezuglich der x-Achse, wie sie in den Fig. E 36a—c dargestellt sind.

y 9, y y
1 1
fy X s X Xy Xz

ol x,1 X, X ol a wm, % X ol |1 X

fy
Fig. E 36a Fig. E 36b Fig. E 36¢

Liegt die Flache teilweise oder vollstandig unterhalb der x-Achse, kann durch eine Verschiebung in
Richtung der y-Achse die Flache,der My mit M, zur Deckung gebracht werden. Diese Verschie-
bung lasst die Schnittpunktsabszissen (Integrationsgrengenjix unverandert. Die Gleichungen
der Funktionen gunterscheiden sich untereinander um denselben konstanten Summanden wie die
der entsprechenden FunktiongrCfieser Summand hebt sich dann bei der Differenzbildung im Inte-
granden auf. Deshalb gilt:

X3 X2 X2

[ [F2(¢) = g()1dx = [ [f2(3) — G09ldx = [ [f3(x) — g(x)]dx

1 1
Auf die o. g. Voraussetzung beziglich der GroRe der Funktionswerte von f und g bzw. der gegen-
seitigen Lage ihrer Graphen kann man verzichten, wenn mit dem Betrag des Differenzintegrals gear-
X2

beitet wird: A :DJ' [f(x) — g(x)]dxO

Beispiel E 22: E22
Es ist deinhalt der Flache zwischen den Graplden nachfolgend aegebenen Funktionen f

und g zu berechnen.

a) f(x)=0,5%¢—1undg(x)=—(x— £+ 2 (Fig. E 37)

* Integrationsgrenzen (Abszissen der Graphenschnittpunkte):
f(x)= g(x), also 0,58 — 1 = —(x — 13 + 2

O xz—gx—g =0, also 5:—5 und % = 2
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¢ Flacheninhalt:

2 .
= 0] [f(9) - g0 Yt M=o
2
3
2 1
:DJ'[O,sz—l—(—(x—ﬁ+ 2)]dxa AN 1/
2 ’(y X
2 2 »L \ 2
:DJ‘(%XZ—ZX—Z)dXJ:D[%x3—><2—2x]_gm 9 =-(x=1)°+2
2 3 Fig. E 37
3
— 4 4 128
S4-4-4-(5 5 §F %
Der Flacheninhalt betragt rund 4,74 FE.
b) f(x):§x3—gx und g(x):§>%+§x(|:ig.538) y

* Integrationsgrenzen:
- 1 4,_1 2
f()=g(x), also 3 )§—§X—§ % + 2 X
O x3—x2—6x:x(>?—x—6) =0
Ox=0 %=-2und =3
Wir sehen also: Die Graphen der beiden Funktionen

g)|=3X" + 5 x

— )
f(x) = 3" — 2x

schneiden einander in mehreren Punkten. Es entste- A, | A,
hen zwischen den Graphen mehrere Teilflachen, die / : “ : X
einzeln zu berechnen sind. !
* Flacheninhalt: Fig. E 38
0 &
A =A;+A, alsoA :J' [f() — g(x)]dx ﬂt[[f(X) —g(x)]dxa
J' 2 >8 —x)dx AZ—D(13 4x ;% -x)de
2
Alzj'(%xg’—%xz—Zx)dx AQ—D( X —-x2 2x) b
2
= —x —-x3 ] ‘D[—X —-x3 X230
— 8 _16 21 _21
—(O—(.- +5 —4))-—9— =E(-———-———9) @= O-Z0=3
_ 16, 21_ 253
A =gt T %%

Der Flacheninhalt betragt rund 7 FE.
c) fx)= J/2x+1 und gX)=X-2¥%+2

* Integrationsgrenzen:
Der GTA gibt als Schnittpunktsabszissen an:=%,6063 (Fig. E 39),x= 2,062

* Flacheninhalt:
Der Inhalt der Flache, die im Grafikbildschirm mittefs) Magh) (Shadg schraf-
fiert wurde (Fig. E 40), betragtA1,07 (FE) (Fig. E 41).
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T Fev | F2 i Fow | Fav [F7 [Fx T g T & T a T FEv T FEv TF? T ] |1"1 ‘|’ Few ‘|’ Fiv T Fiw T TE FE
- E 200 |Trace |ReGraph [Math D aw [+ - a Zoom|Trace |ReGraph|Math [Draw|~ - E Flgebra|Calc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]

el ]
o[ e T - (3 - 2+ 2
5 1. 08833
M%E??EEE%%?:‘EG ___ ueit 875 _ — mc X 3-7%x"2¥75 X, 0.6063,.2.062
Fig. E 39 Fig. E 40 Fig. E 41
Beispiel E 23: E23

Die auf S. 135 dargestellte Montagehalle kann als zusammen-

gesetzter Korper aufgefasst werden, der — wie aus nebenste-

hender Skizze ersichtlich — ndherungsweise aus

(1) einem quaderférmigen Sockel (Volumep) VvV

(2) zwei Viertelkugeln an den Stirnseiten (Volumen jeweils
V) und

(3) dem eigentlichen Hallenkdrper (Volumeg)\besteht.

Zu (1): Es gilt\{ =8 m-210 m-150 m = 25200Gm

Zu (2): Die Annahme, dass es sich bei den Kérpern an den Stirnseiten ndherungsweise um Vier-

telkugeln handelt, ist nur Wegéﬁg—m =107 m sinnvoll. Wegeﬁlg—m =105 m und der Hallen-

héhe von h = 107 m wahlen wir als Naherungswert fir den Kugelradiusd6 m. Dann gilt:

V,=2 -2 - 106 m= 2494000 M,

Zu (3): Aus dem gleichen Grunde wie unter (2) kénnte man den Hallenkorper als Halbzylinder

mit einem Radius (107 m — 8 m) = 99 my<rl05 m, also z. Bor= 102 m, und der Hohe

H = 150 m auffassen. Dann ergabe sio@.:\é -102 - 150 nt = 2451 000 m.

Freilich handelt es sich dabei nur um eine sehr grobe NaNEE i oot promoliear oz, |

rung. Gunstiger ist es, den Hallenkdrper als einen ,,parabg

schen Zylinder* anzusehen, der die GrundflacgesAd die

Hohe H besitzt. Fasst man die begrenzende Kurve woaisA

Fig. E 42

wyse [ 109 (2222, ag)ax .
Parabel auf, so hat diese bei Einordnung in ein Koordinaté ZBJ/;SELQB)SEAM:Q: _195291?;:10'
system wie in Fig. E 42 (Scheitelpunkt (0; 99),(105; 0)) == ‘f__"ig E13

die Gleichung y = f(x) = %2 %+ 99. Dann gilt:

105

Vg*=H-Ag=150- (%2 %+ 99)dx= 2079000 M (Fig E 43)
-105

Damit ergébe sich als Gesamtvolumer=\ 825 000 M.

E 5 Weitere Integrationsmethoden

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ermdglicht es, bestimmte Integrale mithilfe
unbestimmter Integrale (Stammfunktionen) zu berechnen. Die uns bisher bekannten Grundintegrale
und die Regeln fur das Arbeiten mit bestimmten Integralen lassen jedoch nur die Berechnung fur
relativ wenige Funktionen zu — es sei denn, man setzt das Computeralgebrasystem eines GTA oder
eines Computers ein. In diesem Abschnitt sollen deshalb Verfahren erarbeitet werden, welche das
Berechnen weiterer Arten bestimmter Integrale auch ohne diese elektronischen Hilfsmittel erlauben.
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E 5.1 Integration durch lineare Substitution

In den vorangegangenen Uberlegungen zur Integralrechnung wurde haufig auf Satze und Regeln der
Differentialrechnung zuriickgegriffen. So liegt der Gedanke nahe, weitere Integrationsmethoden aus
bekannten Regeln der Differentialrechnung zu gewinnen.

Beispiel E 24:
2
J'A/2x— ldx =
1

Nach der in Abschnitt E 4.1 angegebenen Schrittfolge wird zunachst das unbestimmte Integral
J2x— 1 dx ermittelt Der Iniegrand ist hier eingerkettete FunktiorfDefinition A 8)

f(x) = v(u(x)) mit z = u(x) = 2x — 1 als innere Funktion und v(z)/z als auf3ere Funktion.

Eine Stammfunktion zu v(z) 5z st F(z)?%A/;)’ . Um zu untersuchen, ob nun aber

F(u(x)) :g J(2x—1)2 auch eine Stammfunktion von f(x) = v(u(x)) ist, differenzieren wir F

alsverkettete Funktion nach déettenegel (s. Satz D 7):
3 1
[Z(2x-1)2]'= 2.2 (2x-1)? -2=2./2x-1

Bis auf den Faktor 2 erhalten wir die gewiinschte Integrandenfunktion. Dividiert man durch
diesen Faktor, so ergibt sich

F(x) = % [E J(2x—1)3 als Stammfunktion, d. hJ’,A/Zx— 1 dx;:A/(Zx— 1)3 + C.

Damit kdnnen wir nun auch das angegebene bestimmte Integral berechnen:

imdx=[gc§ NETEEVED R e R R P

Verallgemeinern wir das oben angewandte Vorgehen (beschrénkt auf verkettete Funktionen v(u(x)),
bei denen die innere Funktion u eine lineare Funktion mit u(x) =mx + n ist), so gelangen wir unter
Beachtung der 0. g. Regel zur Differentiation verketteter Funktionen (Satz D 7) zu folgendem Satz:

Satz E 12: Integration durch lineare Substitution
Es sei f eine verkettete Funktion mit f(x) = v(u(x)) und z = u(x) = mx + n sowie F eine Stamm-
funktion der auf3eren Funktion v. Dann gilt

J’f(x)dx = J’v(mx + n)dx == F(mx +n) + C.

Durch Differentiation kdnnen wir uns sofort von der Richtigkeit dieses Satzes tiberzeugen:
Es gilt namlich: [111 -F(mx +n) + CJ —Tln F'(mx + n)ml— v(u(x))-m = f(x)

Beispiel E 25:

a) [(3x— 5) dx =
Bei der Integration von Quadraten oder dritten Potenzen einer linearen Funktion kann sicher
zunéachst ausmultipliziert und dann gliedweise integriert werden. Bei hdheren Potenzen
fihrt derWeg Uber dieSubstitution der linearen Funktievesentlich bequemer und schnel-
ler zum Ergebnis. Mit der Substitution z = 3x — 5 erhalt man hier:
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J’(Sx—5)7dx:% J’z7dz:2—14 23:2—14(3x—553

b) }W dx :}(4x+ 2)g dx = {%EE(MHZ)E} :3%%8 %3@
1 4 '

=435-11,1=324

E 5.2 Integration durch nichtlineare Substitution

Die im Satz E 12 formulierte Regel ist ein Spezialfall der Substitutionsregel, die fur beliebig verket-
tete Funktionen durch Umkehrung der Kettenregel gewonnen werden kann. Wenn im Integranden
eines Integrals die verkettete Funktion f(x) = v(u(x)) und auRerdem noch als Faktor die Ableitungs-
funktion u'(x) auftritt, dann fihrt die Substitution u(x) =z mit u'(%(L— , also %i% auf ein
einfacheres Integral: J’ v(u(x)) - u‘(x)de: v(z)dz.

Es kann folgender Satz formuliert werden:

Satz E 13: E13
Es sei f(x) = v(u(x)) - u'(x) und V eine Stammfunktion von v. Dann ist F mit F(x) = V(u(x)) €line
Stammfunktion von f:

J’f(x)dx = J’v(u(x)) ~u'(X)dx =V(u(x)) + C=F(x) + C

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich durch Differentiation Giberzeugen.

Beispiel E 26: E 26
J’2x Jx2=3dx =

Wir substituierenz = u(x) =x*— 3 . Dann isg%( = u'(x) = 2x und damit dx %Z(.

Setzt man in das zu berechnende Integral ein, soJTQ@t %dzézié ghﬁm +C.
Die Differentiation des erhaltenen Ausdrucks bestétigt die Richtigkeit des Resultats.

b
Bei der Berechnung vdpestimmtenntegralen der Forr]T v(u(x)) - u'(x)dx kann man anstelle der
a

Stammfunktion V(u(x)) auch die Stammfunktion V(z) mit z = u(x) verwenden (braucht also nicht

wieder ,zu re-substituieren”), wenn gleichzeitig die Integrationsgrenzen a und b durch u(a) und u(b)
b u(b)

ersetzt werden. Es giIt:J’ v(u(x)) - u‘(x)dx?f v(z)dz
a u(a)

Beispiel E 27: E 27

1 L
J’ X dx=I—- .2x dx =
02+ 0°

A2+ x2
_dz

Wir setzen z = u(x) =2 *2, Worausg—)z( =2 bzw. dx= o folgt.
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Fur das unbestimmte Integral ergibt sich dann:
— 1 — 2
+C =J2 + +
J‘ 2+X2 dx = 2" dz=.Jz +C=/2+x C.

Zur Ermittlung des bestimmten Integrals kann nun entweder mit der Stammfunktion
V(z) = 4z + C oder mit der Stammfunktion V(u(x))A,«l—é +x2  + C weitergearbeitet werden.
Im ersten Fall sind die Grenzen 0 und 1 wegen u(x) =2durch u(0) = 2 bzw. u(1) =3 zu
ersetzen:
! X _1 3 1
dx=z[—=dz= 3 -2 =0,318.
[t [E el =6 -
Im zweiten Fall rechnet man nach ,Re-Substituieren“ mit den Integrationsgrenzen 0 und 1 wie
gewohnt weiter:

J’ dx = [J2+x2]* = /3 — /2 =0,318.
J2+x2 0

0

E 5.3 Partielle Integration

Waéhrend sich die Integration einer Summe von Funktionen relativ einfach gestaltet (s. Satz E 4), ist
die Integration eines Produktes von Funktionen nicht so leicht auszufiihren.

Um hierflr ein Verfahren zu finden, greifen wir auf die Produktregel der Differentialrechnung zurtick
und stellen unsere Uberlegungen zunachst wieder fiir unbestimmte Integrale an.

Fir die Ableitung eines Produktes F(x) = u(x) - v(x) von Funktionen u(x) und v(x) gilt bekanntlich

(s. Satz D 5) F'(x) = u(x)-v'(x) + u'(x)-v(x). Durch Integration erhalt man daraus

J’F'(x)dx =I u(x) - v'(x)dx +J’ u'(x) - v(x)dx.
DaI F'(x)dx = F(x) = u(x)-v(x), folgt

u(x) -v(x) :I u(x) - v'(x)dx +J' u'(x) - v(x)dx bzw.J' u(x)-v'(x)dx = u(x)-v(x]— u'(x) - v(x)dx.
Somit lasst sich der folgende Satz formulieren:

Satz E 14: Partielle Integration
Sind u und v im Intervall [a; b] differenzierbare Funktionen sowie u' und v' im Intervall [a; b]

stetig, so gilt J’ u(x)-v'(x)dx = u(x) -v(x)J'— u'(x) - v(x)dx.

Die Anwendung dieses Satzes nennt man ,partielle Integration”, um anzudeuten, GRestrea
gral bleibt. Man integriert nur teilweise — alsartiell. Dieses Restintegral ist entweder bereits ein
uns bekanntes Grundintegral oder wir missen es weiter bearbeiten.

Beispiel E 28:

2

J’xA/Zx + 3dx =

0

Zur Ermittlung des unbestimmten Integrals setzen wir u(x) = x und v(@x=+ 3 . Dann ist

3
u'(x) =1 und v(x) 33 - (2x + 3)2. NachSatz E 14erhalt man nun:
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S
_(2x+3)2
15

g
2

3
2 3
J'dex = )—(1-2—)—(-31--3—)3 _I% (2x + 3)2 dx :X(2X3+ 3)
Damit ist:
3 5
2

2 512
IxA/zx +3dx = {X@X; 2 _(2><1+53>1 = 4,743.
0 0

E 5.4 Integration durch Partialbruchzerlegung

Aus den bisher betrachteten Beispielen wurde deutlich, dass im Gegensatz zum Differenzieren das
Integrieren mehr Schwierigkeiten bereitet. Man bendtigt hier die Kenntnis einer Vielzahl von Grund-
integralen und vor allem vielfaltige Erfahrungen.

Fur gebrochenrationale Funktionen konnte bisher nur in einigen wenigen, sehr einfachen Fallen das
Integral ermittelt oder berechnet werden. Es soll nun ein Verfahren eingefiihrt werden, das fur das
Integrieren weiterer derartiger Funktionen von Nutzen ist.

Jede gebrochenrationale Funktion lasst sich in eine Summe einfacher Teilbriiche zerlegen. Der
Losungsansatz fur diese Partialbruchzerlegung ist davon abhangig, ob die Funktion im Nenner einfa-
che oder mehrfache, reelle oder komplexe Nullstellen (vgl. Abschnitte A 2,Raimghlexe Zahlen))

hat. Es soll hier der Fall betrachtet werden, dass die Nennerfunktion einfache reelle Nullstellen besitzt.

Beispiel E 29: E 29
a) Esistdas Integra[)(25~—a~’5é_~——~—-xf15

Die quadratische Funktion im Nenner kann mithilfe ihrer Nullstellen & und % =5 in
ein Produkt aus Linefaktoren zedgt werden (s. Satz A 1):

x%—8x + 15 = (x— 3)(x — 5) Fur die Partialbruchzerlegung wahlen wir den Ansatz:
5x-17 _ A B

2 _8x+15 x-3 +-—¢ , woraus wegen

A 4+ B _ (A+B)x+(-5A-3B) . _ .

=3 Tx=s *=3)(x=5) durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem
A+ B= 5

—-5A - 3B = -17

dx zu ermitteln.

mit den Lésungen A =1 und B = 4 folgt.

Also kann man schreiben:

5x—17 1 ;i o .
IX2—8x+15dX_IxT3 dX+IX__5 dx = Inx — 30+ 4Inox — 50+ C,

denn (Inx — 3)' = X—is und (4Imx — 5)' = X;js (s. Abschnitte D 3.2 und E 6.2).

x3-5x2+x+4 4 _
b) | =7+ 10 B
Eine unecht gebrochenrationale Funktion ist vor der Partialbruchzerlegung in eine génzra-
tionale Funktion und eine echt gebrochenrationale Funktion zu zerlegen. Das geschizht
durch Partialdivision. Also folgt fir obigen Quotienten:
x3-5x2+x+4 _ X + 2 +_5x=16
x2—7x+ 10 x2—-7x+ 10
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Auf die echt gebrochenrationale Funktion wenden wir das in a) erlauterte Verfahren an:
5x—16 2 3
—_—=r == = -=- 4<F

x2-7x+10 X-2 x-5

[ ax =[x 2) derf By axy R

:X; +2X+ 2lmx — 20+ 3lnix — 51+ C

Die im Abschnitt E 5 eingefiihrten Integrationsmethoden machen deutlich, dass es bei komplexeren
Integrandenfunktionen manchmal recht milhsam sein kann, das bestimmte bzw. das unbestimmte

Integral zu ermitteln. Der Einsatz eines GTA erleichtert die Arbeit, wie nachfolgendend am Beispiele

einiger Integrale gezeigt wird (wobei wir in (b) bis (e) noch einmal auf die obigen Beispiele E 26,

E 27, E 28 bzw. E 29 zurlckgreifen):

E 30 Beispiel E 30:

9v4—30v3 + 55\2—44 .
a) i Y dv = b) | 2%/(x2=3)3 dx= o)f X_ dx=
Jv2+16 0 A2+ x2
2 5x—17
d) [x+/2x+3 dx= — =
) .(IJ' €) Ixz 8x+ 15
M | Yxa Fllgrér:r'a Crazlvc, D{ﬁ;r Pr"rgsmm\l’t:learr'E a—z...] v‘@ ngréBPa Crazlvc, Dtm;r' Pr'rgsmID E:lear'r'E a—z...] Y‘E ngréBra Crazlvc, thl:ver' Pl"rgsrqID\l’E:lear'r'E a—z...]
(x2_
Messlpe=el: S N HER I LI (s
ot —m.u3+55.02 — ad. o[ 7
-H9 e 39(3".\)"_525)2” s U]dv Hlm]dx el -fﬁ[x-m]dx 4.74323
. x - 5.x- 17
3-\:1_2“_\,.?3_U2+3_l’I [B[m]dx E-IZ -[[m]dx 1n[(x—5)4.|x—3|]
IF““R:EJBUA3+550‘EJGI\REYH_44U)/(F:I?N‘:;gﬂ)l\z U) lﬁ)(/l(zi-xn’z\ﬁzﬁ“)Yﬂ X B 1)FIINC 30 ﬁﬁl(N(5x_17)D{G(ﬁ?l(Tlﬂ\2_sx+1F§Nz 3/)3(0)
Fig. E 44 (zu a)) Fig. E 45 (zu b), ¢)) Fig. E 46 (zu d), e))

E 6 Integration weiterer Funktionen; uneigentliche Integrale

E 6.1 Integration trigonometrischer Funktionen

Stammfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen f(x) = sinx und g(x) = cosx lassen sich
unmittelbar aus den Ableitungsfunktionen dieser Funktionen gewinnen (vgl. Abschnitt D 3.3). Den
im Satz D 12 und D 13 formulierten Ergebnissen entnehmen wir:

F(x) = —cosx ist eine Stammfunktion von f(x) = sinx, denn=CD; und F' = f, und
G(x) = sinx ist eine Stammfunktion von g(x) = cosx, deCDy und G' = g.

E15 Satz E 15: Integrale der Sinus- und Kosinusfuktion
Die Sinusfunktion f(x) = sinx und die Kosinusfunktion g(x) = cosx sind fiir all& integrier-
bar. Es gilt:
J’sinxdx =—cosx +C und J’ cosxdx =sinx + C R)

Mit den in Satz E 15 genannten Grundintegralen sowie unter Anwendung der Kenntnisse Uber spe-
zielle Integrationsmethoden (Abschnitt E 5) lassen sich Integrale weiterer Funktionen ermitteln.



E 6.2 Integration von Exponential- und Logarithmusfunktionen 173

Beispiel E 31: E 31
a) J’sin(2x +g )dx :-% cos(2x§ )+ C (nach Satz E 12)

b) [x-cosxdx = i
Wir fuhren hier eine partielle Integration (Satz E 14) durch und setzen dafur
V'(X) = cosx und u(x)=x. Daraus folgt: v(x) = sinx und u'(x) =
Also gilt: Ix- cosxdx = Xx- sinxf sinxdx = x- sinx —(—cosx) + C = x-sinx + cosx + C

c) Es st der Inhalt der in Fig. E 47 markierten Flache zu berechnen.
51

7 sn y
- e f(x) = cos
A = i (sinx — cosx)dx = [-cosx — sinf] 1 . (x) = cosx
r 4 A - :
i Ol & T 2m X m

=1,41—(-1,41) = 2,82

Die Flache hat einen Inhalt von rund 2,8 FE. 90 = sinx P E A

d) Der Graph der Funktion f(x) = 3 cog(* 1) sowie die positive x- und y-Achse begrenzen
eine Flache vollstandig. Der Inhalt dieser Flache ist zu berechnen.
Wir zeichnen den Graphen dieser Funktion auf dem GTA-Bildschirm, ermitteln die erste
positive Nullstelle und berechnen dann im Grafikmenii migesls( 7 ) und Eingabe der
Intervallgrenzen den Flacheninhalt der markierten Flache.

I‘r_m Fiv [ F% T T_TTT” Fer (77 wa‘l’ rzv]’ FZ T ] ‘|’ FEv T [ TF? T ]
- E Zoom|Trace|ReBraph [Math|Draw|« f ~ f—|Zoon|Trace |[ReGraph |Math|Draw| - f

MAAAN (Y MM
AL

FIRIN FRD_AUTO FUNC Flg E 48 RAD AUTD FUHC Flg E 49
Der Flacheneinhalt betrégt rund 3,47 FE.

.I‘f‘(x)dx 3. 47195

E 6.2 Integration von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Fur die Differentiation der Exponential- und Logarithmusfunktionen gilt

Funktion f Funktion f' Funktion f Funktion f'
e e Inx (x>0) %
a (a>0,a&1) & Ina logx (@>0, a1, x>0) )ﬁ

Aus diesen Ableitungsfunktionen ergeben sich unmittelbar folgende Grundintegrale:
[dx=g+C Iidx:mmw (x# 0)
_1 1 -
Iaxdx—md‘+c (a>0,az 1) J’mdx—logax+c (a>0,a# 1,x>0)

Das Integralf% dx =Imxo+ C schlief3t die Liicke, die bei der Potenzregel (Satz E 3) fir den Expo-
nenten —1 gelassen werden musste.
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Beispiel E 32:

a) J’egxdx :% €*+ C (Integration durch lineare Substitution, Satz E 12),

=1
b) Der Inhalt der in Fig. E 50 markierten Flache ist zu berechnen. 1 s

2 3
A= J ¢ - (=@)dx =[Inx + X Jos =336 - (-0,65) = 4,01 :
= ' Ol NI [2X

NI
>

Der Flacheninhalt betrégt rund 4 FE.
Tt
2
c) Man berechnen mittels eines GTﬁ: sin $0%dx =
0

Die Berechnung dieses bestimmten Integrals kann auf verschiedenen  f(x) = —x?
Wegen erfolgen. Am schnellsten erhalt man eine Lésung, indem man nach Fig. E 50

den Integranden, die Integrationsvariable x und die Grenzen ein-

gibt (Fig. E 51, Zeilen 1 oder 2). Genauso ware es aber beispielsweise mdglich, die Funktion
darzustellen und im Grafikmenii (iljes) und Eingabe der Intervallgrenzen die Aufgaben
zu lésen (Fig. E 52).

Tt

2
Man erhélt in beiden Fé.llel:r: sin X%8x = 1,718
0

[Fx T Fer T o T P T TE T F& ] T Fov [ F% ] FE ' Féw 77
= @ Flgebra|Calc [Other|Pranl0Clear a—z. 2 @ 2oom|Trace |ReGaph|Math|Oraw|~ f

Ly

.Lz [=ineo- 2220 x -1 /\ mmﬂmHI\ /
l

-[02 [zincxn- £59500 ) gy 1.71828

gm(Ns1n(x)*e Ccos€x>), x. 0, m"23] F|g E 51 S mddx=1. TIHEE Flg E 52

RAD AFFRO: FUMC_ 2720 FRIN FAD AFFRO: FUNC

E 6.3 Uneigentliche Integrale

Bei der Definition des Begrifibestimmtes Integral‘wurde davon ausgegangen, dass die Integran-
denfunktion Uber dem abgeschlossenen Intervall [a; b] einen kleinsten bzw. einen gréf3ten Funkti-
onswert besitzt (Definition E 3). Das heil3t, das bestimmte Integral kann nach dieser Definition nur
gebildet werden, wenn

« der Integrationsbereich (das Integrationsintervall) [a; b] endlich und
« der Integrand f(x) in diesem Intervall [a; b] beschrankt ist.

Bei den bisher betrachteten Funktionen war das der Fall. Ist jedoch eine der beiden Voraussetzungen
oder sind beide zugleich nicht erfullt, gelangt man zum sogenanméggentlichen Integral

Dabei lasst sich unterscheiden zwischen
(1) dem uneigentlichen Integral mit unbeschranktem Integrationsintervall und
(2) dem uneigentlichen Integral mit unbeschranktem Integranden.

Beide Falle kdnnen auch gemeinsam auftreten.

(1) Uneigentliche Integrale mit unbeschranktem Integrationsintervall
Wird das beschréankte Integrationsintervall ,,ge6ffnet”, entstehen die Integrale
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00 b 00
J’f(x)dx, J’ f(x)dx und J’ f(x)dx, wobei f eine stetige Funktion sei.
a —0 —

Die Definition dieser Integrale erfolgt Uber die entsprechenden Grenzwerte.
Definition E 8: ES8
Ist f(X) eine in jedem Intervall [a; b] (bed) stiickweise stetige Funktion und existiert der

Grenzwert I|m J' f(x)dx, so bezeichnet man diesen Grenzweunagentliches Integral

b
von f(x) im Intervall [a;e[. Man schreibt:I f(xX)dx =blim J’ f(x)dx.
a - %a

Analog kann man mit den anderen beiden Integralen verfahren. Mit dieser Dbefinition ist auch die
Berechnung von uneigentlichen Integralen vorgegeben: Zunéchst wird das IEtegraI f(x)dx fur
einen endlichen Bereich [a; b] berechnet. Anschlie3end bildet man den Grenzwest $bir Ibxis-

tiert dieser Grenzwert, so ist er der Wert des uneigentlichen Integrals.

Beispiel E 33: E33
y Fig. E 53
Man berechneélas uneigentliche Iagralf

Es ist

o dx . dx . 2 b

== =lm = =Ilim [=

-:[Jx3 b_>004:[ x3 baoo[ 4/)7(]1 17
= lim (-2 +2)=-0+2=2.
b_>oo( ,\/B )

O

(2) Uneigentliche Integrale mit unbeschranktem Integranden

Liegen im Integrationsintervall [a; b] Unstetigkeitsstellen, an denen die Funktion f nicht definiert ist,
so kann hier ebenfalls untersucht werden, ob sich das Integral einem Grenzwert nahert, wenn sich
die Integrationsgrenzen der Polstelle nahern. Diese Grenzwerte werden dann auch hier zur Defini-
tion dieser uneigentlichen Integrale verwendet.

Definition E 9: EQ
Ist die Funktion f(x) aul3er an der Polstelle x = ¢ in den Teilintervallen [a] sewie
[c + &; b] stuckweise stetig und existieren die Grenzwerte

C—¢&

lim J’ f(x)dx und I|m J‘ f(x)dx,
€ - +0 A

so bezeichnet man die Summe dieser Grenzwertmalgentliches Integralvon f(x).
Man schreibt:

C—-¢&

b
J’f(x)dx = Iim If(x) dx + I J‘ f(x) dx.
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Beispiel E 34: y

1
. . dx . _ 1
Man berechnélas uneigentliche Iegral‘('; = (Fig. EB4). f(x)= =

|
|
|
|
|
Der Integrand ist bei x = 1 nicht definiert. Da die Polstelle mit :
der oberen Integrationsgrenze zusammenfallt, gilt |
L e - | Fig.E54
= lim = lim [-2J1-x] I
-(';A/l—x sa+0-(|; J1-x sﬁ+0[ ]0 1 :
—/ |
= lim (~2Je +2/1)=2. .
£ +0 (0] 1 X

Auch beim Berechnen uneigentlicher Integrale kann der GTA eine wertvolle Hilfe sein. Fur das
obige Beispiel geben die Fig. E 55 und E 56 zwei Lésungswege an. Dabei wurde in Fig. E 56
als obere Grenze 0.999999 eingegeben.

[Fi T Few Irsz ruvT FE T& [Fl Trszrz T Fa TrsvTrSvTF? T ]
2 @ AlgebralCalc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...] b @ 2oon(Trace [ReGraph|Math|Draw) - f
1 i
o) 2
T AT =D 3 0,10 . TT GOdx=2. .
HAIN RAD AUTD FUNEC_1730 Flg E 55 FHAIN FAD ALTO FIINC Flg E 56

E 6.4 Beispiele fir nicht elementar integrierbare Funktionen

Beim Differenzieren von elementaren Funktionen entstehen wieder elementare Funktionen. Es gibt
hingegen eine grofRe Anzahl von elementaren Funktionen, deren unbestimmte Integrale sich nicht
durch elementare Funktionen ausdriicken lassen. Auch solche breit anwendbare Regeln wie etwa die
Produkt- oder die Quotientenregel der Differentialrechnung haben wir in der Integralrechnung nicht
kennen gelernt. Scheinbar geringfiigige Verdnderungen in den Funktionen fiihren hier zu véllig
anderen Losungswegen oder zu nicht mehr elementar integrierbaren Funktionen. Typische Beispiele
sind die beiden Funktionen f(x) = x sinx und g(x% . Die Funktion f lasst sich nach der
Methode der partiellen Integration integrieren (s. E 5.3):

Wir setzen z. B. u(x) = x undx) = sinx und erhalten damft x-sinx dx = —-x-cosx + sinx + C.

Das Integral der Funktion g hingegen ist mit elementaren Hilfsmitteln nicht berechenbar.
Funktionen, deren Integrale sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken lassemjgegrden
geschlossen integrierbgenannt. Fur solche Funktionen kdnnen bestimmte Integrale dann nur mit-
hilfe von Naherungsverfahren ermittelt werden.

Als ngtere Bglsp|ele fur nicht elementar integrierbare T S A T g
Funktionen wéren zu nennen: 103 [[.>2)
mfle ol & r¥
_ X2 _eX _ S #
=e®  gw=t =il (&N
. 1
Wie nebenstehendes Schirmbild zeigt, bieten auch GTA in ([ ‘ ” xhl]“ W P
. . . - = + kS +
vielen solchen Falle keine Losung an. e 2
HMAIN RRD’HI.ITI‘I FUNC 2730

Fig. E 57
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