D Differentialrechnung und ihnre Anwendung zur
Untersuchung von Funktionseigenschaften

Bund, Lander, Stadte und Gemeinden bendtigen zur Wahrnehmung ihrer Aufgaben einen eigenen
Haushalt. Eine wichtige Einnahmequelle fur diesen Haushalt sind Steuern. Einen besonderen Platz
unter den verschiedenen Steuerarten nehmen die Einkommensteuern ein, die (fast) jede Burgerin und
jeder Birger zahlen muss. inkommensteuerwird folgendermafen ermittelt: Zunachst wird

das zwersteuernde Einkomméestgestellt. Dieses erhalt man, indem man von den gesamten Jah-
reseinkinften einen gewissen Betrag, der aus Freibetragen, Werbungskosten, Sonderausgaben usw.
besteht, abzieht. Nach dem gultigen Einkommensteuertarif lasst sich dann die Jahressteuer berech-
nen. Im Einkommensteuergesetz heildt es in § 32a, der durch Gesetz vom 22.12.1999 neu gefasst
wurde, fur den Veranlagungszeitraum 2000 fur ledige Personen (fur Ehepaare gelten Sonderregelun-

gen):

(1) Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu versteuernden Einkommen. Sie betragt ...
jeweils in Deutsche Mark firr zu versteuernde Einkommen
1. bis 13499 Deutsche Mark (Grundfreibetrag): O;
2. von 13500 Deutsche Mark bis 17 495 Deutsche Mark:
(262,76 -y + 2290) - v;
3. von 17496 Deutsche Mark bis 114 695 Deutsche Mark:
(133,74 - z + 2500) - z +957;
4. von 114 696 Deutsche Mark.an:
0,51 - x —20575.
y ist ein Zehntausendstel des 13446 Deutsche Mark Ubersteigenden Teils des abgerundeten zu versteuern-
den Einkommens. z ist ein'Zehntausendstel des 17 442:Deutsche Mark Ubersteigenden Teils des abgerunde-
ten zu versteuernden Einkommens. x ist das abgerundete zu versteuernde Einkommen.

Bei der im Gesetzestext definierten Steuerfunktion'S(x) handelt'es sich um eine abschnittsweise defi-
nierte Funktion:

(1) [0; 13499 8(X)=0
(2) [13500; 17 495[ -+ S(X) = (262,76 -y +2290) -y mit y llvj - (x — 13 446)
(3) [17496; 114695[:  S(x) = (133,74 z+2500) - z + 957 mit 2%4: - (x =17 442)

(4) {xox > 114696} : S(x) =0,51 x— 20575

Damit ist man in der Lage, de zahlende Einkommensteueru ermitteln, defEinkommen-
steuersatz% anzugeben (also den Bruchteil des Einkommens x, der als Steuer zu zahlen ist)

und dendurchschnittlichen Steuersatz in einem Einkammensintervalla, b] zu berechnen

(s. Beispiel D.26): Aber schon bei‘einfachen Fragen der.Steuergerechtigkeit, z.B. der Frage, welcher
Bruchteil von einem relativ kleinen Hinzuverdienst:versteuert werden muss, reichen die bisherigen
mathematischen Mittel nicht aus. Zur Bestimmung der'so gena@meezsteuer(d. h. des Bruch-

teils, mit dem die letzte hinzuverdiente Mark steuerlich belastet wird) bendtigt man Mittel der
Differentialrechnung.
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D 1 Anliegen und Grundbegriffe der Differentialrechnung

D 1.1 Der Begriff Ableitung einer Funktion

Eine Holzkugel mége von einer 80 m hohen Briicke in di€ Hehes
Tiefe fallen. Die Kugel fallt in der ersten Sekunde 5 m her inm
ter, in der zweiten — aufgrund der Erdanziehung schonscl 80
ler geworden — 15 m, in der dritten 25 m und in der vierter 60t
m. Damit hat die Kugel 80 m zuriickgelegt und trifft z.B.a 40}
eine Wasseroberflache auf.

Wir betrachten die Geschwindigkeit, mit der sich die Kuge

bewegt: Am Anfang ruht sie, nach einer Sekunde fallt sie 1 2 3 tins Fig.D1
etwa 10 Meter pro Sekunde (das sindﬁﬁ% ), nach zwei
Sekunden mit 20 Meter pro Sekunde, nach drei Sekunder
30 Meter pro Sekunde und nach vier Sekunden prallt sie 401 V() =10t
einer Geschwindigkeit von 40 Meter pro Sekunde aufder 30+
Oberflache auf. Physikalisch gesehen erfahrt die Kugele 20+
konstante Beschleunigung von ;'g) (der genauere Wert 107
Erdbeschleunigung ist 9,8532, ).s

Der Fall der Kugel wird demnach durch drei Gré3en bescl

ben: dieHohe der Kugel liber der Wasseroberflache, die An ain 2
rungsrate dieser Héhe, also @eschwindigkeit,und die
Anderungsrate der Geschwindigkeit, Bieschleunigung.

Die funktionalen Zusammenhange in Abhangigkeit von de
Zeit zeigen Fig. D 1, Fig. D 2 und Fig. D 3, wobei erkennt. __
ist, dass die GroRe der Anderungsrate pro Zeiteinheit sich in der ,Steilheit* des Graphen, in seiner
~Steigung” ausdrickt.

S(t) =805t

201

inm
ving

1 2 3 tins Fig.D2

10 1

:=L 2 3 tins Fig.D 3

Es soll nun untersucht werden, wie man eine sofetterungsratéestimmen konnte.
Ware der Graph einer bestimmten Funktion eine Gerade, dann ist die Lésung einfach: Man nimmt
zwei beliebige Punkte fxy; y1) und B(X,; y,) und bildet den Quotienten aus den Differenzen ihrer
Ordinaten- und ihrer Abszissenwerte. Die Geschwindigkeit der fallenden Kugel I&sst sich durch die
Funktionsgleichung v(t) = 10t beschreiben. Der ,Differenzenquotient* fir zwei beliebige Punkte
Py (ty; v(ty)) und B(ty; v(ty)) ist dann stets

v(tp) —v(ty) _ 105,104 _ 100 —t) _ 10

=ty -t -ty '

Bildet der Graph einer Funktion aber eine gekrimmte Kurve, dann ist der Differenzenquotient nicht
unabhéngig von der Wahl der Punkte. Die Héhen bzw. die Wege der Kugel werden so in obigem Bei-
spiel durch die Funktion s(t) = 80 —5tteschrieben, deren Graph eine Parabel ist. Um die Ande-
rungsrate bzw. Steigung an der Stgjle fl zu bestimmen, wahlen wir Punkte links und rechts von
tp und né@hern uns von beiden Seiten dieser Stelle. Es ergeben sich folgende Differenzenquotienten:

Fur die Zeitpunkte 1 s vor und 1 s naghk tl fur die Zeitpunkte 0,5 s vor und 0,5 s nach 1

s()—s(1-1) _ s(1+ 1) —s(1) _ . s()-s(1-095 _ s(1+0,9-s(1) _ .
1 T T TS ey B0 S =125
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fur die Zeitpunkte 0,1 s vor und 0,1 s nggh @ fur die Zeitpunkte 0,01 s vor bzw. naghrtl
s()-s(1-0) _ _ S(140)-5(1) _ _1qe S(D-s(1-00) __ S(1+0,0)-s(1) _ _ )
B 9,5 o1 10,5; Y — 9,95 Y E— 10,05;

far 0,001 s vor bzw. nach £ 1

s(1) —s(1 0,003 _ _ s(1 +0,003 —s(1)
0,001 = 9,995 0,001

Physikalisch gesehen stellen diese Diﬁerenzenquotié&iﬁé‘ni—(l—_ﬂ 35%\}&412—_5—(9 , h>0

ein Malf? fir die Durchschnittsgeschwindigkeiten in den Intervallen [1 — h; 1] bzw [1; 1 + h] dar. All-

gemein erhélt man wegen s(t) = 80 25t

S(-s(1-h) _ 80-502-(80-51-H?) - _1094+5h und
h h

=-10,005.

s(1+h-s(1) _ 80-5(1+H2-(80-50P) _ _14_5p
h h

Setzt man fur h immer kleinere positive Zahlen ein, lasst h also die Glieder einer Nullfolge durchlau-
fen (s. Abschnitt B 2), dann betragt der Differenzenquotient an der Jtelleitn Grenzfall —10.

Diese Zahl wird als Anderungsrate, Steigung oder auch Ableitung der Funktion s (t) =8an- 5 t

der Stelled =1 bezeichnet. Ihr Betrag ist ein Maf3 fir Miementangeschwindigkeitder fallenden

Kugel zum Zeitpunkig= 1 (s). Lasst man fiir h sowohl positive als auch negative Werte zu, so ist es
ausreichend, einen der beiden Differenzenquotienten zu betrachten. In der Regel beschrénkt man
sich auf den Diﬁerenzenquotientéﬂi%_fﬂ . Diejenige Funktion, die jeder reellen Zdhl h
genau einen Differenzenquotienten zuordnet, Wifterenzenquotientenfunktigonder auch kurz
Differenzenquotient) von s(t) an der Stelle 0,5 genannt.

Ausgehend von obigen Beispielen fuihren wir folgende Begriffe
Definition D 1: D1

Es sei y = f(x) eine auf {efinierte Funktioh und %, X, + h(ID;.?) Die Funktion
f(xg +h) =1 (xg) _F(x) =f(xg)

d(h) = - (mit h# 0) bzw. d(x) = T (mit »2 Xp)
—70
hei3tDifferenzenquotientvonf(x) an der Stelle x
Definition D 2: D2

Es seiy = f(x) eine aufQlefinierte Funktion undgx Xy + h ODs. Wir nennen y = f(x) an der
Stelle x differenzierbar, wenn der Grenzwert des Differenzenquotienten
f h) —f f(x) —f
lim (XM -f&o) o iy (=)
h-o h X=X, X~Xo
in R existiert. Dieser Grenzwert hei8bleitung oderDifferentialquotient der Funktion f mit
y = f(x) an der Stelle x

Man schreibtiim w

o = f'(¥) — gesprocherf Strich von x*.

1

—

Beziiglich der Sprech- und Schreibweise sei hier noch einmal auf die in Abschnitt A 1 getroffene Vereinba-
rung verwiesen.
2) Die Schreibweise , X, + h[Ds* soll bedeuten, dasgxindxy + h zu  gehoren.
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Andere Schreib- und entsprechende Sprechweisen fir die Ableitung einer Funktion f an der Stelle
Xg sind

f'(Xg) = % ,df(x) nach dx an der Stelley,

Xo
= ﬁ—y ,dy nach dx an der Stellgy,
X Xo
=Yy ,y Strich an der Stelle .
Bemerkungen:

» Eine wichtige Voraussetzung fur die Differenzierbarkeit einer Funktion f an der Stbbsteht
darin, dass f an der Stellg und in einer Umgebung vory ®efiniert ist. Das heif3t also z. B. fur
f(x) = )% , dass diese Funktion an der Stefjednicht differenzierbarst, weil f nur fiir alle x 0
definiert ist. In der Regel betrachtet man als Definitionsbereigcb&dhe oder abgeschlossene
Intervalle.

* Von entscheidender Bedeutung fiir die Differenzierbarkeit
einer Funktion an der Stellg ist, dass deGrenzwerides
Differenzenquotienten unabhangig von der Wahl der Null-
folge (h,) existiert. Diese Voraussetzung ist in der Regel b
Funktionen, die links bzw. rechts von der betrachteten Ste
Xg durch unterschiedliche Funktionsterme definiert sind, ni
erfullt, z.B.

tiw={ a0 xS0 (a0 Fig. D 4

« In der historischen Entwicklung der Differentialrechnung spielte innermathematisch das so

f,(x)

genannte ,Tangentenproblem* eine grol3e Rolle. Gemeint ist damit die Frage, ob fur einen belie-
bigen Funktionsgraphen in einem vorgegebenen Punkt die Tangente an den Graphen existiert und
wie man ihre Steigung bzw. ihre Gleichung ermitteln kann. Jetzt wissen wir: Da der Differenzen-
quotientﬂ%}gﬁ—) geometrisch die Steigung der Sekante durch die Puytkgefixg)) und

P(x; f(x)) bedeutet, gibt die Ableitung ffxden Anstieg der Tangente t an den Graphen der Funk-
tion im Punkt B(xq; f(xg)) an:

mt = tam = Almow = f'()(o)

Als Gleichung deffangenteerhélt ma y = fy(x) = f'(Xg) - (X —>g) + f(Xg)-

Mit dem Tangentenbegriff verbunden ist die inhaltliche Vorstellung, dass die Tangente den Gra-
phen der Funktion im Punkg®erthrt bzw. sich in diesem Punkt besonders gut an die Kurve
~-anschmiegt®. Deshalb liegt die Annahme nahe, dass die Tangentenfupf)an &iner hinrei-

chend kleinen Umgebung vog gute Naherungswerte fir f(x) liefert.

In der Tat folgt aus der Definition der Ableitung y
f(x)—f
lim LX(XO) = f'(Xg) und den Kenntnissen uber die Grenzwe f(x) L N
X - XO —70
bildung, dass fiir Zahlen x, die hinreichend nahe péegen, gilt: Po my = F'(Xo)
71X - i), also F()= Fi(xg) (X — o) + F(X) 1 1
X—=Xg - o - 0 %0 0 Xo X X

Fig.D 5
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Damit ist eine lineare Naherung von Funktionswerten der Ausgangsfunktion f fir x-Werte in der
N&he von gy moglich, wenn man '@ kennt. Oder anschaulich gesprochen: Man kann den Graphen
der Funktion naherungsweise durch Tangentenabschnitte ersetzen.

Beispiel D 1: D1
Fur die Funktion f(x) = 0,5sind die Ableitung an der Stellg x 1 und digGleichung deffan-
genteim Punkt R(1; f(1)) an den Graphen von f zu bestimmen.

Der Differenzenquotient von f an der Steljg=x1 ist

d(h):f(XOJrh;_f(Xo) _ 0,5(1+ h);—o,sm2 (mit F 0)

Y f(x)=0,5%

_ 05+05020n0,5F-05 _h+05F _ 4, 5p
h h o

Damit erhalt man f'(1) dim (1 + 0,5h) = 1.

Das heif3t: Die Tangenteh zinoden Graphen von f(x) =20rbx
P(1; 0,5) hat den Anstieg 1 und wegen m =atanl den
Anstiegswinkel = 45° (Fig. D 6).

Fur die Tangente indPL; 0,5) erhalt man wegen y = fifx (X — %) + f(Xg), also
y=1-(x—-1) + 0,5, somit die Gleichung y=x-0,5.

Beispiel D 2: D2
Es ist dieAbleitung der Funktiorfi(x) = x2 an einer beliebigen Stellg xu bilden. Der Diffe-
renzenquotient ist

f(xg+h)—f(xg) _(Xg+h)3—xgG _x&+3xZh+3xyh?+h3—x3

d(h) = - - = - =3¢ +3x-h+ 17

und damit f'(g) = hlim0(3>q)2 +3x%-h + If) = 3x7.

Speziell gilt: f'(0) =0; f'(1) = 3; f'(2) =12; f'(-1) = 3.

An welcher Stelle xhat die Tangente ing&g; f(Xg)) den Anstieg 75?
Aus 3x” =75 erhalt mamx,0= /25 und damit ¥, =5 und %,=-5.

Beispiel D 3: D3
Die Funktion f(x) = X + x? ist auf Differenzierbarkeit an einer beliebigen Stejjewx untersu-

chen. Es gilt

f(xg +h) —F (o)

d(h) =220
_ (xo+ h)3 + (xo +h)2 = (Xg&+ XD _ X+ 3xPh+ 3x5h? + h3 +xP+2xph + 2 —x5— X
h h
3x2h + 3%5h2 + h8 + 2x,h + h?
=SSl B VSOl Hepele e (A A, (EID)
Damit ist

f'(xg) = h|im0(3>b2 +3xh + P+ 2% + h) = 3%2 + 2.

Das hei3t: Der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert. Da magjéitexreelle Zahl
einsetzen kann, ist die Funktioari jeder Stelléhres Definitionsbereichekbfferenzierbar
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Beispiel D 4:

Es ist die Ableitung der Funktion f(x))](—- #0) an einer beliebigen Stellg Xxq # 0) zu
bestimmen.

Wir bilden zunachst wieder den Differenzenquotienten:

1 1
_f(xgth) =f(xg) _Xg+h xq _Xxo—(Xg+h) _ , _
d(hy = h TR Tt xgiorm  (UrEOix+h#0)
Als Grenzwert fur h- 0 ergibt sich dandim  d(h) km L L
h-o0 h-0 X(o+th) 42

Das bedeutet: Die Funktion f(x))](—- £0) ist
an jeder Stellexihres Definitionsbereichs
differenzierbar und besitzt dort die Ableitung
f'(xg) =—3,, %% 0.

X

Fur den A%stieg der Tangente im Punk(t%? 2)
erhalt man f‘% = —4 und damit die Gleichung
der Tangente inf
y = Fx)(x = xg) +(x))

:—4(x—% )+2=—-4x+4.
Der Anstiegswinkel der Tangente betragt (wegen
tana = —4) a =104° (Fig. D 7).

Fig. D 7

Beispiel D 5:
Es ist die Ableitung der Funktion f(x) #x 0 zu ermitteln. Wegen x 0 kann der Diffe-
renzenquotient auch nur fiig % O untersucht werden. Es gilt

f(xo+h) —f (xo)
d(h) = —2——2°

Erweitern mit /xo+h+ [x, ergibt
d(h):( X0+h_%)u X0+h+J;(J) = Xo*th—Xg = 1
h( %+ h+ [xg) hO X +h+ [xg) kot h+ X0
Wir bilden zunéchst den Grenzwert des Differenzenquotienten an der §telle kiir h >0

Xgt+h— /X
=40 - o (h# 0; xy+ h=0).

iit: lim —L— = |im L =+w
< h-04/0+h+,0 h-o4h

Mit anderen Worten: Die Funktion f(x) #x ist an der Steje>0 nicht differenzierbar
Betrachtet man dagegen nur Stellgr>0, dann erhalt man

lim 1 =1
h-o0/Xo+h+ /xg 20/xy
Das heiRt: Die Quadratwurzelfunktion f(x)/ ist fiir beliebige>X0 stets differenzierbar.

Ihre Ableitung ist f'(x) = # . Damit kbnnen wiederum Anstiege von Tangenten in bestimm-
Xo

ten Punkten berechnet und die Tangentengleichungen aufgestellt werden.
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Beispiel D 6: D6
Wir untersuchen die Betragsfunktion f(x)m0 auf Differenzierbarkeit an der Stellg x 0.

Ihl

Der Differenzenquotient dieser Funktion ist d d(ry="2
d(h) =2 0=10 =l (figr 1 ). 1?7
Das heiRt, fiir h > 0 ist d(h) = 1 und fiir h < 0 ist o 1 n
d(h) =-1. Fig. D 8 zeigt den Graphen der Diffe- 41
renzenquotientenfunktion.

Bei der Bildung des Grenzwertes des Differenzenquotienten sind wiederum zwei Félle zu
untersuchen.

1. Fall: h>0, d.h., man néhert sich der Stelfg=% nur mit Nullfolgen () mit h,> 0, also
von rechts. Dann gilthlim d(h) =1 (rechtsseitiger Grenzwert).
=0

Fig. D 8

2. Fall: h<0, d.h., man nahert sich der Stelg=¥ nur mit Nullfolgen (R) mit h, <0, also
von links. Dann gilthlim d(h) =-1 (linksseitiger Grenzwert).
-0

Da der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert nicht Ubereinstimmen, existiert der (srenz-
wert des Differenzenquotienten an der Stejle ¥ nicht. Mit anderen Worten: Die Betrags-
funktion ist an der Stellepe 0 nicht differenzierbar

Das Vorhandensein des rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwertes des Differenzenquotienten Iasst
sich flir eine weitere Begriffsbildung nutzen: Man sagt, die Betragsfunktion besitzt an deStélle x

« dierechtsseitige Ableitungf,'(0) = 1 bzw.

» dielinksseitige Ableitungf;'(0) = —1.

Die Beispiele D 5 und D 6 zeigen insbesondere, dass nicht in jedem Falle eine Ableitung existiert.

Ordnet man allen Stellegan denen eine Funktion f differenzierbar ist, ihre Ableitung) ¥, so
stellt diese Zuordnung selbst wieder eine Funktion dar. Sie wird mit f' bezeichnet und heif3t
Ableitungsfunktion der Funktion f. Es gilt: f: x» f'(x) mit Dy = D¢, wenn f Oberall in pdiffe-
renzierbar ist, ansonsten ist O Ds. Im Unterschied zu f'(x) ist die Ableitung fgxan einer belie-
bigen Stelle ¥ eine Zahl.

y
y
f'(x) = 3% + 2x
f(x)= x> + x*
1
(6] 1 X
Fig. D 9a Fig. D 9b

Die Fig. D 9a, b zeigen die Graphen der in den Beispielen D 3 und D 4 betrachteten Funktionen und
die ihrer Ableitungsfunktionen.
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Beispiel D 7:

Gegeben sei die Funktion f(x) Z.Man ermittle die Ableitungsfunktion f'(x).

Wir bilden zunachst den Differenzenquotienten von f fiir beliebjdéRx

(X + h)? - x02+ 2xoCh+ h2—x02 y fi(x) =2x
h h f(x) =x°
_ 2%y Th+h?

h
und erhalten fur den Grenzwert fOIx: lim (2)(0 +h) = 14

d(h) =

=2%+h (h#0)

Da diese Uberlegungen furjedes beheblggedten folgt fur die , —
Ableitungsfunktion f': f'(x) = A
Fig. D 10 zeigt die Graphen beider Funktionen. Fig. D 10

D 1.2 Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Mit Stetigkeit und Differenzierbarkeit an einer Stelle y haben wir zwei wichtige lokale Eigen-
schaften von Funktionen kennen gelernt. Die in der Definition der Ableitung (s. Definition D 2)
formulierte Voraussetzung, dass die Funktion fjdefiniert sein muss, d.h., dass auch der Funkti-
onswert an dieser Stelle existiert, stellt eine Verbindung zum Stetigkeitsbegriff her (s. Abschnitt C 3).
Das gibt Veranlassung, nach einem mdglichen Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzier-
barkeit zu fragen.

Den Beispielen D 1 bis D 4 kann man entnehmen, dass die Stetigkeit einerseits wohl eine Vorausset-
zung fur die Differenzierbarkeit einer Funktion an einer StgjlistxAnschaulich macht man sich
schnell klar, dass eine i richt stetige Funktion (die z.B. iy ®inen endlichen Sprung aufweist)

an dieser Stelle auch nicht differenzierbar ist. Aber andererseits gibtgstétige Funktionen, die

an dieser Stelle nicht differenzierbar sind (s. Beispiel D 5 und D 6). Man sagt: Stetigkeitnstteine
wendige aberkeine hinreichendBedingung fiir die Differenzierbarkeit.

Aus Definition D 2 folgt umgekehrt jedoch einmal, dass eine an einer Sfdifexenzierbare
Funktion f dort auch definiert ist. Dartiber hinaus ergibt sich aus der Existenz des Grenzwertes des

i , (x)—f
Differenzenquotienten lim 0 — %0
X - Xo —X0

lim f(x) = f(Xg). Zum Nachweis dieses Zusammenhangs gehen wir von einer Funktion f mit dem

= f'gx das Zutreffen der Stetigkeitsbedingung
X = Xg
Funktionsterm f(x) aus und fihren zunéachst folgende Umformungen durch;
f(x) —f(xp)
f(x) = —° (X —p) +f(xg).
Die anschheBende Grenzwertbildung ergibt mithilfe der Grenzwertsatze

lim fx) = lim 2% i ) + Jm 160 =1704):0 + 106,

X - Xq xaxO —Xo X = Xq

also lim f(x) = f(x).
X - XO

Damit wissen wir: Eine an der Stellg micht differenzierbare Funktion kann dort trotzdem stetig
sein. Aus der Differenzierbarkeit i ¥olgt jedoch zwingend die Stetigkeit der Funktion an dieser
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Stelle. Also: Differenzierbarkeit igeine notwendigevohl aber eindinreichendeBedingung fiir

die Stetigkeit.

.Differenzierbar” stellt demnach eirsarkereEigenschaft als ,stetig” dar. Dieser Sachverhalt lasst
sich fir die Untersuchung lokaler Eigenschaften von Funktionen ausnutzen: Gilt die Feststellung,
dass eine Funktion an einer Steljgozw. tGber ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbar
ist, so ist sie dort auch stetig.

D 2 Regeln zur Ableitung von Funktionen

Die einfihrenden Beispiele haben gezeigt, dass es mithilfe der Differentialrechnung mdglich ist,
lokale Eigenschaften von Funktionen zu ermitteln.

Neben der Steigung des Graphen einer Funktion an einer $tetierie der Differenzierbarkeit und
Stetigkeit werden wir noch eine Reihe weiterer Méglichkeiten zur Charakterisierung von Funktionen
kennen lernen (Abschnitt D 5). Dabei muss man sehr haufig Ableitungen gegebener Funktionen bil-
den. Die im Abschnitt D 1 betrachteten Beispiele und Aufgaben zeigten nun aber, dass der Aufwand
zur Berechnung der Ableitung von Funktionen tber den Grenzwert des Differenzenquotienten ziem-
lich hoch ist. Da der Ableitungsbegriff mithilfe des Grenzwertbegriffs definiert wurde, liegt es nahe
zu fragen, ob sich aus den Kenntnissen Uber das Rechnen mit Grenzwerten (Grenzwertsatze) Folge-
rungen hinsichtlich der Berechnung von Ableitungen zusammengesetzter Funktionen ergeben —zum
Beispiel fir die Summe, das Produkt und den Quotienten differenzierbarer Funktionen. Solche Dif-
ferentiationsregeln wirden zu wesentlichen Vereinfachungen fuhren.

D 2.1 Konstantenregel, Faktorregel und Potenzregel

Wir betrachten die konstante Funktion f(x) = c fur alléR Fig. D 11 y
zeigt den Graphen dieser Funktion. Man erkennt: Der Graph weist | fx)=c
all die Steigung 0 auf — er verlauft offenbar parallel zur x-Achse. D
zufolge ware die Ableitungsfunktion 0.

Zum Nachweis dies&fermutung bilden wir debifferenzenquotienten

fir eine beliebige StellepID;: T o
f(xo+h) —f Fig. D 11
d(h) =0T e 20 —g (fur e 0), =

also auch f'(¥) = hIimOO =0.
Damit gilt der Satz:

Satz D 1: Konstantenregel D1
Eine konstante Funktion f(x) = c (iR, aber fest) besitzt fur alle3R die Ableitung f'(x) = 0.

Fur den Fall, dass eine differenzierbare Funktion mit einem konstanten Faktor multipliziert wird,
kann man eine entsprechende Regel herleiten:

Es sei g eine Uber ihrem Definitionsbereich differenzierbare Funktion. Multipliziert man diese Funk-
tion mit einem konstanten Faktor k[IR, so erhalt man die Funktion f(x) = k- g(x).

Fur deren Differenzenquotienten folgt

d(h) :kEtJ(x0+hr)]—k B0 _ (x0+hr:—g(x0) mit b 0, %, 1D,
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(%o +h) —g(xp)

und damit fur die Ableltun%m d(h) :hm k Dg—

Da der Grenzwert eines Produktes glelch dem Produkt der Grenzwerte seiner Faktoren ist, folgt
g(xg +h) —g(xg)

: = k-g'(¥) und wegen der beliebigen Wahl vaf x

f'(xg) = r!im0 k-r!im0
f'x) = k-g'(x).

Satz D 2: Faktorregel
Ist g eine differenzierbare Funktion, so ist auch die Funktion f mit f(x) = k- g(KR{ldiffe-
renzierbar und es gilt f'(x) = k- g'(x).

Kurz: Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.

Im Vorgriff auf die Differentiation einiger elementarer Funktionen (Abschnitt D 3) wollen wir bereits

an dieser Stelle eine Regel zur Ableitung der Potenzfunktion f(R) =N, n> 1, entwickeln.

Durch Aufstellen des Differenzenquotienten und anschlie3ender Grenzwertbildung erhéalt man fol-

gende Ergebnisse:
fx)=xt  f(x)
fx)=x2  f'(x)
fx)=x3 f'(x)=
fx)=x* f(x)=4- x3 4. x4

Fir den Fall f(x) = X haben wir die entsprechende Ableitung im Beispiel D 2 gebildet.
Damit liegt die Vermutung nahe, dass allgemein gilt:

(JOI\)H

Satz D 3: Potenzregel
Die Funktion f(x) = X, nON, n= 1, ist differenzierbar und es gilt f'(x) = %%

Beweis:

i
Schreibt man den Differenzenquotienten in der Form dg( L X(X o , SO ergibt sigR)ferx"

0
n n

d(x) = X %o , X% Xg-
Wegen »# Xq |st die Polynomdivision ausfihrbar und ergibt:
XXM s (=) =X T g X T2 X2 X T3 g T2 x "
Daraus erhalten wir digbleitung, indem wir deGrenzwertir x — xq bilden:
') = lim d(x) = lim @ 14 %X 724+ x2 X" 734 4" T2x+ " Y

X - X 0 AXO
— 1 -2 -3 n-2 n-1
= 0 +XOX0 +XO XO +.. .+ X0t X
-1 -1 n-1 n-1 n-1_ n-1
O +X0 +X0 +...+)@ +XO —n->@

Damit ist eine Regel zur Ableitung der Potenzfunktionen f(x} mit nON (n> 1) gefunden.

-2 -1

Beispiel D 8:
a) Fur die Ableitung von f(x) =%ergibt sich nach der Potenzregel: f'(x) =%7%=6-%
b) Als Ableitung von f(x) = 8-Xerhalten wir nach der Faktor- und der Potenzregel:

f'(x) =8-(5-%) = 40-%
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c) Esist der Anstieg des Graphen der Funktion f(x§ arxder Stelle x= 2 zu bestimmen.
Die Ableitung von f(x) = R ist f'(x) = 3% (Potenzregel). Furpe 2 erhalt man
f'(2)=3-2=12.

Der Anstieg des Graphen der Funktion f(x)%im Punkt R(2; 8) istm = ta = 12.

D 2.2 Summen-, Produkt- und Quotientenregel

Nach Beispiel D 3 hat die Funktion f(x) 3 x % die Ableitungsfunktion f'(x) = 3+ 2x.
Hatte man in f(x) = %+ x2 jeden Summanden nach der Potenzregel abgeleitet, so ware man zum
gleichen Resultat gelangt. Allgemein gilt:

Satz D 4: Summenregel D4
Sind zwei Funktionen u und v iy xifferenzierbar, so ist an dieser Stelle auch die Summen-
funktion s mit s(x) = u(x) + v(x) differenzierbar. Es gilt:

s'(x0) = U'(xp) + V(%)

Da diese Aussage fur ein beliebiggsaxs dem Bereich gilt, in dem sowohl u als auch v differen-
zierbar sind, kdnnen wir vereinfacht schreiben: s = u3 ' = u' + v'. Kurz: Eine Summenfunktion
kann summandenweise differenziert werden.

Beweis:

Es seien u und v zwei iy xlifferenzierbare Funktionen und es sei s die Summe der Funktionen u
und v mit s(x) =u(x) + v(x) fur allex OR. Wir berechnen debifferenzenquotientevon s an der
Stelle ¥

S(x) —s(x9) _ [u(x¥) +v(x)] —[u(Xg) +V(xo)]

d(X) = X=X X=X
0 0
_ U0 —uxp) +v(x) —V(xg) _ u(x) —ulxg)  v(x)—-V(Xo) (ieweils % xg)
X—XO X—XO X—XO
Mithilfe der bekannten Grenzwertséatze ergibt sich
lim doo = fim 07U iy YOV g damit s = w0e) + Vi), w.z.bw.

X=X X=X
X = Xg X = Xg 0 X - Xg 0

Diese Regel gilt fir endlich viele Summanden, also auch fur mehr als zwei Summanden.

Aus Potenz- und Summenregel ergibt sich eine wichtige Schlussfolgerung:

Jede ganzrationale Funktion f(x) A+ a,_ X"~ 1+ ... + ax + agist differenzierbar und besitzt

die Ableitungsfunktion f'(x) = n-a&" 2+ (n-1)g _ x" "2+ ... + a.

Die Ableitungsfunktion f' ist also wieder eine ganzrationale Funktion mit einem gegentber f um 1
niedrigeren Grad.

Differentiationsregeln fur das Produkt und den Quotienten zweier Funktionen seien hier ohne
Beweis angegeben:

Satz D 5: Produktregel D5
Sind zwei Funktionen u und v iy xifferenzierbar, so ist auch die Funktion p mit
p(x) = u(x)-v(x) an dieser Stelle differenzierbar. Es gilt:

P'(X0) = U'(30) - V(%) + V'(Xp) - U (%)
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Da diese Aussage fur ein beliebiggsaxs dem Bereich gilt, in dem sowohl u als auch v differen-
zierbar sind, kénnen wir wieder vereinfacht schreiben: p 5l pr=u'- v + v'- u. Die Produktregel
lasst sich ahnlich wie die Summenregel auf endlich viele Faktoren erweitern.

Satz D 6: Quotientenregel
Sind zwei Funktionen u und v i Hifferenzierbar und ist v} # 0, dann ist auch die Funktion

g mit q(x) =\% an der Stellepdifferenzierbar. Es gilt:
U'(Xg) Br(x) = V'(xq) CU(Xg)

(v(x)?

qx) =

In Kurzform: q =\9/ 0q =25
\Y

Bei der Anwendung der Quotientenregel muss man beachten, das#—ggo = nur dort differenzier-
bar ist, wo v(x)} 0 gilt.

Beispiel D 9:

a) Gegeben ist die Funktion f(x) =8x 50%.
Setzt man u(x) = &und V(X) = 50%, SO ergibt sich
u'(x) = 24%; V'(X) = 100x und damit nach der Summen-
regel f'(x) = 24% + 100x.

b) An welchen Stellen verlauft die Tangente an den Gra-
phen der Funktion
f(x) = 0,2 —0,3% - 3,6x + 1

parallel zur x-Achse? 1 X
Wir ermitteln die Stellen, an denen der Anstieg der
Tangente m = tam = O ist.
Wegen f'(x) = tana und f'(x) = 0,6% — 0,6x — 3,6 I
mussen wir dazu die Gleichung i
0=0,6%"—0,6%—3,6 bzw. 0= — x,— 6 l6sen.
Wir erhalten .
2
XOUZZ%i l%+%4=%ig,alsmgl:Bund)@Z:—z. Fig. D 12

Die Tangente an den Graphen der Funktion verlauft an
den Stellen g, = 3 und x,= —2 parallel zur x-Achse (Fig. D 12).

Als Folgerung aus Faktor- und Summenregel wurde bereits jede ganzrationale Funktion als differen-

zierbar fur alle XOR erkannt. Da sich jede rationale Funktion (s. Abschnitt A 2.1) mittels Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division aus Potenzfunktionen mit natirlichen Exponenten und

konstanten Funktionen zusammensetzen lasst, folgt aus den nunmehr vorliegenden Differentiations-

regeln sogar:

Jede rationale Funktion ist an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differenzierbar und die Ablei-

tung ist wieder eine rationale Funktion.

Entsprechend den Aussagen in D 1.2 ist dann naturlich jede rationale Funktion auch in ihrem gesam-

ten Definitionsbereich stetig.
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Beispiel D 10: D 10
a) Zu ermitteln ist die Ableitung der Funktion f(x) 3 (<><2 — X + 10).
Wir wenden dieProduktegel an (es ware hier natirlich auch méglich, das Produkt auszu-
multiplizieren und dann diSummenegel zu nutzen):
u(x) =, also u'(x) = 3% v(x) =x2—x + 10, also V'(x) = 2x—1
Wir setzen in die Formel f'(x) = u'(x)-v(x) + v'(x)-u(x) ein und erhalten:
f1(x) = 3x2- ()% — x + 10) + (2x — 1) k= 3x* — 33 + 30 + 2% — 5 = 5 — 453 + 30¢
2
b) Gesucht ist die Ableitung der Funktion f(x)7-"‘—1 Ax1, x£ 3).
X —2x-3
Wir wenden digQuotientenegel an und setzen daftir
ux) =X -1, also  u'(x) = 2x,
V(x) = x2—2x—3, also V'(X) = 2x — 2.
Fir f'(x) = YM X V) ) grgibt sich damit:
(v(x))?
F(x) = 2x(C —2x=3)-(2x=2 WX ~1)  _ 2> —4x"—6x—(2x’ —2x-2 +2) _-2X' —4x-2
2 2 2 2 2 2
(X" =2x-13) (X" =2x-13) (X" =2x-3)
An den Stellen x= -1 und % = 3 ist die Funktion f wegen v(-1) = 0 und v(3) = 0 nicht
differenzierbar.

D 2.3 Kettenregel

Mit den bislang betrachteten Ableitungsregeln lassen sich einige bekannte Funktionen noch nicht
differenzieren. So gelingt die Ableitung von f(x) = (2x 4 ticht durch bloBe Anwendung der
Potenzregel. Es ist entweder zunachst das Quadrat zu bilden oder nach der Produktregel zu verfah-
ren. Bei Funktionen wie f(x) = f)e X+ 2@ — 1)25entsteht allerdings durch Ausmultiplizieren und
Anwenden der Summenregel ein sehr groRer Rechenaufwand. Firr die FunktiogXfq & lieRe
sich mit den bisherigen Mitteln Gberhaupt keine Ableitung finden.
Die drei genannten Beispiele weisen jedoch eine Gemeinsamkeit auf: Es handelt sich um Funktionen,
die durchverkettungentstanden sind (&bschnittA 5). Die Funktian f(x) = (0¢ = ¢+ 2x¢ — 1F° ist
so die Verkettung f mit f(x) = v(u(x)) aus der inneren Funktion u mit u(Gd=x+ 2x*—1 und
der auf3eren Funktion v mit v(z) 2 kurz: f=ve u (gesprocherv. nach 4. Da solche Funktionen
haufig auftreten, ist es zweckmafig, fur sie eine entsprechende Differentiationsregel bereitzustellen.
Wir betrachten dazu die Funktion f mit der Gleichung f(x)%—(>1)2. Die innere Funktion von fist
u mit u(x) = ¥ — 1, die auRere Funktion ist v mit v(z) % thre Ableitungen sind u'(x) = 2x und
V(z)=2-z2=2(X-1).
Ermittelt man nun didbleitungvonf(x) = (x2 — 1¥ nach deProduktegel, so egibt sich

f'(x) = 2x-(€—1) + (- 1)-2x = 2(R — 1)- 2x.
Vergleicht man dieses Ergebnis mit den Ableitungen der Funktionen v und u, so liegt die Vermutung
nahe, dass man zur Ableitung der Verkettung gelangt, indem man die Ableitung der &uf3eren Funktion
mit der Ableitung der inneren Funktion multipliziert.

1 Das liegt auch daran, dass die Potenzregel noch auf Exponenhériageschrankt ist. Doch selbst mit der
in D 3.1 erfolgenden Erweiterung auf beliebige reelle Exponenten kommt man an dieser Stelle nicht weiter.
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Satz D 7: Kettenregel

Es sei die Funktion u (Definitionsbereich)@n der Stelle xund die Funktion v (Definitions-
bereich R mit W,, O D,) an der Stelle ug differenzierbar. Dann ist auch die Funktion

f = v o uin X differenzierbar und es gilt f'§x= v'(u(>g)) - u'(xg)-

Beweis
Wir bilden zunéchst deDifferenzenquotientevon f und erweitern diesen mit u(x) — g(® O:

d(x) = V(U(x)— v(u(Xo) _ V(U(X)—v(U(Xo)  u(x) —u(Xo)

X=Xq u(x) —u(xg) X=Xq

Mit u(x) =t und u(x) =ty erhalt man fur derenzwerides Diferenzenquotienten

lim de) = lim 202V 47 U00)

X = Xg X - Xq t-1, X > Xq X=Xg
Da u(x) in x differenzierbar ist, gilt lim w9 Zul) u'@. Nach Abschnitt D 1.2 ist u(x) dann
X - XO —70
auch stetig ing d.h., es gilt lim u(x) =u@ bzw. lim (u(x)—u(g)= lim (t—-¢)=0.
X - XO X - XO X - Xo

Mit anderen Worten: Bei der Grenzwertbildung zugy'ftann x — xg durch t- t; ersetzt wer-
den. Da nach Voraussetzung v an der Stejle u(x;) differenzierbar ist, gilt also

. v(t) —v(ty)

lim ——

im S =V = Vo)

Damit ist aber f'(¥) = V'(u(xq))-U'(g).  wW.z.b.w.

Die Kettenregel besagt also: Die Ableitung einer verketteten (mittelbaren) Funktion ist gleich dem
Produkt der Ableitungen von auf3erer und innerer Funktion.

Fur die Anwendung der Kettenregel ist eine auf der Schreib\%éise anstelle von f'(x) beruhende
Notation sehr einpragsam:

Ist y=f(X) =v(z) und z=u(x), dann gilg—;’ %)2’ %Z( , WO% = u'(x) dieleitung der inneren
Funktion undg—z = V'(z) die Ableitung der &uReren Funktion ist.

Beispiel D 11:

Wir greifen noch einmal die eingangs genannte Funktion y = f(xf = (& + 2x% — 1¥° auf
und bilden die Ableitung nach der Kettenregel.

Hierist z=u(x) = £ — X + 2¥¢ - 1, v(z) = Z° und demzufolge

u'(x) =92 =42 - 32 + 4x sowie V'(2) % =254,

dx
ilt f' :E‘X :gX dz
Dann gilt f'(x) T T T

=25.2% (43— 3 + 4x) = 25(% — C + 22 — 1P4 (42 — 3% + 4X).

Beispiel D 12:

Bei komplizierteren Termstrukturen kann es sich als guinstig erweisen, erforderliche Differen-
tiationen unter Verwendung des CAS eines GTA durchzufihren.

Man bestimme die Ableitung der Funktionen

a) fx)=2B-%-(2-x) +% (4-x)-&+2x-7)

_ x2-1 _ _4x3—5x2+ 2x
) 909 =222k (2x-7) ) h(g L2002
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Ldsungen:
Al acbra|core other Pramioclesr sz | [ io|rlocbralcoic other Praniolclear oz || |[imlAlacbralcoic ather Praniojclear: o z.. |
2 3 2
d | x7-1 P =Rl 20
L (Zox-7 Ot || S S ERE P AR
e L2 (5-xT(z -+ 1r2(4- (20 200 T 5 4 22 e [+ 3)2
Bt BB (Gos = ({3 < s = e
02 2 (%3 +6x2-13-x-9) 2z %7+ 18 %2 - 16-% + 3)
£ —6x+ 302 et 2 e )
w233+ (] 23 A—ud (M2 425D L %D B2 -1 3/ Caet 2322 D% (2%~ 3ed] | [dCC A3 b 2+ 253 /(e 342D, 5]
lm RAD EXACT FUNC 1./20 m RAD ERACT FUMC 1/20 HMAIN RAD ERACT FUNC 1220
Fig. D13 zua) Fig. D 14 Zu b) Fig. D 15 zZuc)
Beispiel D 13: D 13

In Aufgabe (4) der Einstiegsseite zu Kapitel A war nach der Lange der Pfeiler der Briicke tber

die Wilde Gera gefragt. Zur Losung dieser Aufgabe nehmen wir an, dass der innere und der
auRere Briickenbogen jeweils durch den Graphen einer quadratischen Funktion angené hert
werden kann. Die Fahrbahn wére dann als eine Gerade anzusehen, die den &uReren Parabelbo-
gen genau an der Stelle bertihrt, wo Parabel- und Geradensteigung gleich sind. Wahlt man ein
Koordinatensystem so, wie in Fig. D 16 angegeben, dann besitzt

» die duRBere Parabe] funter Berticksichtigung der Bogenstérke) den Scheitelpunkt (0; 2)
und geht durch die Punktg &+ 128,75; —71,5).
Unter Beachtung der Achsensymmetrie sowie 0 erhalt man aus y = 2% ¢

a, = Xlz =—0,00431, alsopy = f(x) = -0,00431%; f(x) = —0,00862x

Die Gerade g mit m =0,026beruhrtden aul3ereBRarabel- 9 y
bogen an der Stellgsxmit —0,00862% = —0,026, woraus [~~~ ~
Xg = 3,014 und ¥ = —0,039 folgt. DieGleichungvon g

erhalt man damit aus —0,026/=r%.039
X —3,014
jwof

g:y = fy(x) =-0,026 x + 0,039 . o

Die Langen der beiden duRReren Pfeiler, aufgefasst als D% > w
ferenz f(x) — (-71,5) an den Stelleqx=%128,75, hatten i i) (0;-110) Talglgtimd D16
dann die Werté, = 75,1 m bzwl, = 68,4 m. g

l2

252

N~

N

515

D 2.4 Umkehrregel

Im Beispiel A 22 wurde gezeigt, dass die Funktionen f(x% =
mit x=0 und g(x) = ~/x mit x =0 zueinanderriverse Funk-
tionensind (Fig. D 17). In den Beispielen D 5und D 7 erm
telten wir die Ableitungen:

f'(x) = 2x (x=0); g'(x) = ——

() =2x (x20); g'(x) ok

Der Anstieg der Funktion f(x) in{f2; 4) und der Anstieg von
g(x) im Punkt B(4; 2) (R, und B liegen symmetrisch zur 1t
Geraden y = x) ist demzufolge f'(2) =4 und g'(z% =
_1
f(2)

(x>0)

Es gilt also g'(4)



D8

D 14

96 D 2 Regeln zur Ableitung von Funktionen

Der hieraus vermutbare Zusammenhang gilt tatsachlich fiir die Ableitungen beliebiger zueinander
inverser Funktionen.

Satz D 8: Umkehrregel

Es sei f eine in ihrem Definitionsintervall ]a; b] umkehrbare und differenzierbare Funktion mit

f'(xg) # 0 (xpO]a; b[). Dann ist die zu f inverse Funktiontfan der Stelle y= f(xg) ebenfalls

differenzierbar und es gilt

tYyo) = fL oder (anders geschriebegﬂ
(Xp)

I
S

Y=Yo

X=X

Beweis
Wir betrachten die Funktion f mit y = f(x). Nach Voraussetzung existiert deren Umkehrfunktion
£~ mit x = f~(y). Es gilt also (Fig. D 18):

f(X0) = Yo o) =
fxo+h) =y +k o+ k) =x+h
Der Differenzenquotierfiir die Unkehrfunktionf ~* an der Stelle glautet dann:

FHyo+ k) —FHyg) _ X +h—Xg

=h_1 y
k K k k f(x)
h f(X0+h)=yD+k y=X
— 1
T f(xg +h)—f(xg) % )
f iy, +k)=x,+h
Da k - 0 gleichbedeutend ist mith 0, erhalt man .
. . . f(Xo) = Yo h h
fur den Grenzwert des Differenzenquotienten: i
f7(Yo) = %o K
lim f2(yg + k) = f(yo) _ 1
Koo k i f(xg+h) =T (xg)
1 hzo " g Xo Yo Xoth yo+k X
(™)' = e w.z.b.w. Fig. D 18
Bemerkung

« Bei der Anwendung der Umkehrregel ist es nicht notwendig, die so genannte explizite Form der
Funktionsgleichung vont herzustellen.

« Wenn sich die Ableitung vorif einfacher bilden lasst als die von f selbst, bietet es sich an, die
Umkehrregel in der nach fi¢kaufgeldsten Form zu verwenden: §)Xx

1
(fFHyo))

Beispiel D 14:

Die Funktion f mit y =f(x) =X (x = 0), hat die Ableitung f'(x) = 2x. Diese ist fiir x > 0
ungleich 0. Fir die Umkehrfunktiorrt mit x = f‘l(y) =2[y (y=0) ergibt sich somit nach
der Umkehrregel die Ableitung

() = - (10) == (x>0), woraus wegen xy folgt: ty))' = ﬁ/ .

Vertauscht man die Variablen, so erhéalt man die bereits aus Beispiel D 5 bekannte Ableitung der

Quadratwurzelfunktion (fY(x))" = -+

2./x
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Beispiel D 15: D 15
Es sei die Ableitung der Funktion y = f(x)3x  $0) zu ermitteln. Die Umkehrfunktion

f~Lvon f mit x = f~(y) =y ist fiir y> 0 differenzierbar. Es gilt (f{y))' = 3y, und firy > 0

ist (f~Y(y))' # 0. Dann ist auch f diﬁerenzierbar und es folgt

= _:i: 1 x>0
M= oy "3 " sqep eﬁ » (x>0).

Beispiel D 16: D 16
Alle Wurzelfunktionen vom Typ y = f(x) #/x (2 0, n0N*) sind in ihrem gesamten Defi-
nitionsbereich umkehrbar und lassen sich dort nach der Umkehrregel differenzieren. Die: ent-
sprechenden Umkehrfunktionen sind Potenzfunktionen vom Typ _Q(y)f: y' mity > 0.

Dann gilt (f—l(y))' =n-y"~Lfur y>0 ist (FYy)) # 0 und man erhalt damit

1 1 1
= = = = x > 0).
( ) (f 1(y)) nI:V”‘l nl:(ll/;()n—l nn Xn—l ( )

1 n-1 1
Wegen f(x) =/x =x» (x >0) und—=i— % x> n  fxao'  ergibt sich somit auch

nyxn-1 n
1 1
(xn) = % xn " . Setzt man% =m, so folgt X = mx" ~ 1

Das heif3t aber: Mithilfe der Umkehrregel Iasst sich die Ableitung von Wurzelfunktionen at f die
Ableitung von Potenzfunktionen zurtickfihren.

Beispiel D 17: D17
Es ist der Anstiegswinkel der Tangente im PurgkDfL) an den Graphen von x + y20 zu
berechnen.

Aus X = f‘l(y) = y2 y folgt (f~X(y))' = 2y — 1. Nach der Umkehrregel erhalt man

=—+ = , woraus fur f0; 1) folgt: tana =
Fed = (fl(y)) 2y1 SER Wil

D 3 Ableitungen elementarer Funktionen

D 3.1 Ableitung von Potenzfunktionen

Nachdem bereits Regeln flr die Ableitung von Potenzfunktionen mit nattirlichen Exponeriten n

(Satz D 3) und mit gebrochenen Exponenten (Wurzelfunktionen) (Beispiel D 16) gefunden wurden,
soll nun die Ableitung von Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten ermittelt werden.
Wir betrachten also Funktionen f(x)€x mitg<0,dlZ, x#0.

Wegen g < 0 lasst sich der Funktionstefmach den Potenzgesetzen—%@ = —1?1 (n = —ign)
X X
umformen. Wenden wir auf f(x) in die Quotientenregel (Satz D 6) an, so ergibt sich
X
F(x) = 00" -not ot -1 ons g en-1
( n) X2n

bzw. (in der Form der Ausgangsfunktion geschrieben) f'(x) £ g*xDas heil3t:
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Satz D 9: Erweiterte Potenzregel
Die Funktion f(x) = R ist fir jedes @1Z sowie alle XJDj differenzierbar und besitzt die Ablei-

tung f'(x) =g-# ~ 1

Die Potenzregel lasst sich dartiber hinaus fiir x > 0 auch auf rationale Exponenten bzw. sogar auf
beliebige reelle Exponenten r erweitern. Auf den Beweis dieser Aussage verzichten wir.

Beispiel D 18:
Es ist die Ableitung der Funktion f(x) ’;—?;2 &0) zu ermitteln.

Anwendung der Potenzregel auf f(x)gz _2>ergibt: f'(x) :g (=2)-x =— -

Beispiel D 19:

Es ist die Ableitung der Funktion f(x) x?+5  zu bestimmen.

f ist eineVerkettungder Funktionen u und v mit z&x) =x% +5 und v(z) = J/z.

Zur Ableitung von u und v wenden wir Potenz- und Summenregel an und erhalten

%) = 2x baw. vi(z) =L .
u'(x) = 2x bzw. Vv'(2) o
Die Ableitung von f ergibt sich nun nach der Kettenregel (Satz D 7):

f'(x) = v'(2) - u'(X) :Zi R

Jz /\/XZ—S

D 3.2 Ableitung von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Unter den Exponential- und Logarithmusfunktionen nehmen die Exponentialfunktion f{xire e

die natirliche Logarithmusfunktion f(x) = Inx eine besondere Stellung eireudErsche Zahl

e = 2,718281828459... tritt bei beiden Funktionen als Basis auf. Man erhélt diese Zahl als Grenz-
wert. Es gilt — wie hier nicht bewiesen werden kann —

1
im (1+h)? =e bzw. lim (1+ Y=e.
h- 0 n- o n

Um dieAbleitung der Exponentialfunktiof(x) = a* (a > 0, XOR) zu gewinnengehen wir wieder
vom Differenzenquotienten von f an einer beliebigen Stglkus:

f(X)—f(XO) _ax_axo
X=Xy X=X,

d() = (x# %)

X X
Damitistf'(g) = lim 2=2 ° , woraus sich durch Ausklammern des konstanten Fakfors ergibt:

X - Xy X7%o
X — X
f'(xg)=a® lim & -=1
X = Xg —70
Wir setzen in diesen Ausdruck nun der Ubersichtlichkeit hadber® —1=kund formen in

a' ® = 1+ k um. Logarithmiert man beide Seiten dieser Gleichung zur Basis a, so ergibt sich

X —Xg = log, (1 + k).
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Fur den Grenzubergang bedeutet diese Ersetzung, dags Wwenn x- Xq. Insgesamt kann man
k

far f' chreiben: f'() =a° lim —K

u (XO) S | (6) kla 0 |Oga(1+ k)

Durch Umformungen und Anwendung der Logarithmengesetze sowie der Grenzwertsatze folgt:
f'(xg) = a° lim 1; =a® lim —1 — =2 —1

k-0 —(Ioga(1+ k) k=0 0ga(1+ KK loga( lim (1+K)%)
Der Grenzwertllm0 1+ k)k ist nach der Eingangsbemerkung zu diesem Abschaiit Biesche
Zahl e. Das heil3t also: f¢k= a® Tons L
0gge
Nach Definition des Logarithmus gilt: Igg =c - a®=e
Logarithmiert man beide Seiten der rechten Gleichung zur Basis e, so ergibt sich ¢c-In a=Ine, woraus

wegen Ine =1 folgt c-lna=1 bzw. cﬁ . Also gilt gpagzﬁla und damit

. _ X 1 _
f'xg=a” -+ =a
Tna

Da diese Beziehung fiir jedegBR und a > 0 gilt, folgt:

Satz D 10: Ableitung der Exponentialfunktion D 10
Die Exponentialfunktion f(x) = a* (a > 0) ist an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches d
ferenzierbar. Fur ihre Ableitung gilt f'(x) =dna.

Ist insbesondere a = e, so stimmt die Funktion f(x} mit ihrer Ableitungsfunktion

f'(x) = e* tberein: (§)' = &

—h
1

Beispiel D 20: D 20
Es ist die Ableitung der Funktion f(x) =3¢ zu bestimmen.

Wir wenden dieProduktegel an mit

u(x) =3, also u'(x)=3%1n3, und v(x)=% also V'(x)=4-%X

Damit ergibt sich fiir f(x) = u(x) - v(x) wegen f'(x) = u'(x) - v(x) + v'(x)-u(x)

f'(x) = 3 In3-%¢ + 3 4.8 = x3(x-In3 + 4).

Zur Bildung derAbleitung der Logarithmusfunktidix) = log,x kann man aufgrund der zwischen
Exponential- und Logharithmusfunktion bestehenden Zusammenhénge die Umkehrregel anwenden.
Die Exponentialfunktion f mit f(x) =’a(a >0, & 1) hat die Ableitung f'(x) ="alna. Diese ist fir

alle x ungleich 0. Fur die Umkehrfunktiontfmit x = f~(y) = logyy (y > 0) ergibt sich somit nach
derUmkehrlegeIdieAbIeitung

-1 — 1 _ 1
(f (y) f (X) -

T &0na  yOna®

Vertauscht man die Variablen, so erhalt man'(¢))’' =

1
xOna’

Satz D 11: Ableitung der Logarithmusfunktion D11
Die Logarithmusfunktion f(x) = log 4 x (a >0, & 1) ist an jeder Stelle ihres Definitionsbe

reiches differenzierbar. Fur ihre Ableitung gilt f'(x)x_ﬁlﬁ . Istinsbesondere a = e, so ejgibt

sich fir die Funktion f(x) = logx = Inx die Ableitung f'(x) :)-l(
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Die Einfachheit dieser Regel und das bemerkenswerte Resultat, dass die Ableitung vorf f(x) = e
gleich der Funktion selbst ist, tragen zu der besonderen Bedeutung der Zahl e bei.

D21 Beispiel D 21:
a) Gesucht ist die Ableitung der Funktion f(x) =4ga/x%, (x > 0),

Aus der gegebenen Funktionsgleichung erhalt man f(x)folmf’g und daraus durch
Anwenden der Logarithmengesetze f(x§ = kg Die Ableitungsregel fur die
Logarithmusfunktion liefert schlief3lich
- 5
') = 2 x EInlO T 20n100x
b) Es ist die Ableitung der Funktion f(x)'nTX (x > 0) zu bestimmen.

Wir wenden die Quotientenregel und die Regel zur Ableitung der natirlichen Logarithmus-

1k —Inx 1-Inx

funktion an: f'(x) =*—; =
X X
c) Fur die Ableitung der Funktion f(x) :4xlog5 X2 (x ORY0}) nutzen wir dieProduktegel
sowie Satz D 11.
Mitu(x) = x* und v(x) = Iogoxz ist u'(x) = 4% und vi(x) == . Damit gilt:

f'(x) = 4x-logg X? +x4 —x3(8 I095x+

D 3.3 Ableitung trigopnometrischer Funktionen

Um dieAbleitung der Sinusfunktid (x) = sinx (X 0R) zu erhalten, stellen wir wieder dBxfferen-
zenquotientean einer beliebigen Stellg auf:
d(h) _ f(xg +hr3—f(x0) _ sin(x, +:)— siny,
Wegen sing@ + ) = sina - co + cosx - sinf (,Formeln und Tabellen®, S. 35) ist
sin(xg + h) = siny- cosh + cosy sinh und damit

sinx, Ocosh +cosx, [ sinh—sinx sinx, cosh —sinx, €osX,[sinh
0 0 0 _ 0 0, 0

dh) = h - h h
= sinx, D%H COSX, Ds'hih
Wir bilden denGrenzwert des Bierenzenquotientefiir h — 0 und erhalten nach den Grenzwert-
satzen:
fi(xo) = lim d(h) = lim (sing 3= Loh-t + cosy- 20
= sinxy- lim M+cos I|m sinh g
% im 225 % im 57 ¢)
Das heil3t also: Der Grenzwert des Dlﬁerenzenquotienten fuokexistiert, wenn die Grenzwerte
lim £89=1 ynd lim 3 existieren.
hoo h h-o h

Im Beispiel C 12 (s. Abschnitt C 2) wurde der Grenzwert von f(f@iﬁ # @xfur x - 0 bereits

bestimmt. Aufgrund des dort gefundenen Ergebnissesijgﬂg%' =1.
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Um lim Coﬂ —1 ermitteln zu kénnen, wird folgende Umformungen durchgefihrt:
h-o
cot—1_ (coh-D)Qcon+h _ (codh—9rh
h h co$ + ) Ch h® [{ cosh + 9
Wegen sifx + cogx =1 (,Formeln und Tabellen®, S. 35) gilt os— 1 = —sif x. Damit ist
coh—1_ —sinzth h__ [eithpsitng_h
h h coh + 1 h h coh +1
Fir h - 0 erhalt man dann:
lim %=1 = _(|jm S0 iy SO0y D
h-o N (hHO hoo h )hHO cosh +1
=~ Dymeerimi -l 7O
Setzen wir die ermittelten Grenzwerr:lim Lr?h =1 L#ird Coﬂ =1 =0in Gleichungjt, so
-0 -0

ergibt sich: Der Grenzwert des Differenzenquotienten von f(x) = sinx an einer beliebigenStelle x

existiert und es ist f'g} = cosx,. Also gilt:

Satz D 12: Ableitung der Sinusfunktion D12
Die Sinusfunktion f(x) = sinx ist im gesamten Definitionsbereich differenzierbar und besitzt
die Ableitungsfunktion f'(x) = cosx.

Um dieAbleitung der Kosinusfunktidifx) = cosx zu gewinnen, gehen wir von der Beziehung

COsSX =sin g —X) aus (,Formeln und Tabellen®, S. 35), d. h., wir betrachten anstelle von f(x) = cosx

die Funktion f(x) = sing —x) und wenden darauf die Kettenregel an:

Wir setzen v(z) =sinzmit z= u(x)% —X. Daraus folgt v'(z) =cosz bzw. u'(x) =-1 und damit
f'(x) =cosz-(-1) = —cosg( —X) = —sinx.

Satz D 13: Ableitung der Kosinusfunktion D13
Die Kosinusfunktion f(x) = cosx ist im gesamten Definitionsbereich differenzierbar und
besitzt die Ableitungsfunktion f'(x) = —sinx.

Um dieAbleitung der Tangensfunktiau erhalten, greifen wir auf die Definitionsgleichung
f(x) = tanx = % (x# g +k-1t k0Z) zuriick und wenden di@uotientenegel (Satz D 6) an.

Es gilt dann
f'(x) = cosx Jcosx—sinx [{ =sinx) _ coX + sin®x also f'(x) -1 bzw. f'(x) =1 + tarx
cos?x co2x cos2x
Beispiel D 22: D 22
Zu den nachfolgenden beiden Funktionen ist jeweils die Ableitung zu bestimmen.
a f(x)= X?-cosx f'(x) = 2x-cosx — %2 -sinx (Produktegel).

b) g(x) = sin 2x
Wir bilden dieAbleitung nach deKettenegel:
V(z) = sinz V'(z) = cosz Z=u(x) = 2x u'(x) =2
und damit g'(x) = 2- cosz = 2 - cos 2X.
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Beispiel D 23:

Es ist der Anstieg der Tangente an die Sinuskurve an der S;eﬂg xu ermitteln.

Die Ableitung von f(x) = sinx ist f'(x) = cosx. Da fur den Anstieg der Tangente

m = tana = f'(x) gilt, ist der gesuchte Anstieg m = tar f'(T—ZT) = cosg =0.

Das heil3t: Die Tangente an die Sinuskurve an der Sgadiégxist eine Parallele zur

x-Achse — wovon man sich anhand des Graphen der Funktion schnell iberzeugen kann.

Beispiel D 24:

Die Arkusfunktionen (oder audyklometrische Funktionen)
alsUmkehrfunktionertrigonometrischer Funktionen lassen 1+
sich unteVerwendung detmkehrregel differenzieren. So

kann man z.B. Uber die bekannte Ableitung der Sinusfunktign ©)
die Ableitung ihrer Umkehrfunktion f mit y = f(x) = arcsin x 3
gewinnen. a4t

y4 f(x)=arcsinx

f(x) = sinx

Nl T
x

Wegen £(y) = x = siny gilt namlich: Fig. D 1¢

ff)=———=—2_ =1L =_1  gso f'(x) == XJ [-1; 1]).

) (fy))"  (siny)"  cosy 1—siny 00 J1-x2 Wl )
Die Ableitung der Arkuskosinusfunktion erhalt man auf dem gleichen Weg. Eine einfachere
Lésungsvariante ergibt sich aus der Beziehung arccc%x = —arcsin x. Nach obiger Formel fiir
die Ableitung der Arkussinusfunktion gilt damit:
(arccosx)' = g — arcsin x)' = 0—= = [0k1; 1])

1-—x2 J1-x2

Beispiel D 25:

Bei der Differentiation der im Abschnitt D 3 betrachteten Funktionsarten kann der Einsatz eines
GTA sehr hilfreich sein.

Es ist die Ableitung folgender Funktionen zu ermitteln:

2 _ . _ _
a) f(x) = ‘:;;_33 b) g(u) _2sin(u) eu3COS( U) c) h(x) n (3)()(2 2)

LOsung:
[Fl T Fz Trz]’rk Trs F& [Fl T FE TFBTFH Trs F& |’F1 ‘|’ FE ‘|’r3‘|’r~ Trs F&
- E ngernr“a Calvc, Ut,h;r' Pr‘ngDTClear‘ a—z...] - m nge!vjr'a Ca lvc, Dt,h;r' Pr‘ngDTClear‘ a—z...] - E nge!vjr'a Calvc, Dt,h'er' Pr‘ngDTClear‘ a—z...]

d[1n(3x—2)
d[ 4.X2_3] 2032 — 243 + 15 o [2:sinu - 3 costu) 'E[ n—x;
T 2 l4n?-3 au Y 2 N3 x-2) 3
2:(3x-3) J S x-3 (5 cosiu) + zinful)-e ™ 3 w2 (Ton-2)
T2 33,5333 2D B {Z2zin{ud—3cosuld/e™Cud ud K In (323 /%23 x>
|m RAD EXACT FUNC 1730 m RAD ERACT FUNC 1/30 HMAIN FHD ERACT FUNC 1/30
Fig. D 20 Fig. D 21 Fig. D 22

Die Bildschirmwiedergaben zeigen, dass der GTA die Losungen nicht immer in der glinstigsten
Form anbietet und fiir die weitere Arbeit u. U. noch weitere Umformungen ,per Hand" empfeh-
lenswert sind.
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Beispiel D 26: D 26

Der Graph der im Eingangsbeispiel zum Kapitel D beschriebenen Steuerfunktion hat fui den

Veranlagungszeitraum 2000 das in Fig. D 23 dargestellte Aussehen. Ein Arbeitnehmer rhdge

nun ein Einkommen von a DM haben und in einem bestimmten Monat noch h DM hinzu ver-

dienen.

a) Wie viel Steuern muss er fur den Mehrverdienst h zahlen?

b) Welchen Bruchteil von h muss er als Steuer entrichten bzw. wie grol3 ist der durchscnittli-
che Steuersatz?

¢) Wenn der Mehrverdienst h immer geringer wird und gegen null strebt, strebt dann auch der
durchschnittliche Steuersatz fir diesen Mehrverdienst gegen null?

ZU a) S(x)
Nach der Steuerfunktion S betragen die Steuern fiir das t
Einkommen einschlieRlich Mehrverdienst S(a + h), f4#0001

|

|
das Einkommen a ohne Mehrverdienst S(a). Firden | > 1
Mehrverdienst h entsteht demnach eine Steuerschaid."| |
die durch die Differenz S(a + h) — S(a) angeben lasst. , ‘L l
zu b) 013500 17496 114696 X
Der durchschnittliche Steuersatz im Intervall [a; a + hl ) Fig. D 23

betragtw bzww -100 %. 051 o ‘
ZUu C) /
1 |

|
Zur Beantwortung dieser Frage ist der Grenzwert des | |
durchschnittlichen Steuersatzes fiir h gegen null zu biP} i } |
den. Unter der Annahme, dass die Steuerfunktion S(x) ©' 13500 1749 114696 X

an der Stelle a differenzierbar ist, erhalt man: Fig. D 24
lim (2 1-5@ = 5(a)

IhDa gber S'(a) fira 13500 stets groRer null ist (s. Graph der Steuerfunktion, Fig. D 23), sirebt
der durchschnittliche Steuersatz fiir diesen Mehrverdienst nicht gegen null. Die Ableitung der
Steuerfunktion S(x) an der Stelle a h&@RenzsteuefoderGrenzsteuersatbeim Einkommen

a. Fig. D 24 zeigt den Verlauf der Grenzsteuerfunktion fur den betrachteten Veranlagerungszeit-
raum. Die Grenzsteuer gibt an, welcher Bruchteil von einem relativ kleinen Hinzuverdienst h
als Steuer abzufiihren ist. Wirtschaftswissenschaftlich interpretiert ist die Grenzsteuer also der
Bruchteil, mit dem die letzte hinzuverdiente Mark steuerlich belastet wird. Die hochste Grenz-
steuer heil3t Spitzensteuersatz; er betragt in unserem Beispiel 51 %.

D 3.4 Ableitungen héherer Ordnung

Ist die Ableitungsfunktion f' mit y' = f'(x) einer Funktion f wiederum differenzierbar, so sagt man,
dass die Funktion f (an einer Steljgoder im gesamten Definitionsbereieieimal differenzierbar
ist. Man nennt deshalb f' mit y' = f'(x) auch dieAbleitungder Funktion f. Di€. Ableitungwird

2

y" = f"(X) (lies: y zwei Strich gleich f zwei Strich vohoderj——g (liesd zwei y nach dx Quadnat
X

geschrieben. Mit y™ = f"(x) wird di8. Ableitungbezeichnet.

Von der4. Ableitungan schreibt man( = f4(x), y©® = t®)(x), ..., ¥ = ().
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Die 1. Ableitung nennt man, wie wir es bisher auch getan haben, schigshigitang(der jeweili-
gen Funktion). Die 2. Ableitung und alle weiteren Ableitungen einer Funktion werdedhelse
Ableitungen bezeichnet.

Beispiel D 27:

ES Sel f(X) = Q - 5X3 + 2)@ - '\/é X + 013 @Tﬂlé@gramﬁ*gm‘mkleaga—z.’.‘.]
Gesucht ist die 5. Ableitung der Funktion f. Wir gehen schri, 22 (53 e2x2 - [Fox+.3)

weise vor: dx 12-%2 =302 + 4
y' =f'(x) =43-15¢+4x—-./3 L (52 xe. )

y" = f"(X) = 12X2 - 30X K ...x"4—5x"3+2x"2—‘r(3)x+IEI.3?‘;(.i<3_)30
ylll = flll(X) = 24X - 30 HMAIN FAD ERACT FUNC_ 3030

y& =1@)x) = 24 Yo = {®)x) = 0 Fig. D 25

D 4 Satze uber differenzierbare Funktionen

Die Kenntnis der Ableitung f' einer Funktion f ermdglicht oft Schlussfolgerungen tiber das Verhalten
der Funktion f selbst. Um diese Untersuchungen in Abschnitt D 5 durchfiihren zu kénnen, stellen wir
nachfolgend zwei Satze bereit, die fir die Anwendung der Differentialrechnung insgesamt grof3e
Bedeutung besitzen.

Satz D 14: Satz von FOLLE

Ist eine Funktion f

« im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig,

« im offenen Intervall ]a; b[ differenzierbar und gilt

« f(a)=f(b),

dann existiert mindestens eine Stelle ¢ zwischen a und b (@]solaf), so dass f'(c) = 0 ist.

Auf den Beweis dieser Aussage, die von dem franzdsischen Matt
tiker M. ROLLE (1652-1719) formuliert wurde, soll verzichtet wer- ¢
den. Geometrisch besagt der Satz vonlR Folgendes: Wenn die A > B
Randpunkte A, B des abgeschlossenen Intervalls [a; b] gleiche y
Werte besitzen, dann gibt es zwischen A und B mindestens eine
Punkt C des Graphen der Funktion f, in dem die Tangente paralle 0oac b X
x-Achse verlauft (Fig. D 26). Fig. D 26
Eine Erweiterung des Satzes voalke stellt der folgende Satz dar.

Satz D 15: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist eine Funktion f

« im abgeschlossenen Intervall [a; b] stetig und

« im offenen Intervall Ja; b[ differenzierbar,

dann existiert mindestens eine Stelle ¢ zwischen a und b, so dass

“93,—3@-’ =f'(c) (cOla; by).
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Der Mittelwertsatz besagt also (s. Fig. D 27), dass es unter den angegebenen Voraussetzungen zwi-
schen den beiden Intervallenden a und b mindestens eine solche Stelle ¢ geben muss, dass die Tan-
gente im Punkt C(c; f(c)) parallel zur Sekante durch die Punkte A und B verlauft.

Auf den Beweis wollen wir wiederum verzichten, jedoch zwei Ben

kungen anfugen. f(b)

e Fir den Fall f(a) = f(b) folgt der Satz voroR E aus dem Mittel- f(c) L
wertsatz. Der Satz vondRLE ist also ein Spezialfall des Mittel- ¢, | = /47 i
wertsatzes. P

« Der Mittelwertsatz und der Satz vooRE stellen jeweilswr fest,
dass wenigstens eine solche Stelle ¢ mit der angefiihrten Eig
schaftexistiert Aber bereits die Kenntnis der Existenz einer sc.
chen Stelle allein leistet nitzliche Dienste, wie wir im Weiteren sehen werden.

\
[SSAN

oéc b X

Beispiel D 28: D 28
Betrachtet wird die Funktion f(x) ¥’  auf dem abgeschlossenen Intervall [0; 4] (Fig. D 28).

Die Funktion y =./x erfilllt die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes — sie ist in [0; 4] stetig
und in ]0; 4[ differenzierbar. Bestimmt werden soll nun eine Stelle ¢ zwischen 0 und 4, sc dass
die Tangente in (c; f(c)) an den Graphen von f parallel zur Sekante durch (0; 0) und (4; 2) verlauft.
Dazu ermitteln wir zunéchst den Anstieg der Sekantg= Hp-f©@ -2-0 _1

4-0 4 2
Der Anstieg der Tangente an einer bestimmten StgHeist
durch die 1. Ableitung der Funktion an dieser Stelle gegeben f(x) =Vx

und dieser Anstieg soll gleich dem der o. g. Sekante sein.
Wegen f0g) = > Dljx’(, muss also gelten: f.(C)Z:S\_ﬁ: ;: /1
Daraus folgt/c =1 und damitc = 1. o 1 X

Das heif3t: Im Punkt (1; 1) des Graphen der Funktion Fig. D 28
f(x) = J/x ist die Tangente parallel zur Sekante durch die Punkte (0; 0) und (4; 2).

Fir Funktionen wie f(x) %ﬁ’;‘lz (Beispiel C 10) oder f(xg (Beispiel C 12) wirde das

Bilden der Grenzwerte x 3 bzw. x— 0 Schwierigkeiten bereiten. Fir beide Beispiele ist namlich
charakteristisch, dass sowohl die Zahlerfunktion als auch die Nennerfunktion fir 3 bzw. 0 den Wert
0 annimmt und dass die formale Anwendung der Grenzwertsatze ebensoumbetimmten Aus-
druckg fuhrt. Die Differentialrechnung gibt uns fir derartige Félle eine

Satz D 16 1. Regelvon DE L'HospITALY D 16
Es seien die Funktionen u(x) und v(x) in einer Umgebung yalifferenzierbar und ihre Ablei-
tungsfunktionen in gstetig. Ist nun u@ = v(xg) = 0 sowie v'(x}¢ 0 in einer Umgebung von
Xg, SO gilt

lim Y = jim Y fa)s fim U existiert.
xHXOV(X) X — Xg Vv'(x) X - X Vv'(X)

1 Entdeckt wurde dieser Zusammenhang VOrERNBULLI (1667—1748), benannt wird er nach
G. F. A. MARQUIS DE L'HOSPITAL (1661-1704), der ihn als Erster verdffentlichte.
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Beweis:
u) kann wegen u@ =0 und v(y) =0 umgeformt werden ) w09 ~u(xo)

v(x) V(X)  v(X)=Vv(xg)
u(x) —u(xo)
Bei Erweitern mitx_—lx0 erhalt man\% 7(;;:—\7())%) . Da v'®)0 in einer Umgebung voryx
X—XO
kann der Grenzwertsatz fur den Quotienten zweier Funktionen angewendet werden:
u(x) —u(xg)

. ux) — X=Xq _ u'(xg)

A V) T T TG VR
X—XO

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungsfunktioneygitt:x

W) = lim U'(x), Vop) = lim v(x) und demnachim 400 209 gy W09 0y
X - X X - X

o o X - Xgq v(X) V(%)  x- Xg V'(Xo)
Bemerkung
Die 1. Regel vomE L'HosPITAL kommt auch ohne die Voraussetzung bezliglich der Stetigkeit der
Ableitungsfunktionen aus. Die dann erforderlichen Beweismittel stehen hier aber nicht zur Verfi-
gung. Die Regel gilt auch fir einseitige Grenzwerte.

D29 Beispiel D 29:

a) Zur Bestimmung des Grenzwerteim %( (Beispiel C 12) wenden wir die 1. Regel von
X -0
DE L'HosPITALan: lim 3™ = jim M) = jjm SO -4
x-0 X x-0 (X x-0 1
b) Um den Grenzwert lim X'”—Xl zu bestimmen, kann wegen u(1) =0 und v(1) =0
X - 12~
1
Satz D 16 angewandt werdenim 12X km X =1
x-1Xx=1  x_ 11
c) Der Grenzwert von lim L -Ccosx |5sst sich wegen u(0) =0 und v(0) =0 ebenfalls nach
x -0
der 1. Regel VODE L'HOSPITAL bestimmen. Es gilt im 1=S9%  Zjjjm X 2 _q
x . 0 Sinx X 0Cox 1

Die Regel vorpE L'HOSPITAL lasst sich auch auf Grenzwerte flirxeo (bzw. X — —o0) Uibertragen.
Ohne Beweis sei mitgeteilt:

D17 Satz D 17 2. Regelvon DE L'HOSPITAL
Es seien die Funktionen u(x) und v(x) fiir alle x > BIR4) differenzierbar. Ist nun

i = i = ie v’ ilt lim Y% = |im X
Xllinwu(x) Xllinwv(x) 0 sowie v'(x¥ 0, SOgIItxhinoo e xllino° V) , falls

lim M existiert.
X » o0 VI(X)

Fihrt der Grenzwert vonlim %) pzw.lim  4X) bei formaler Anwendung des Grenzwert-
X - X v(X) X — oo V(X)

satzes fur den Quotienten zweier Funktionen auf den unbestimmten Auszgllruck , So sind unter
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Beachtung der in den Satzen D 16 und D 17 formulierten Voraussetzungen die Regeln von

DE L'HOsPITAL ebenfalls anwendbar.

Beispiel D 30: D 30
Es ist der rechtsseitige Grenzwelim '”TX Zu bestimmen. Weliyan Irex wRd
X->0 = X -0
x>0 X x>0
lim I =w istdie Regel vomE L'HOSPITAL anwendbar. Es gilt
X -0
x>0 1
lim X = im X = |im (~x)=0.
X -0 1' X -0 _i X -0
x>0 X x>0 x2 x>0

Weitere Untersuchungen flirx + cowerden in D 5.4 betrachtet.

Ergibt sich beim Anwenden der Regeln \wnL'HOSPITAL erneut ein unbestimmter Ausdruck der
Form g bzw. g , S0 kann man diese Regeln mehrfach nutzen, falls man schlie3lich einen eigentli-

chen oder uneigentlichen Grenzwert erhalt. Au3er den bislang betrachteten%FéIleng bzw. (gibtes
noch andere unbestimmte Ausdriicke, z.Bo,00 —co, (°, 1° oder. Derartige unbestimmte Aus-
driicke lassen sich haufig so umformen, dass man die Regehe vBtoSPITAL anwenden kann.

Beispiel D 31: D31

id i nim ibt sich nactmer e
a) Bei der Bestimmung VOXIm0 T—oom ©M9 t sich nachmmy = o b oe ]
- ]
der ersten Anwendung der Regel \oL 'HOSPITAL e [—1 -Eoscx)] 2
PR 2X : : = lin[% - <ri) g
mit lim == erneut ein unbestimmter Ausdruck. Erst| =+&"*
x — 0 SInX = 1im[L§x)] Uridef,

s ®

die zweite Anwendung der Regel ergibt den GrenzwerinitGinGo o205 M
HMHIN RHD_AFFROY

0] __
FUNC_ 2720

Fig. D 29

. 2 ] ]
lim —X_ = |im 2X =|im 2 =2
X - 01l—C0sXx y gsSinX y o COSX

b) Der Grenzwert Iim0 i{ T%]x ) fuhrt auf den unbestimmten Ausdseieko. Die nachfol-
X —

gende Umformung macht die mehrmalige Anwendung der Rega&e/otosPITAL flr
den bekannten Falg moglich:

lim (} _ _1 = lim SIMX=X _ cosx—1 — [ —sinx -0 =0

X -0 X  sinx x o 0 XOBinx g sinx+x[cosx | g2cosx+ x[kinx 2

c) Wendet man Regel vaye L'HOSPITAL zur Berechnung des Grenzwert@as %‘ , SO
X0 X
ergibt sich lim 9%?—‘ =t o0, also kein unbestimmter Ausdruck. Deshalb ist die Regel ni:ht
X -0
noch einmal anwendbar. Ein GTA liefert dementsprechend zwar bei a) und b) die Grenz-

werte 2 bzw. 0, bei c) aber die Aussage ,undefiniert” (Fig. D 29).
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D5 Anwenden der Differentialrechnung zur Untersuchung von
Funktionseigenschaften

Gelingt es in den Natur- bzw. Technikwissenschaften oder auch in Teilbereichen der Gesellschafts-
wissenschaften bestehende Zusammenhange mithilfe von Funktionen zu modellieren, so bietet die
Differentialrechnung Untersuchungsmethoden fur eine schnelle, mathematisch exakte und umfas-
sende Analyse dieser Funktionen. Neben wichtigen Eigenschaften von Funktionen (wie z.B. den
Nullstellen, das Monotonieverhalten, die Extrema, das Krimmumgsverhalten, die Symmetrieeigen-
schaften und die Definitionslicken) wird dabei oftmals auch der Verlauf des Funktionsgraphen
untersucht.

Die Wurfbahn eines Basketballs lasst sich mithilfe ei
Funktion untersuchen. Im folgenden Modell soll de
Luftwiderstand vernachléssigt und der Ball als punk
formiges Objekt betrachtet werden. Betrachtet man
Standardversion Freiwurf, bei der der Ball mit ausge
streckter Hand aus einer Hohgvon 2,10 m mit einer
bestimmten Anfangsgeschwindigkejt unter einem
Winkel von beispielsweise = 45° zur x-Achse abge-
worfen wird, so lautet die Gleichung der Wurfbahn

= = . _¢ . “
y = f(X) = tarot - X % X +hy (,Formeln und Tabellen®, S. 73)

Dabei ist g die Fallbeschleunigung (wir rechnen vereinfacht mil@s—”g ).

Das Ziel eines Freiwurftrainings kdnnte darin bestehen, genau die Korbmitte in einer Entfernung von
4,20 m und einer H6he von 3,05 m zu treffen. Durch geeignetes Umstellen der angefiihrten Glei-
chung ermittelt man, dass dem Ball unter den geschilderten Randbedingungen eine Anfangsge-
schwindigkeit von 7,4£ erhalten muss.

Fig. D 30a und Fig. D 30b zeigen die Veranderungen der Wurfparabel bei der Variation eines der
Parameter Anfangsgeschwindigkeit bzw. Abwurfwinkel.

Eine genaue Kenntnis der Einfliisse beider Parameter kann helfen, entsprechende Trainingspro-
gramme zu optimieren.

y a =45° y Vo=8 %
5+ 51
V=10 %
44 1
v.=gm . o =60°
34 ORnhls 3} o =45°
= m
/_ Vo=7 5 2)
Spielbrett
1+ o =20°

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 «x ol " 2 3 45 6 7 8 9 x
Fig. D 30a Fig. D 30b
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D 5.1 Monotonieverhalten

Eine wichtige Eigenschaft von Funktionen ist ihnr Monotonieverhalten. Der Nachweis des Monoto-
nieverhaltens mithilfe von Definition C 1 kann u. U. recht aufwandig sein. Leistungsfahigere Metho-
den bietet die Differentialrechnung. Zur Vorbereitung seien zunachst drei spezielle Falle untersucht:

Fir die Funktion {{(x) = %xz (Fig. D 31) lasst sich mithilfe von Defi-
nition C 1 leicht nachweisen, dag$r alle x < Omonotorfallendund
fur alle x > Omonotonwachsendst. Wie man den eingezeichneten
Tangenten entnehmen kann, haben diese nun einen positiven An
(f1'(x) > 0), wenn der Graph monoton wachsend ist, und einen ne
ven Anstieg (§'(x) < 0), falls der Graph monoton fallend ist. An der
Stelle % = 0 besitzt die Tangente den Anstieg{Xp) = 0), hier &ndert
der Graph der Funktion bffensichtlich sein Monotonieverhalten.

Der Graph der Funktion(x) = %x3 (Fig. D 32) ist im gesamten Defi-
nitionsbereich monoton wachsend. Obwohl die Tangente an der Stelle
Xp = 0 den Anstieg 0 hat, &ndert sich das Monotonieverhalten hier
nicht. Fur die Tangentenanstiege gjlfX) = g x2 und somit

f5'(x) > O fiir xz 0 und §'(xg) = O filir x; = 0. Eine Funktion kann also
auch dann monoton wachsend sein, wenn es eine Sfgliet Xiir die

f'(xg) = O gilt.

Analog ist fir das monotone Fallen einer Funktion unbedeutend,

es im Definitionsbereich Stellen mit fgfx= 0 gibt, solange

f'(xg) < O fur alle % 0Dy gilt. Als Beispiel sei der Graph der Funktig<) = —; %3 angefuhrt. Fur
die Tangentenanstiege gilt(k) = —g % und somit £ (xg) <O flr g # 0 und §'(xg) = 0 fuir = 0.

Fig. D 3:

Fig. D 33 zeigt den Graphen der Funktigfx} = X——13 (xdR, x # 0). y

3
x4

niert, also istf an der Stelle x= 0 auch nicht differenzierbar. Dies

Ihre Ableitungsfunktionf(x) =—= ist an der Stelley« 0 nicht defi-
verlangt, das Monotonieverhalten abschnittsweise zu untersuche
Da fur alle XJOR\{0} die 1. Ableitung von § negativ ist, gilt: Der

Graph der Funktionyfist sowohl im Intervall e < x < 0 als auch im

Intervall 0 < x <o monoton fallend? Fig. D 3¢

Verallgemeinert man die obigen Uberlegungen, so l&sst sich bez. des Monotonieverhaltens einer dif-
ferenzierbaren Funktion f an einer Steljghres Definitionsbereiches feststellen:

Satz D 18: Zusammenhang zwischen Monotonie und 1. Ableitung an einer Stelle D18
Wenn eine Funktion f ingamonoton wachsend (bzw. fallend) und differenzierbar ist, so gi
f'(xg) = 0 (bzw. f'() < 0).

D Auch Def. C 1 verlangt ein Intervall des Definitionsbereichs, d.h., fir beliehigenss XOD; gelten.
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Wir fihren den Beweis fiir den Fatlonoton wachsend:
Voraussetzung:

f(x)—f
fist in xg differenzierbar, d.h. lim w
Behauptungf'(xg) = 0 X~ % °
Beweis:

Da f in x monoton wachsend ist, gibt es &ir» 0, so dass fiur alle X]xq—¢; Xg + [ die Beziehung
f(x) —f(xq)
X—XO
Xg jeweils gleiches Vorzeichen haben. Der nach Voraussetzung existierende Grenzwert ist also nicht
f(x) —f(xq)
—X

existiert und f ist ig monoton wachsend.

> 0 gilt, weil Zahler und Nenner des Terms in rechts- bzw. linksseitiger Umgebung von

negativ. Es gilt lim
X — XO

Beschrankt man die Monotonieuntersuchung von Funktionen auf offene Intervalle, in denen die
gegebene Funktion differenzierbar ist, so kann folgender Zusammenhang zwischen der 1. Ableitung
der Funktion und der Monotonie angegeben werden:

=f'(y =0. W.Z.b.w.

Satz D 19: Zusammenhang zwischen Monotonie und 1. Ableitung
Eine im offenen Intervall | differenzierbare Funktion f ist in diesem Intervall genau dann

monoton wachsend | monoton fallend,
wenn fir alle XJI gilt

f'(x) = 0. | f'(x) < 0.

Wir fiihren den Beweis dieses Satzes wegen,genau dann, wenn‘Aussage (also einer Aquiva-
lenzaussage) ,in beiden Richtungen®, beschranken uns aber auf den Fall des monotonen Wachsens.

Voraussetzung: Voraussetzung:
f ist eine im offenen Intervall | differenzierbare f ist im Intervall differenzierbar und monoton
Funktion und fir alle X1 gilt f'(x) = 0. wachsend (also: Fur beliebigg x5 Ol mit
X1 < X gilt f(X4) < f(X2)).
Behauptung: Behauptung:
fistim Intervall | monoton wachsend Fur alle xOI gilt f'(x) = 0.
(also: Fir beliebige xx x, Ol mit x; < X, gilt
f(xp) < f(x2).
Beweis: Beweis:

*  Xp, X Ul mit x5 > Xx; seien beliebige Zahlern) « x4, X, Ol mit X4 < %, seien beliebige Zahlen
aus |. Dann gibt es zwischen ihnen nach Satz aus I. Dann gilt nach Voraussetzung

D 15 ein % mit f'(xg) = ~2— 1) f(xq) < f(x).
2771
* Wegen »—x; >0 und f'(¢) = 0 gilt * Wegenx—x;>0undf(%)—f(x;)=0istder
f'(Xg) - (o — %) =f(x) = f(X)) 20,d.h., es Quotientf(xz)_f(xl) > 0 und folglich
X [

ist f(xp) = f(x4) fur beliebige x, x, L. 27X

auch sein Grenzwert flpx X;. Da aber x,

X, beliebige Zahlen aus | waren, gilt fur alle
x Ol die Beziehung f'(x® 0.

Far monoton fallende Funktionen wére der Beweis der entsprechenden Beziehung analog zu fuhren.
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Bemerkungen:

e Satz D 19 gibt eine Bedingung fiir die Monotonie einer Funktion an, die notwemdlignrei-
chend ist.

*  Wenn man im Teil | (linke Spalte) des Beweises f'(x) > 0 voraussetzt, so folgt sjets fi().
Der Beweis gilt also auch fiir strenge Monotonie. Der Teil Il (rechte Spalte) ist hingegen fur
strenge Monotonie nicht allgemeingltig:
Wenn eine Funktion f(x) streng monoton wachsend ist, dann muisste stets f'(x) > 0 gelten. Ein
Gegenbeispiel dazu stellt die Funktig(xj = %x3 dar, die zwar streng monoton wachsend ist,
fur die aber f'(0) = 0 gilt (Fig. D 32).
Satz D 19 ist fur strenge Monotonie folglich nur hinreichend.

Beispiel D 32: D32

Zu untersuchen ist das Monotonieverhalten der nachfolgenden Funktionen f:

a) f(x)=%x3—%x2—2x+1 y i
Wegen f'(x) =R-x-2= (x+ 1)(x—2) qilt T ¢ f

e f'X)>0 fir x+1>0 und x—2>0, also x> 2, ]
oder x+1<0 und x—2<0, also x<-1; )
|
e f'(X)<0 fur x+1>0 und x—2<0, also®-1; 2], | \
oder x+1<0 und x—2>0, was fur keilR még- 7§ o i
lich ist. 1\ AL
|
|
|
|
|
|

f(x) ist also streng monoton wachsend fiir x <— 1 oder
X > 2 sowie streng monoton fallend fut}-1; 2[

(Fig. D 34). i} . .
f wachst| f fallt f wéchst
b) fix) =aJ/x +x (aJR, x> 0) Y= Ty f'(x)>0
a(®) 2/ 2/
« a>0 a+2/x >0, deshalg(k) >0, d.h.: §(x) ist streng monoton wachsenc.
e a=0 fx) =x, deshalbd(x) =1 >0, d.h.: §(x) ist streng monoton wachsenc.
e a<0 a+2/x >0 firx %2 , d.h. () ist streng monoton wachsend
. a2
2 fur x > 7T
a+2/x <0 firx <‘3:1- , d.h.:fx) ist streng monoton fallend

fur x0]0; & (Fig. D 35).

c) fX)=In(1+x)—x; x>-1

Y= 1 4 _ X >0 fur xO)]-1; Of
f(X)_m =7 { <0 fiir xOJO; oof

fistin ]-1; O[ streng monoton wachsend und indPstreng monoton fallend (Fig. D 36).
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f,(X) = 2VXx + X 1

f_,(X) = —2VX + X

onr_— X

d) f(x) = 0,25% — 3,35667% + 10,2353% — 3,864x + 2
Da die grafische Darstellung dieser Funktion mit dem GTA nur sehr ungenaue Aussagen zur
Monotonie zulasst, wird zusatzlich die Ableitungsfunktion f' gebildet. Um zu entscheiden,
in welchem Intervall die 1. Ableitung positiv oder negativ ist, kbnnen die Nullstellen der
Ableitungsfunktion ibeTRACEoderZerosermittelt werden (Fig. D 37/Fig. D 38):

e Flrx<0,21und25<x<7,36 istf'(®X)0 und somitfmonoton fallend und
e fir0,21<x<25undx>7,36 istf'(¥)0 und somitfmonoton wachsend.

T Fev | F2 o FEr " F&T [F7 [Fl ]’ G T Fir T 7 T FE F& Ifl ‘|’ Fer ‘|’ Fiv T i T FE F&
- E Eoom |Trace |ReGraph|Math(Draw |- f - E Alacbra|Calc|Other Pr‘ngDTClear‘ a—z...] - E FAlasbra|Calc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]
z

r /I

T 2
3 2 .
&0 %5 = 10,07 32 + 20, 4706 - - 3. 264 lsolue[%[x-tan(45°)— S5oxt = b
= zerosl e - 10.87001 52 + 20,4706 - 3ok 64-(cos(459))
1.2 %< 3.2

Fig. D 35 Fig. D 36

(.25 %% - 3.35667 %= + 18,2353 -%2 - 3.

1 2.49999 7.36002%

#ci2. 46218 yct. 417131 07001 ¥x"2+20. 4706 %x—3 . 864, x> w64Ccos 4503372543 1, x>0, x| -
HMRAIN RAD AFFEOR FUNC Im RAD AFFEDR FUMC 2730 HMAIN EHD AFFRON SEQ 1730
Fig. D 37 Fig. D 38 Fig. D 39

e) Fur die am Anfang des Abschnitt D 5 aufgefiihrte Flugbahn eines Basketballs At
undy=8T soll untersucht werden, fiir welche x-Werte der Ball steigt. Mit dem GTA (Fig.
D 39) kann man den Bereich, in dem die 1. Ableitung der Flugbahnfunktion positiv ist,
ermitteln: Die Funktion ist fiir x < 3,2 monoton wachsend. Ein Vergleich mit der Flugbahn
in Fig. D 30a zeigt Ubereinstimmung.
Rechnerbefehkolve(d (x*tan(45°) — 5x2 /(64(cos(45°))"2) + 2,1, X)>0,X)

D 5.2 Extrema

Mit Bezug auf den Anfang von Abschnitt D 5.; Y
beschriebenen Wurf eines Basketballs (Fig.

D 40), so soll die Frage beantwortet werden,
welcher Stelle der Ball seine maximale Hohe
erreicht. Diese Stelle nennt man in der Mather
tik Maximumstelle und die zugehérige Hohe
dasMaximum der Funktion. Im Beispiel D 32e
wurde gezeigt, dass die Wurfparabel fur alle * _

x < 3,2 monoton wachst (und fir alle x > 3,2 ¥ & _ *
monoton fallt). Wenn der Funktionsgraph and _ Fig. D 40
Stelle x = 3,2 sein Monotonieverhalten von ,monoton wachsend” in ,monoton fallend“ &ndert, ist

der Ball an dieser Stelle offensichtlich am hdchsten, x = 3,2 ist also eine Maximumestelle. Der hochste

Punkt des Funktionsgraphens héiaximumpunkt oder auctHochpunkt.
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Fur den Graphen einer Funktion sind dariber hinaus auch die Stellen wichtig, deren Funktionswerte
im Vergleich mit denen in dé&dmgebunglieser Stelle (alslmkal und nichtglobal betrachtet) am
grofiten bzw. kleinsten sind.

Definition D 3: D3
Ist eine Funktion in einem offenen Intervall | definiert ugdein innerer Punkt von |,
dann heil3t f(¥) ein

lokales Maximum | lokales Minimum
der Funktion f, wenn es e&> 0 gibt, so dass fiir jedes gilt:
Xe—€<x<x+e& O f(x)<f(xp) ‘ Xg—€<x<x+e& O f(x)>f(xg)

Xg nennt marokale Extremstelle (Maximum- bzw. Minimumstelle) von f, den Punkt
E (Xg; f(xg)) lokaler Extrempunkt (Maximum- bzw. Minimumpunkt oder Hoch- bzw. Tief-
punkt) des Graphen von f.

Anders formuliert: f(x) < f() bzw. f(x) > f(xg) muss fur jedesRU, (xg) gelten. Haufig wird bei

dieser Definition nur f(x¥ f(xg) bzw. f(x)= f(xg) gefordert, manchmal auch zwischen lokalen
Extrema im engeren Sinne (ohne Gleichheitszeichen) und weiteren Sinne (mit Gleichheitszeichen)
unterschieden.

In Fig. D 41a ist T(g; f1(xg)) ein lokaler Minimumpunkt und, fxg) ein lokales Minimum, in

Fig. D 41b ist H(x; fo(xg)) ein lokaler Maximumpunkt,{xg) ein lokales Maximum.

y
fo(xg)

Fig. D 41a Fig. D 41b

Die in Fig. D 42 im Intervall [a; b] dar
gestellte Funktion zeigt neben den y ',\jl";‘;“('iﬁum .
lokalen Extrempunkten auch Stellen, |- -~ - —Fpr—1
\ globales
Maximum

an denen sie absolut grélte Funktior  f(xy) lokales

werte annimmt. Im vorgegebenen Maximum
Intervall [a; b] hat f bei xund x lokale ~ f(x3)
Maxima, die jedoch nicht global sind. f(x)

Dasglobale Maximunmvird am rechten o ‘ X e b
Intervallrand bei b angenommen, we ~ f(x) %

f(b) der absolut gréRte Funktionswer globales Minimum lokales
in [a; b] ist. Betrachtet man den Verlat Fig. D 42 |Oka|$“,\r,‘|?nimum Minimum

des Graphens Uber die Stelle b hinat.,
so wird deutlich, dass der Funktionsgraph in der unmittelbaren Umgebung von b stets monoton stei-
gend ist, bei b also kein lokales Maximum vorliegt. An den Steljem# x, hat f lokale Minima,

wobei in »% der absolut kleinste Funktionswert — dé¢sbale Minimum- angenommen wird. Man
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sieht, dass sich an jedekalenExtremstelle das Monotonieverhalten der Funktion andert, dies
jedoch nicht unbedingt fur eirggobale Extremstelle zutrifft.

Um die lokalen Extremstellen einer Funktion zu finden, kann also das Monotonieverhalten bzw. der
Anstieg der Tangente an den Graphen der Funktion an diesen Stellen herangezogen werden:

Bei einer lokalen
Maximumstelle

sind die Tan

fur alle X <, positiv
und

Bei einer lokalen
Minimumstelle x,

gentenanstiege

fir alle x <>, negativ
und

fiir alle x >, negativ.

fir alle x >, positiv.

y

Fig. D 43

An den lokalen Extremstellen selbst verlaufen die Tangenten offensichtlich parallel zur x-Achse, der
Tangentenanstieg ist also gleich 0.
D20 | Satz D 20: Notwendige Bedingung fir lokale Extremstellen
Ist die Funktion f in ihrem Definitionsbereich Bifferenzierbar undD; eine lokale
Extremstelle von f, so gilt f'e = 0.

Wir fuhren den Beweis fur den Fall des Vorliegens eines lokalen Maximums (s. Fig. D 44).
Voraussetzung: y

a) fhatinx ein lokales Maximum; . H H (g f(Xg)
b) fistin Dx differenzierbar; ¥[IDs. g 1o ! ist lokaler
! Maximumpunkt

Behauptung: f(x) {--- ! !
f'(XE) =0. 3 3 3
Beweis: } } .
* Aus a) folgt, dass in einertUmgebung von xfir alle O x<xp Xe x>x X

x die Ungleichung f(x) < f() gilt, also (X=xg<0)  (x=x>0) Fig. D 44

f(x) — f(xg) < 0. Ist auBerdem x <=xalso x — ¥ < 0,

f(x)—f
so gilt Fx) —Tixe) > 0.
X=Xg

« Da wegen b) der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert, gilt bei Anndherung der Argu-
f(x) —f(xg)
X—XE
dern nur einen positiven Grenzwert oder den Grenzwert 0 haben kann.
f(x)—f
* Istnun x> X, so folgt x — x > 0. Das bedeutew <O.
—E

» Fur den Fall der Annaherung der Argumente von rechtg @iltx

. o f(x)—f(xg)
f'r(xg) = XILmXE e
Grenzwert oder den Grenzwert 0 haben kann.

mente an g von links  fi(xg) = lim >0 (*), weil jede Folge von positiven Glie-
X - X

<0 (**), weil jede Folge von negativen Gliedern nur einen negativen

« Da nach (b) der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert und eindeutig bestimmt ist, folgt

wegen (*) und (**) f{(xg) = f'1(xg) = f'(xg) = 0. w.z.b.w.
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Beispiel D 33: D33

Man untersuche die Funktionep f, und § auf maégliche lokale Extremstellen.

a) fl(x)—lx3 12 x+E
e Wir bilden dleersteAbIe|tungf 'x) = % —X—: und ermitteln di&Vertevon x, fir die

f'(x) gleich O ist. Also - x—g =0 bzw. ?( 2x—3 =0 und damit x= 3, % = -1

und f(3) = —3 ,f(=1) =1_1
e Die Punkte If(3; —5 und B(- flo =2 )konnenalso Extrempunkte sein.

b) f20) = X' = 258 + 2052 - 20y + 7

Bei Einsatz eines GTA erhalt man relativ schnglFx8,07466 als Minimumstelle
(Fig. D 45a, und Fig. D 45b, erste Zeile). Wie der Graph zeigt, nigdurf den absolut M
kleinsten Funktionswert — ihr globales Minimum — an. Nach Def. D 3 liegt aber gleichz2itig
ein lokales Minimum vor. Betrachtet man ein geeignet eingeschrénktes Intervall, z.B. « < 4,
so erhalt man als weitere lokale Minimumstelle=x1,63268 (Fig. D 45h, zweite Zeile).
Analog erhalt man bei Eingabe von zx8> 3 and x < 4die lokale Maximumstelle
Xg = 3,79266 (Fig. D 45b, dritte Zeile).

lf‘mln[1/2? W - EOERT oo wT oo w
3= 8. O74EE)

3,180 > =08
il v

x = 1.63268]

\?/ lPMax[1/2?-x4—2/3 I 12979 2. 22979 b
Minimum - = 3. TIZEE
M>;Icl;=8.a?4656h6ﬁn AUTOD — _F4II;IC86 = Fig. D 45a Ihz_zuu/zh.n?n‘x;ﬁ:ﬂ;?,)()l)(riﬂ? 2/?0"d x<4 Fig. D 45b
Sollen von einer Funktion alle lokalen Minimum- bzw. Maximumstellen mit einem GTA er nit-
telt werden, so muss der prinzipielle Verlauf des Funktionsgraphens bereits bekannt sein. Nur
dann kann bei der Ermittlung lokaler Extremstellen eine Umgebung so hinreichend kleir: vor-
geben werden, dass eine im Intervall existierende Extremstelle bestimmt wird.
c) fa(x) = —x— 1258 — 54¥% — 108x — 76
Wéhrenq der GTA numgrlsch sofogt x.—3 . PN A A T S M
als Maximumstelle bestimmt, I&sst seine grafische Dar
stellung falsche Interpretationen zu (Fig. D 46): Die Fun|s fisx(-x* - 12-x%~54 %~ 108-x~ 76, x)

-rmn[1/2?-x4—2/3 x kb

%= -3
tion scheint in einer gewissen Umgebung verFx 3 TN
konstant zu sein, so dass sie (bei strenger Def. gemaf [—+ Y
bei xz = — 3 zwar ein globales, aber kein lokales Maxi- Fig. D 46

mum hatte. Eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass
z.B. f3(— 3) =5, aber{(— 2,995) = 4,99999999938 gilt. Da die Funktion also nicht konstant
ist, handelt es sich an der Stelfeum sich ein lokales Maximum.

Die Bedingung f'(¥) = o istnotwendigd. h., fur differenzierbare Funktionen kanmeasan diesen
Stellen x lokale Extrema geben. Die Bedingung ist abeit hinreichend- sie kann an einer Stelle
xg erfillt sein,ohnedass dort ein Extremum vorliegt. Als Beispiel sei die Funktion f()%gvemannt.
Fur sie gilt zwar f'(0) = 0, die Funktion besitzt aber bekanntlich an der Skellielokales Extremum.

1 Wir verwenden ¥ fur Extremstelle, auch wenn der entsprechende Nachweis noch nicht gefiihrt ist.
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Fur die Entscheidung, ob an den ,extremwertverdachtige, 1 %)

Stellen tatsachlich Extrema vorliegen und wenn ja, welc L () =gx°—3x*-3x+ 1

Art dieses Extremum ist, wird das Verhalten der 1. Able
tung naher untersucht. In Fig. D 47 und Fig. D 48 ist de
halb die Funktion aus Beispiel D 33a und ihre 1. Ableitu
dargestellt. Man erkennt, dass die 1. Ableitung an den |
len Extremstellen ihr Vorzeichen @ndert, beim lokalen
Maximum von ,+“ zu ,—" und bei Minimum von ,—* zu

.+, Diese oftmals sehr nitzliche Kenntnis wird auch als
Vorzeichenwechselkriteriumbezeichnet.

Betrachtet man die Verdnderung der Tangentenanstiege_,
wachsenden x-Werten als einen Prozess, so wird deutli
dass die Tangentenanstiege bei einer lokalen Minimum
stelle monoton wachsend sind. Das bedeutet nach Sat:
D 19, dass f"(x® 0 sein muss. Bei einer lokalen Maximur
stelle sind die Tangentenanstiege hingegen monoton fa
lend, weshalb in diesem Falle ()0 sein muss.

In Fig. D 49 ist der Verlauf der 2. Ableitung zur Veransch
lichung angegeben. Die zweite Ableitung hat an einer Ic
len Maximumstelle einen negativen Wert und an einer Z i
lokalen Minimumstelle einen positiven Wert. ~ ] Ak D

D 34 Beispiel D 34:
Fur die Funktion f(x) 53 %— x2 — 3x + 2 sollen die Graphen von f, f' und f" in einem Koor-
dinatensystem dargestellt und beztiglich lokaler Extremstellen diskutiert werden.

* Das lokale Maximum von f liegt beigx=-1. AT A S ST A A

Es gilt f'(-1) = 0; die 1. Ableitung &ndert mit wachsends -

M X bei xg, ihr Vorzeichen Yon + nach —. Die 2. Ableitung i§

an der Stellex = -1 kleiner als 0 (f"(-1) = — 4)

* Das lokale Minimum von f liegt beigg = 3. - - _
Es qilt f'(3) = 0; die 1. Ableitung &ndert mit wachsendem Fig. D 50
x an der Stelle, = 3 ihr Vorzeichen von — nach +.

1 Fzw Fiw Flyw FE F&
va Algebra|Calc|0ther Praml0|Clear a-z..

Die 2. Ableitung ist an der Stellegx= 3 groRerals 0 |"=eldia 3 -xisxrzl=0.o]

®x=3. or x=-1.

(f"(3) = + 4). '322[1/3-x3—x2—3-x+2]|x='1 -4.

Ed

» Die rechnerische Uberpriifung mit dem GTA zeigt, dass- :;[vs-xs—x?—s-x+2]|x=s 4
keine weiteren lokalen Extremstellen existieren. Die einjgsl 3% 3—x"2-3%x+2,x,2) =3
nen Werte kénnen hier genau abgelesen werden. Fig. D 51. Fig. D 51

D21 Satz D 21: Hinreichende Bedingung fir lokale Extremstellen
Die Funktion f sei in [pzweimal differenzierbar. Gilt flrgdIDs
f'(xg) = 0 und f"(&) <O, | f'(xg) = 0 und f"(x) > 0,
so hat die Funktion f an der Stellg &in
lokales Maximum | lokales Minimum.
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Wir beweisen den Satz fur den Fall des lokalen Maximums.

Voraussetzung:

a) fistin D zweimal differenzierbar und=Ds.

b) f'(xg) =0 c) f"(x@) <0 ¥
Behauptung:

f hat an der Stellegxein lokales Maximum.

Beweis(vgl. Fig. D 52):

+ Dawegen a) und c) f"g} existiert sowie
f"(xg) < 0 gilt, gibt es immer eineUmgebung
von Xz (kurz: U,(xg)), in der f" nur negative Werte
annimmt. Das bedeutet nach Satz D 19, dass il
U(xg) die Funktion f' monoton fallt.

* Nun gilt nach b) aber auch f k= 0. Das bedeutet
Fir alle xO]xg —¢; xg[ steigt f monoton und fiir
alle xO]xg; xg +¢[ fallt f monoton
(Satz D 19). Daraus folgt:

* Fir alle xOU(xg) gilt f(x) < f(xg). Nach Definition D 3 hat f an der Stellg also ein lokales
Maximum.

f'(x)>0
f wéchst monoton

f'x) <0 X
f fallt monoton
f

Fig. D 52

Satz D 21 liefert ebenfalls hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema. Dass sie aber nicht not-
wendig sind, belegt das Beispiel der Funktion f(x)“.:Ddese Potenzfunktion besitzt an der Stelle
Xg = 0 ein lokales Minimum, aber fur sie gilt:

f(x) = x* f'(x) = 4, f'(0)=0 f"(x) =125¢; f"(0)=0
Das Beispiel zeigt, dass sich mittels Satz D 21 allein die lokalen Extrema einer Funktion nicht immer

ermitteln lassen — die Bedingung ist zWwanreichend, aber nicht notwendigan nutzt deshalb eine
Erweiterung dieser hinreichenden Bedingung.

Satz D 21a Notwendige und hirreichende Bedingung fiir lokale Extemstellen D 2la
Die Funktion f sei in bn-mal differenzierbar. Gilt fir xOD; und n gerade, & 2,

f'(xg) = f"(xg) = f"(xg) = ... = "~ Nxg) = 0 und fV(xg) # 0, so hat die Funktion an der
Stelle x ein lokales Extremum, und zwar fiif{xg) > 0 ein lokales Minimum, ftir
f(W(xg) < 0 ein lokales Maximum.

Auf den Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet. Angewandt auf die Funktion f(&)gibt sich:
f"(x) = 24x; f"(0)=0 f(4)(x) =24 > 00 lokale Minimumstelle bei x=0

Bei den meisten Funktionen, die im Unterricht untersucht wurden, ist fiir die Ermittlung lokaler
Extremstellen Satz D 21 anwendbar.

Beispiel D 35: D 35
Man untersuche die Funktion f(x)3£ 3 % %xz — 2x auf lokale Extremstellen und ermittle dic
Extrempunkte ihres Graphen.
* Wir bilden die Ableitungen (f ist zweimal differenzierbar):

f'(X) = X2+ x—2 f'(x) = 2x + 1
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e Wir ermitteln die Stellen, fur die f'(x) = 0 a®twendigeBedingung fir die Existenz einer
Extremstelle der Funktion f erfillt ist (Satz D 20): Die sich so ergebende quadratische Glei-
chung ¥ + x — 2 = 0 hat die Lésungen % 1 und % = —2. An diesen Stelldrannalso eine
Extremstelle vorliegen.

o Wir Uberprifen, ob die ermittelten Stellen tatséchlich Extremstellen sind, ob dort also die
hinreichendeBedingung fir die Existenz einer Extremstelle erfiillt ist (Satz D 21). Unter
Verwendung von f"(x) = 2x + 1 erhalten wir Max(-2 ) ¥
f'(1)=3>0,d.h.: x=1

ist eine Minimumstelle von f;
f'(-2)=-3<0,d.h.: x=-2
ist eine Maximumstelle von f. L1

o Wir erm|tteln die Funktionswerte der Extremstellen: 1
f(l)——- f(—2)—— T 1 oN /X
Demnach gilt:

Min(1; — ) Max(—2 )

f)=5x+2x*=2x  Min(1; - 1)
Fig. D 53

Beispiel D 36:

Es ist zu untersuchen, wie die Koeffizienten a und b die Lage und die Art der lokalen Extrema
der Funktionen fp(x) = ax-&* (a, bR, a# 0, b# 0) beeinflussen.

Wir gehen wie im Beispiel D 3&or:

o fap'(x) =ae + alxe™ = adX(1 + bx) fap"(x) = ab@*(1 + bx) + a b = ab@X(z + bx)

. Wegen a0 und &% 0 folgt aus fab(xE) 0: 1+bx=0(bz0),also x=—

* fap'Xe) =fap'(§) =L #0; fupf) =2

* Die einzige Extremstelle der Funknonearbfllegt bei x = —5 Der Koeffizient a hat also

keinen Einfluss auf d|e x-Koordinate des Extrempunkts, er beeinflusst nur die

y-Koordinate: P(b ; be )

[Pz [ Fe [ F [.rer [ rew (ir &) |
'E Zoom |THace [ReGraph [Math [Dr-zu (- /
9] b=7Z b= S

b=-3 b=-2 b=-

AN FAD AUTO FIRLC FARIN AL ANTO FINLC

fira=1 Fig. D 54a furb=1 Fig. D 54b
Da f, (—-) =89 giltund e >0, wird die Art des Extremums von a und b beeinflusst. Haben
belde Parameter gleiches Vorzeichen, gilt also a - b > 0, begjfetrf lokales Minimum. Bei
verschiedenen Vorzeichen, also bei a-b <0, higefn lokales Maximum
(Fig. D 54a und Fig. D 54b), z. B.:
a=1:b=1: f(x) = x- & Min(—l;—-i)

a=-3;b=1: §(x) = -3x-& Max(—l;g )

Eine Funktion kann auch an Stellgnlzkale Extrema besitzen, an denenrsat differenzierbar
ist. Die Entscheidung tber das Vorhandensein lokaler Extrema muss dann mithilfe der Definition D 3
geschehen (s. Beispiel D 37).
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Beispiel D 37: D 37
Man ermittle die lokalen Extrempunkte des Graphen der Funktion f[ﬁ)ﬁ = Hamit
Df =R, x=0.
Wir zerlegen den Funktionsterm:
3 ) x3— 4x fir x= 2 (da X - 4x=0)
f(X) = x° — 4dx0=x(x“— 40 = {
-3+ 4x firx <2 (daX—4x < 0)
In der Umgebung vonx= 2 andert sich die Funktionsgleichung.
Deshalb ist diese Stelle bei den Untersuchungen besonders zu beachten.
32-4 firx>2 lim f(x)=3.4-4 =g | DI Funktionistan
f1(x) = X2 der Stelle x = 2 nicht
differenzierbar.

X>2

-3¢ +4 furx<2 lim f'()=-3-4+4=-

Da f eine Betragsfunktion ist, gXiI<t2f(>2)0 fur alle xdODy. Die Nullstellen der Funktion liegen
bei x5=0 und % = 2 (—20Dy), die Schnittpunkte mit der x—Achse sind al§<li(|P, 0) und
PX2(2; 0). Fur alle Funktionswerte in der Umgebung verr 2, wo f nicht differenzierbar ist,
gilt also f(x) >0, d.h., §>2(2; 0) ist lokaler Minimumpunkt.)[i’(o; 0) ist als Randpunkt kein
lokaler Minimumpunkt.
Untersuchung der differenzierbaren Abschnitte der Funktion f:
3x2—4 =0, also ¥ = g (gilt nicht fur x > 2)
f'(x) = 0: {
—3x% +4 =0, also 52=g und damit §=§J§ <2 (—%Jé D)
. 6x fur x> 2 y
f*(x) = . 2 _ _
—6x fiur x<2; f (éﬁs) _—eéﬁa =—4/3 <0,
also lokale Maximumstelle.
f(543) =-(G3)°+45.3 =23
Der Graph der Funktion f(x) =3 — 4xamit x = 0 besitzt
also einen (lokalen) Maximumpunkt M%@(@ 195,5 J3 ) o 1 = X
und einen (lokalen) Minimumpunkt Min(2; 0) (Fig. D 55). Rl D59

Wie im Beispiel D 37 gezeigt wurde, ist die Untersuchung nicht differenzierbarer Funktionen sehr
aufwandig. Mit dem GTA kann man den Graphen einer Funktion nicht nur veranschaulichen, son-
dern durch das ,Verfolgen" der Kurve auch die Koordinaten von Hoch- und Tiefpunkten ermitteln.

Beispiel D 38: D38
Die Funktion f(x) :B_Z_:_;L:? soll mit dem GTA auf Extrempunkte untersucht werden:

e Grafische Darstellung tber die Eingalyéx) = (@bgx"2 —5) — 8) / 2

* Mittels F§Math)Minimum erhéalt man nach Eingabe der oberen und unteren Grenze de

Untersuchungsintervalls naherungsweise die Koordinafrmre e Tor ol 21 )

des ersten Minimumpunktes;,R; (= —2,236; —4) = 7 Aw'oﬂl. gy M
e Wegen der Symmetrie des Graphens hat der 2. Minim{ \/‘\/ :;#
punkt die Koordinaten (R (= 2,236; —4) i
* Inanaloger Weise erhalt man Gbe(Math)Maximumdie | 218 s =
Koordinaten des Maximumpunktes,&(= 0; — 1,5) T ——r L —
Fig. D 56

(Fig. D 56)
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D 39 Beispiel D 39:
Gesucht ist eine allgemeine Formel fur die Wurfhohe beim schrdgen Wurf eines Basketballs,

wenn die Wurfparabel mithilfe der Gleichung y = f(x) =darnx —-2~9~———- % + ho
(vgl. Einfuhrung Kapitel D 5) beschrieben wird:

2v0(cosot)2
Die L6sung des Problems erfolgt hier in 3 Schritten. Dabei wird die Fahigkeit des GTA ausge-
nutzt, neben numerischen Rechnungen auch symbolische auszufiihren.

M 1 Fzw Fiw Flyr FE F& 1 Fer Fxw Fyr FE F& 1 54 Fiw Fu FE F&
- a Alacbra|Calc|0ther[PranId|Clear a-=z.. - a Algsbra|Calc|Other [Pranl0|Clear a-z.. - E Algsbra|Calc|0ther Praml0|Clear a-z..

2 2 1 2 bl
d 9-3% - d 9-3% -3 cosa® - tang
® solve| - tan - +ha(=a,k| (= #-bang - + hid " - tane — +hi|== ]
[dx[ 2'U2'COSC(2 ] i dxz[ 2'U2'COSC(2 ] 2-U2-c,osoc2 | a
2. a2 “a 2, =l
_ cosnS-tang-w —_— cosaS - tang - w
*= = c,u:vsocz-u2 29 +hil
w2/ 2%y 2¥cosa™20+hl, x0=0,%x) | | g¥x*2/(2¥y*2*cosa™2)+h0,.x.2)] | |.sa”2)+hOIx=cosa”2*tana*v™2 /g
HMAIN RAD AFFREOH FUNC 1./30 HMAIN RAD AFFROH FUMC 1/30 HMAIN FAD AUTO FUNC 1730
Fig. D 57 Fig. D 58 Fig. D 59

» Ubersolve/ d(differentiate)wird die Nullstelle der 1. Ableitung der Funktion gebildet.
2 2
Dadurch erhalt man die Extremstel\gx@s—@%m’— (Fig. D 57).

» Fig. D 58 zeigt, dass die 2. Ableitung stets negativ ist und somit ein lokales Maximum vor-
liegt.

e Die Formel firr die Wurfhéhe erhalt man durch Einsetzen der Extremstelle in die Ausgangs-
gleichung (Fig. D 59). Demnach kann die Wurfhéhe des Balls nach der Formel

_ (coso()2 [(tana)2 D/02
Ymax = 29

5 2
+ hy bzw. nach der Ersetzung (m)? = (ch1)2 mit
(cosa)
_ (sina)? D/S

Yimax = —— + hy berechnet werden.

D 5.3 Krimmungsverhalten und Wendestellen
Betrachtet man monotone Funktioh&rso lasst sich feststellen, dass bei gleichem Monotoniever-
halten die Funktionsgraphen unterschiedlich gekrimmt sein kénnen (Fig. D 60).

f monoton wachsend f monoton fallend
i @ vy @ o @ )

links t links
gekrimmt T gekrimmt
rechts rechts f
gekrimmt gekrimmt i
ol D x Ol % X o! % x Ol Xo X
Fig. D 60

Fur die Beschreibung des Krimmungsverhaltens vereinbaren wir, dass man den Graphen wie bei der
Monotoniebetrachtung immer von links nach rechts, das heif3t in Richtung steigender x-Werte,
gedanklich ,durchfahrt”. Auf diese Weise durchféahrt man bei den Bildern (1) und (FRedmnts-

kurve und bei den Bildern (2) und (4) eibhiankskurve.

D Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Funktionen, die mindestens zweimal differenzierbar sind.
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Als Entscheidungskriterium, welches Kriimmungsverhalten bei einer Funktion vorliegt, bietet sich
wieder die Analyse der Tangentenanstiege bzw. der 1. Ableitung an. Anhand der eingezeichneten
Tangenten in Fig. D 60 erkennt man, dass in einer hinreichend kleinen Umgebung der zu untersu-

chenden Stellegalle Tangenten an das Kurvenstiick

beirechtsgekrimmten Graphen

oberhalb des Graphens liegen und

beilinksgekrimmten Graphen
unterhalb des Graphens liegen.

Betrachtet man die Veranderung der Tangentenanstiege (der 1. Ableitung) mit wachsenden x- Werten

als einen Prozess, so werden

beirechtsgekrimmten Graphen die

. . . und
Tangentenanstiege immer kleiner

beilinksgekrimmten Graphen die
Tangentenanstiege immer groRer.

Diese Tatsache nutzt man zur Definition des Krimmungsverhaltens in einem Intervall I:

Definition D 4:

D4

Ist f eine im Intervall | differenzierbare Funktion und ist f' in |

streng monoton fallend, |

streng monoton wachsend,

dann bezeichnet man den Graphen von fin | als

rechtsgekrimmt. |

Rechtsgekriimmte Kurven nennt man auch ,konkav* ur -

linksgekrimmte Kurven ,konvex“ (analog zur Charaktel
sierung der Wdélbung von Linsen in der Physik). Um in ¢
Mathematik die ,W6lbung* einer Kurve zu beschreiben,
hat man vereinbart, den Graphen einer Funktion immer
Lunten® (also in Richtung steigender y-Werte) zu betrac
ten. Eine Funktion heif3t dann an einer Stejlokal kon-
kav,wenn sie nacinnen gewdélbtst bzw.lokal konvex,
wenn sie nachulRen gewolhist.

Fur die Angabe des Krimmungsverhaltens einer Funkt
bendtigt man nach der Definition D 4 Informationen b
die Monotonie der 1. Ableitung. Fir die Analyse der

1. Ableitung in einem vorgegeben Intervall | nutzt man
den Satz D 19 zum Monotonieverhalten wie folgt:

« f"(x) <0 ist hinreichend daftir, dass f'(x) streng mon
ton fallt und f deshalb rechtsgekrimmt ist.

« f"(X) > 0 ist hinreichend daftr, dass f'(x) streng mon
ton wachst und f deshalb linksgekriimmt ist.

In Fig. D 61, Fig. D 62 und Fig. D 63 sind der Graph eine

Funktion f und die zugehdrige 1. und 2. Ableitung dargest o
Die Stellen an denen der Graph sein Krimmungsverha.....

linksgekrimmit.

WZ(XWZ; f(XWZ))

rechts- rechts-
gekrimmt gekrimmt
T T
1 Xw, 1 Xw, X
| |
|| Wendestelle : F|g D61
|
|
| |
| |
| |
| |
]
|
[ [ X
' I
| .
| | f
monoton\, |/ monoton : monoton .
falend 7 wachsend | fallend Fig. D 62
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|
/ \ £ X
Fig. D 63

andert, nennt mawendestellen y, und die dazugehérigen Punktéendepunkte W(xy; f(Xy,))-

Man erkennt in Fig. D 62, dass die 1. Ableitung an den Wendestg|lém Monotonieverhalten
andert, das heil3t, dass dieAbleitung dort eiflokales Extremuntoesitzt. Diese Eenntnis nutzt

man zur Definition von Wendepunkten:
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Definition D 5:
Ist die Funktion f in Pdifferenzierbar und besitzt f* an der SteljgXD; ein lokales Extremum,
so nennt mamyy, Wendestellevon f und W (x; f(x,,)) Wendepunkt des Graphen von f.

Aus Fig. D 61 und Fig. D 62 lasst sich ableiten, wie das Kriimmungsverhalten rechnerisch ermittelt

werden kann:

(1) Hat die 1. Ableitung f' iny; ein lokales Minimum, so erfolgt beim Graphen von f der Wechsel
von rechtsgekrimmt nach linksgekriimmt; tritt beim Graphen von f ein Wechsel von links-
gekrimmt nach rechtsgekrimmt ein, so hat die 1. Ableitung {yieix lokales Maximum.

(2) Andert der Graph von f an einer Stel{g gein Krimmungsverhalten, so wechselt die 2. Ablei-
tung an dieser Stelle ihr Vorzeichen (Fig. D 63).

Die Definition D 5 gestattet, die bereits bewiesenen Satze tber Extremstellen (Satz D 20 und D 21)
nun auch fur die Bestimmung oder die Identifikation von Wendestellen zu verwenden. Es ist ledig-

lich notwendig, die Ordnung der jeweils genannten Ableitung um 1 zu erh6hen. Auf die Beweise der

nachfolgenden Satze kann deshalb verzichtet werden.

Satz D 22: Notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle
Ist die Funktion f in ihrem Definitionsbereich Bveimal differenzierbar unddD; eine Wen-
destelle von f, so gilt f"() = 0.

Dieser Satz stellt nur eine notwendige Bedingung fur den Nachweis einer Wendestelle dar. Hinrei-
chend ist aber der folgende Satz, der unter Anwendung der Satze D 20 und D 21 formuliert wird.

Satz D 23 Hinreichende Bedingung fur einéVendestelle
Die Funktion f sei in [pdreimal differenzierbar. Gilt flir,xODs
f"Xw) =0 und f"(x,) %0,

so hat die Funktion f an der Stellg &ine Wendestelle.

Es gibt Wendestelleny, flr die aulRerdem f'(3) = 0 gilt, wo also die Tangente an den Graphen
von f parallel zur x-Achse verlauft. Man nennt solche WendepBeiielpunkte, Terrassenpunkte
oderHorizontalwendepunkte

Beispiel D 40:
Die Funktion f(x) = £— 63+ 12 — 8x + 1 ist auf Wendepunkte zu unters,
suchen. Falls Wendepunkte existieren, sind auch die Gleichungen der Tia
genten in deiVendepunkten zu ermitteln. Diegéendetangenta
durchsetzen (schneiden) derve imWendepunkt und trennen somit die 1-
Kurventeile mit unterschiedlichem Krimmungssinn. |
o f'(X)=4x3— 18X +24x—8; f"(X) = 12%8— 36x + 24; f"(x) = 24x—36. ©
o 122—36x+24=0,als0%3x+2=00 x;=2,%=1. i
o f"(2)=12#£0,f"(1)=—-1220 O W4(2; 1) und W(1; 0) sind Wen-
depunkte.
*  Wir ermitteln nun den Anstieg der Wendetangenjamtl , an den Wendesteller,x
Wegen m = f'(3¢) gilt m; = f'(2) =32 - 72 + 48 — 8 = 00 t; hat den Anstieg O,

Fig. D 64
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O W, ist Horizontalwendepunkt;
my,=f'(1)=4-18+24-8=2 [ t, hat den Anstieg 2.
« Mithilfe von y = mx + n erhalten wir die Tangentengleichungen:
tr y=9(x) =1
t;:  Nach Einsetzen der Koordinaten des Wendepunkie$y = 2x + n erhalt man letzt-
lich y=h(x) =2x -2

Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz D 23 nur eine hinreichende Bedingungen fir Wendestellen
liefert und dass fur die Bestimmung der Wendestellen bestimmter Funktionen eine Erweiterung von
Satz D 23 vorgenommen werden muss:

Die Potenzfunktion f(x) =%hat an der Stelle,x= 0 eine Wendestelle, aber fur sie gilt:

fx) =x% fx)=5¢ f'(x)=20x% f(0)=0; f"(x)=60x f"(0)=0

Satz D 23a: Notwendige undhinreichende Bedingung fiir eine Wendestelle D23
Die Funktion f sei in bn-mal differenzierbar. Gilt fiir,xCDs, n ungerade unds 3,
(X)) = F"(Xy) = ... = f"~Nx,) =0 und f(x,) # 0, so hat die Funktion an der Steljg x
einen Wendepunkt. Gilt('f)(xw) >0, ist also f'(yk) lokales Minimum der 1. Ableitung, so
wechselt f an der Wendestelle von rechtsgekrimmt zu Iinksgekrijmmt.(@akwj <0, ist
also f'(x,) ein lokales Maximum, so wechselt f an der Wendestelle von linksgekrimmt zu

rechtsgekrimmt.

Auf die Funktion f(x) = X angewendet, ergibt sich:
f®x) = 120x; £90)=0; O)(x)=12020 O fhatin x, =0 eine Wendestelle.

Beispiel D 41: D41

Es ist die Anzahl der Wendepunkte der Funktion f(x) £-akx¥ (a, bOR) in Abhangigkeit
von a und b zu diskutieren und zu untersuchen, ob Sattelpunkte vorliegen.

a=0; b=0 nichtsinnvoll;

a=0; bz0 f(x) =-b¥ Graph ist quadratische Parabel ohne Wendepunkt;
az0; b=0 f(x) =af Graph ist Parabel vierten Grades ohne Wendepunkt
az0; bz0 f'(x) =4a¥—-2bx; f"(x)= 12a>% 2b;  f"(x) = 24ax

f"(xy) =0, also 126%2 2b =0, damit 95,2 .Fura- b>0f0|gtx :Q[e% Xw, :Jg
Wegen f"'&[) +24a- [ # 0 sind x,, undx Wendestellen, aber keine Abszissen

von Sattelpunkten, denn igr) = Zb[ Zb[ 4bjg z0.

Also: Die Funktion f hat fir a =0 oder b =0 oder a-b <0 keine Wendepunkte, im Fal
a-b >0 liegen zwei Wendepunkte vor, die aber keine Sattelpunkte sind.

D 5.4 \Verhalten im Unendlichen

Bei der Untersuchung des Graphen einer Funktion ist auch die Frage von Interesse, wie sich die
Funktionswerte bei unbeschrankt wachsenden bzw. fallenden Argumenten verhalten, vorausgesetzt,
der Definitionsbereich ist wenigstens nach einer Seite unbeschrankt. Manwspristerhalten der

Kurve im Unendlichen.
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Bei rationalen Funktionen ist das Verhalten im Unendlichen mithilfe von Grenzwertbetrachtungen
(vgl. Kap C 1) leicht zu ermitteln:
(1) Bei ganzrationalen Funktionen f(x) & + a, _ X" 1+ a,_ x" "2+ . + ax® + ax + g
(nON, &, # 0) gilt nach Ausklammern vor'x
; n -1, 82 % a8\ _ ;
T = AR UL
denn mit Ausnahme des ersten Gliedes besitzen alle anderen Summanden in der Klammer den

Grenzwert 0. Der Grenzweriim+ Myspielt also unter Beriicksichtigung des Vorzeichens von
X —» + oo

a, bei der Untersuchung des Verhaltens einer ganzrationalen Funktion im Unendlichen die ent-
scheidende Rolle. Die folgende Tabelle gibt einen systematischen Uberblick tiber dieses Verhal-
ten in Abh&angigkeit von n ung,a

nON gerade gerade ungerade ungerade
a,OR

. Iim_mf(x) +00 —0c0 —oo +00

Jim f(x) +00 —o0 +00 —o
Beispiel fx)==¥-2 | g)=1x*+48%-2| hx=: ¥-1 k(x) =—1x3 + 4x

<

y Yh h=1x-1

i K (x) = —x3 + 4x
g(x):—x4+4x2—2
LT A
l 'Vi \ % ' ' 7 \ X
(2) Bei gebrochenrationalen Funktionstellt man fest, dass sich der Graph der Funktion immer

mehr einer bestimmten Geraden oder Kurve annéhert, ohne sie jedoch zu erreichen (vgl.

Abschnitt C 2).
Man nennt eine Funktion Q«symptotel) von f, falls gilt: lim oOf(X) — g(X)o=0 bzw.

lim oOf(x) —g(x)o=0. g(x) kann dabei eine lineare Funxkﬁooﬁw sein, als Spezialfall eine Parallele
éu? x- Achse (y =c) oder auch die x-Achse selbst (y =0). Auch Kurven, z.B. Parabeln, kommen

als Asymptoten in Frage.
Ist f eine gebrochenrationale Funktion, besitzt sie also eine Gleichung der Form

Fig. D 65

{
.

n n-1 2
f) = 40 = A% Thoal T TEY TAXTRH (50,2 0),
VO b M, XM L by +byx +hy
so formt man die Gleichung zur Untersuchung des Verhaltens von f im Unendlichen durch Aus-
klammern der hochsten Potenz von x im Nenn&) ¢nd anschlieRendes Kirzen um in

O a |
NI T T = S B L T L. S
f() u(x) xm-n xm-n+1 xM-1 xm xm=-n_ ym-n+1" " m-1"ym
X) = 22 = =
v(x) m br_y b, by bm—1 b, by
X %’m*’ " +"'+Xm—1+X_nEI bm+ ” +___+Xm_1+x—m

D asymptotein (gr.) — nicht zusammenfallen



D 5.4 Verhalten im Unendlichen 125

Bei der Grenzwertbetrachtung mussen folgende 3 Félle unterschieden werden:

1. Fall: Grad n des Zahlerpolynoms < Grad m des Nennerpolynoms
Fur n < m konvergieren alle Summanden im Z&hler flr xc gegen 0, der Nenner gegep. lEs

gilt also fiir den Fall einer echt gebrochenrationalen Funktluom f(b(brl: \‘jgg = 0.

Der Graph der Funktion n&hert sich der Geradeny =0, d|e x -Achse ist also Asymptote.

2. Fall: Grad n des Zahlerpolynoms = Grad m des Nennerpolynoms

Fir n=m ist lim f(x) =? . In diesem Fall stellt die Gerade mit der GIeichunggfy = eine
X - oo m m

Asymptote des Graphen von f dar.

3. Fall: Grad n des Zahlerpolynoms > Grad m des Nennerpolynoms

Ist n > m, handelt es sich bei f also um eine unecht gebrochenrationale Funktion, so kann die zuge-
horige Funktionsgleichung durch Ausfihren der Division in einen ganzrationalen Anteil g(x) und in
einen echt gebrochenrationalen Anteil e(x) zerlegt werden. In diesem Fall gilt also

f(xX) = g(x) + e(x), wobei, wie zuvor d|skut|ertl|m Df(X) g(x)0=0 istund y=g(x) die Grenz-

kurve darstellt.

Im folgenden Beispiel werden die drei mdglichen Falle noch einmal zusammengestellt und an kon-
kreten Funktionen veranschaulicht.

Beispiel D 42: D 42
Fall 1: n <m,z.B. f(x) = — y
X +1
x20 1
i = |i — = =i X = 1 f(x) ==
x|_>nloox2+1 xlinlwngl_+im xll_msoox_'_i % Asymptote. . — s _
ER X2 — Jro T X
Also isty = 0 die Gleichung der Asymptote (Fig. D 66). Fig. D 66
Fall 2: n =m,z.B. h(x)= 2X +4 y
X +1 h 22X +4
X) =
. X %+i25 2+—4§ ‘/\Q
lim 2%£*% = jim = = lim —X =2
X—>tw x"+1 X doo XZ%HlD X - ko 1+X—2 ol A\symptote
Die Gerade mit der Gleichungy =2 (also eine Parallele————3 ———
zur x-Achse im Abstand 2) ist Asymptote des Graphen T Fig. D 67
von h (Fig. D 67).
3
Fall 3: n > m,z.B. k(x) = X+1 y ©
X +1 (&\9
3 X %(+i|:| x+i2 T ?’?
im X*! = jim —* = |im X2 =400 k) =522 1
Xt x2+] X oo 281 1IZI x_.+ool+i
X 01 X
Die Division (3¢ + 1) : (€ + 1) liefert x +2=% | also ist el Fig. D 68

x+l

die Gerade mit der Gleichung y = x Asymptote des Graphen von k (Fig. D 68).
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Grenzwertbetrachtungen zWerhalten im Unendlichen beichtrationalen Funktionesind

wesentlich schwieriger. Es lasst sich keine einheitliche Vorgehensweise angeben. Wir helfen uns mit
inhaltlichen Uberlegungen, mit Umformen des Funktionsterms und der Reget v8#0OSPITAL

(vgl. Satz D 16 und D 17).

Beispiel D 43:
Fur folgende Funktionen ist das Verhalten im Unendlichen zu ermitteln:
a) f(x)= X3TX2; Dr: xOR, x> 2
XIlinmf(x) = Xlle =5 = XIITW 3 " J3, alsoAsymptote g =/3 (Fig. D 69).
X
b) fx)=%; lim f(x)= lim x-é&*=—o
e" X — —00 X — —00

Bei der Untersuchung fiir x +c mussen wir di&kegel von DE L'HOSPITAL anwenden:

lim fx)= lim % = lim % =0 (Fig. D 70)
X - +00 X » +0 € x  +o0 &5
2 .
c) f(x)= ’f; ;o lim f(X) =oo.
X - —00 L .
Fur x —» +c0 missen wir die Regel vare L'HOSPITAL zweimal anwenden:
. . 2 . .
im fx)= lim %X = Im Z = lm 2 =
X - +oo x_,+ooe>< X - +o0 X - +o0

Sehr bequem erhalt man Grenzwerte und Kurvenverlauf mit dem GTA:
via Fllgrér:r'a Crazlvc, D{ﬁ;r Pr"rgsmm\l’tllearr'E a-Z... v‘a ngr_éBPa Crazlvc, Dtm;r' Pr'rsmID E:lear'r'E a-Z... Y‘E ngréBra Crazlvc, thwer' Pl"rg5 ID\l’Clear"rﬁ a-Z..

o
3 b = lim|[— )
.Xl_)l::[ex] 9 wrw | 8%

2
: 3y : x : X
= lim 3 = lim (— - = lim |—
wpw VX2 xé'w[?x] X"'”[ex]
1imit€JCI3*xr Cx—232 %, )| limit(xret(xnd, x, "nd limit(x*2/e”(xd, x, ~w)]
TIRIN AD_ALT FUNC 1750 AN FAD ALTD T ED TIAIN FAD ALTD FUNC &30

Fig. D 69 Fig. D 70 Fig. D 71

D 5.5 Unstetigkeitsstellen

Fur den Verlauf des Graphen einer Funktion ist es von Bedeutung, ob die Funktion im betrachteten

Intervall stetigist und ihr Graph folglich ,in einem Zug* gezeichnet werden kann. Ganzrationale

Funktionen sind Uber gafzstetig, wahrend gebrochenrationale und nichtrationale Funktionen sowie

bestimmte abschnittsweise definierte Funktionen héirgietigkeitsstelleaufweisen. Wie in

Abschnitt C 3 ausgefuhrt, unterscheidet man dabei zwischen

* Polstellen (auch ,Unendlichkeitsstellen“oder ,unendliche Sprungstellen) (s. Beispiel C 19);

* endlichen Sprungstellen (kurz: ,Spriinge®) (s. Beispiel C 18) sowie

* solchen Stellen, wo der Funktionsterm ein unbestimmter Ausdruck gz. B.
deshalb ein ,Loch” (oder auch eine ,Liicke") aufweist (s. Beispiel C 17).

) ist und der Graph

* Polstellen

Gebrochenrationale Funktion&m) = % sind andenStellen x nicht definiert (und folglich dort
auch unstetig), wo die Nennerfunktion v den Wert 0 annimmt. An diesen Stellen besitdzDéfine
nitionsliicke (s. auctAbschnittA 2.2). Ist zusatzlich ugy # 0, so nennt mangpeinePolstellevon f
(s. Definition A 4). Es gilt lim Of(x)0 = . Die Gerade x =x(Parallele zur y-Achse), an die sich

X - X
der Graph der Funktion fin uhmittelbarer Umgebung wnanschmiegt®, heilfPolasymptote.
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Das Verhalten einer Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung ihrer Polstellen kann mithilfe
des links- und rechtsseitigen Grenzwerts von f fir Xg ermittelt werden:

Beispiel D 44; D 44
Es ist das Verhalten der Funktion f(x)x—— in der Umgebung ihrer Polstelle zu untersuchen.
Polstelle: x = 2 Gleichung der Polasymptoten: x = 2 (vgl. Beispiel C 16)

N&hert man sich von links an die Polstelfe=x2, so kann man folgender Wertetabelle eine
Vermutung Uber das Verhalten der Funktionswerte enthnehmen:

X 1,9 1,99 1,999 1,9999 e 2

=1 | L __ L -—_j0p L =-_ L
0= | 217710 Zo1 =71 Gomr = 1990 Goom

=-10000 .-

Zum Beweis dieser Vermutung definiert man eine von links gegen 2 konvergierende Folce und
berechnet den zugehdrigen Grenzwert der Funktionswerte:

= — it li = 0 1 - =i 1 -
(Xp) = (2 —hy) mit n“[.noo h,=0 und R>0; I|m2 — n“[.noo o h — nllinoo = -0
X<2
N&ahert man sich von rechts an die Polstelle 2, so kann man der Wertetabelle wieder eire

Vermutung Uber das Verhalten der Funktionswerte entnehmen:
X | 21 | 2,01 | 2,001 | 2,0001 | 2

=_1 S R L= _L1 = -
f(x)—X_z‘ o 10‘ Sl 100‘ S 1004 T 100#0 =00

Zum Beweis definiert man eine von rechts gegen 2 konvergierende Folge und berechnet wieder
den zugehdrigen Grenzwert der Funktionswerte:

x)=(@2+h)=mit lim h,=0 und h>0: lim —— =Im —:— =1lm X =
(n) ( h'l) n_.ooh] IPI XQZX—Z n~002+hn_2 n—»whn

X>2

Mithilfe der in obigem Beispiel gewonnenen Resultate kann man den Graphen von X—E(—g) =
skizzieren (Fig. D 72a). Die Fig. D 72b — d geben die weiteren drei typischen Mdglichkeiten fur die
Annaherung des Graphen einer gebrochenrationalen Funktion an eine Polstelle wieder.

y Y
1/ 14
THI T % A9 1 k% 19 NI

\ Polasymptote I 100 =5 1 )= 25

Fig. D 72a Fig. D 72b Fig. D 72c Fig. D 72d

e Springe

Eine Funktion hat an einer Stellg eine ,endliche Sprungstelle”, wenn bei der Annaherungyan x
die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte der Funktionswerte endliche Werte annehmen, aber nicht
Ubereinstimmen:
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D 45 Beispiel D 45:
Man untersuche das Verhalten der Funktion f(% % =
an der Stelle = 0.
Fir x5 = 0 gilt u(>) = v(xg) = 0.

fmy g = fimy 5 ==L Jmy =jm, L =1 To T

x<0 x<0 ) ) x>()_ x_>0 =) )

An der Stelle ¥ = 0 befindet sich eine endliche Sprungstelle. Fig.D 73
* Licken
Sind bei einer gebrochenrationalen Funktionen f(x )’? an einer Sgamvohl die Zahler- als
auch die Nennerfunktion gleich 0, so liegt ebenfalls Biefnitionsliicke vor. Der Funktionsgraph
muindet in diesem Fall an der Stellgwon links und von rechts in ein ,Loch” (vgl. Beispiel A 11)
In einem solchen Fall kbnnen nach Satz A 1 die Zahler- und die Nennerfunktion jeweils in ein Pro-
dukt aus dem Faktor (x p)X (wenn % eine genau n-fache Nullstelle von u und v ist) und einer Rest-

funktion w(x) bzw. w(x) zerlegt werden. Es gilt:
u(x) _ (X =Xg)" [l (x)

f(x) = 3% =——— = (nON, n= 1), woraus man fur % xg durch Kirzen eine neue Funktion
V(X)  (x=x)" Ory(x)
*(x) = U () mit v4(Xg) # 0 erhalt. Der Graph von f ist mit dem von f* identisch — mit Ausnahme der
Vl(X) 1\10.

Stelle %, wo der Graph von f eine Liicke, ein ,Loch* aufweist. Die Stejlevxd in diesem Falle
hebbare Definitionsliickeoderhebbare Unstetigkeitsstellezon f genannt. Definiert man ffxals
*(x g), so wird die Liicke gleichsam ,geschlossen*, die Funktion f stetig erganztilm Gegensatz
zu obigem Fall gehdren Polstellen und Spriinge zu den nicht hebbaren Unstetigkeitsstellen.

D 46 Beispiel D 46: y y
— x3+2x2—4x—8 _ (x=2)(x +2)? r X% —2- FH(x) = x 2 ——+— : .
)=~ aa r 27 O furx#—2: f(x) = x -2 _f./z "
Die Definitionsliicke ist = —2.

lim f(x)= lim (x—2)=-4 LUCV-
X - —2 X - =2 \ f i
T Fig. D 7«

u(x) :(x —Xg)™ [y (x)
V(X) (X =x)" Oy (x)

fir m < n eine Polstelle.

Far f(x) = (U(Xg), V1(Xg) # 0) und m > n hat f an der Stellgeine Nullstelle,

D56 Kurvendiskussionen an Beispielen

Unter einer Kurvendiskussion versteht man das Ermitteln der charakteristischen Stellen (bzw. der
entsprechenden Punkte) und das Auffinden der typischen Eigenschaften einer durch eine Gleichung
gegebenen Funktion, woran sich meist die Darstellung des Graphen der Funktion mithilfe der gefun-
denen Merkmale anschlief3t. In der Regel sollte die Diskussion einer Funktion bzw. ihres Graphen
(oder ihrer Kurve) in folgender Weise vorgenommen werden:
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(1) Bestimmen des (gréRtmoglichen) Definitionsbereiches,

(2) Untersuchen auf Symmetrieeigenschaften,

(3) Untersuchen des Verhaltens im Unendlichen (Ermitteln der Asymptoten),

(4) Untersuchen auf Stetigkeit/Unstetigkeit,
(5) Bestimmen der Nullstellen,

(6) Ermitteln der Schnittpunkte mit der y-Achse,

(7) Berechnen der lokalen Extrempunkte,

(8) Ermitteln der Wendepunkte, ggf. auch der Wendetangenten

(9) Zeichnen des Graphen.

Ein lickenloses Abarbeiten aller 9 Kriterien ist nicht immer notwendig.

Allgemeiner Fall:
f) =apx"+a,_x" "+ . +ax+a
Ableitungen:

f'(x) =n-gx" "1+ (n—1)g_x" "2+ ... +a usw.

Vollstandige Diskussion einer ganzrationalen Funktion

Spezielles Beispiel:

fx) =x*-28+1

Ableitungen:

f1(x) = A3 —4ax; £(x) = 12¢ — 4; £"(x) = 24x

(1) Definitionsbereich
Df =R

szfR

(2) Symmetrieeigenschaften:
Gilt f(x) = f(—x) fur alle xODy, so ist f
achsensymmetrisch zur y-Achse.
Gilt f(—x) = —f(x) fur alle XODy, so ist f
punktsymmetrisch zu P(0; 0).

f=x) = (=x/'+2(-xF+1

=x*+ 22 + 1 =1(x)
f ist eine gerade Funktion. Der Graph von f ist symme-
trisch zur y-Achse.

(3) Verhalten im Unendlichen:

Wir untersuchen lim  f(x). lim k= 2% + 1) = +oo.
X - too X > oo
(4) Stetigkeit/ Unstetigkeit:
Ganzrationale Funktionen sind ip BR stetig.
(5) Nullstellen:
Wir ermitteln die Losungenpder Gleichung | xX*—2X¢+1=0  Substitution u =Xiefert

f(xg) = 0.
Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind darj
Py(Xg; 0).

u?—2u + 1 =0 mit der Losungy = 1.

nAlso: ° = 1 und damit x= 1, % = 1.
f hat die Nullstellen x= 1, % = —1. Die Schnittpunkte
mit der x-Achse sind #1; 0) und B(-1; 0).

(6) Schnittpunkte mit der y-Achse:
Wir bestimmen y= f(0). Dann ist X0; yy)
der Schnittpunkt mit der y-Achse.

f0)=0*-2-G+1=1
Schnittpunkt mit der y-Achse3®; 1).

(7) Lokale Extremstellen:
a) Es ist die Gleichung f'(x) = 0 zu lésen.
b) Ist xz Losung, dann berechnet man fg)(x
c¢) Entscheidung:
f"(xp) < 0: xg ist Maximumstelle.
f"(xg) > 0: Xz ist Minimumstelle.
f"(xg) = 0: Entscheidung Uber VZW-
Kriterium oder héhere Ableitungen oder
Monotonieverhalten von f.

a) 4 —4x=0, also x- (A 4)=0
und damit % = 0 sowie wegen 4% 4 = 0
x°=1,also¥=1,%=-1.

b), ¢)
f'(0) =-4<0 0O x4=0 ist Maximumstelle.
f"(1) =8>0
O xg=1 ist Minimumstelle, wegen

Symmetrie auchg
P3(0; 1) = R(0; 1) ist Maximumpunkt.
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Da R, und R bzw. Ry und B Ubereinstimmen, lie-
gen die Minimumpunktedfl; 0) und
Pg(—1; 0) auf der x-Achse.

(8) Wendepunkte:

a) Es st die Gleichung f"(x) = 0 zu lésen.

b) Ist x, L6sung, dann Berechnung von
" (Xw)-

¢) Entscheidung:
f"(Xw) #0: %, ist Wendestelle.
f"(xy) = 0: Entscheidung Uber VZW-
Kriterium oder héhere Ableitungen oder
Monotonieverhalten von f'

Wendetangenten:
a) Anstieg der Wendetangente:

m = f'(xy)

b) Gleichung der Wendetangente: m—-—ifi‘”
W

a) 12€-4 =0, also 3(—% =0 und damit
1 1
x7=£=§@,>@=_ﬁ =10,
b), c)
f"'(%fs) =8./3 %0, d.h. >§=%J§

ist Wendestelle und wegen Symmetrie augh x

p7(% J3: g) und Fg(—:l; J3: g) sind Wendepunkte.

a) m =f(543)=4-¢3)3-44.3 )

_ 8
=23
mg =f(-3:/3)=4-(3./3)3-4-G.3 )
_8
=23
_4 y-2
8 9 8 9
b) 7583 =——1 EgV3=—
X_ﬁ“/é X+§«/§>
y=—§f3x+g und yzgﬁ x+g

(9) Graph:

« \Vollstdndige Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Allgemeiner Fall:
fx) =)

V(0
T R

m m-—
b, X" +b,,_ 41X

L+ +byx +b,
Ableitungen nach Quotientenregel (Satz D 6)

Fig. D 75
Spezielles Beispiel:
f(x) = 2x; 1
Ableitun)g(gen:
fi(x) = 2—32x; f(x) = 4x;6; f(x) = 24 —512x
X X X

(1) Definitionsbereich:

Ds = R\{x O v(x) = 0}

D; = R\{0}
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(2) Symmetrieeigenschaften:
Gilt f(x) = f(—x) fur alle xODy, so ist f
achsensymmetrisch zur y-Achse.
Gilt f(—x) = —f(x) fur alle xODy, so ist f
punktsymmetrisch zu P(0; 0).

—2x-1
(—x)?

_—2X

~1 2 f(x); f(=x) £ —F(x)

f(-x) = %

Es liegt keine Symmetrie vor.

(3) Verhalten im Unendlichen:
Zu untersuchen istlim  f(x).
X - *oo
Firn<misty=0 die Gleichung der
Asymptote.
die Gleichung der
Asymptote.
Furn>mi st f(x) = g(x) + e(x),
und der Graph von g ist Asymptote.

FUrn:misty=b—

in
W

x22_
2X— &

2
X

Da n < m, isty = 0 Asymptote.

= lim
X - oo

lim
X — oo

x2

(4) Stetigkeit/ Unstetigkeit:
f(x) hat an der Stellepeine Polstelle, wenn
V(Xg) =0 und u(y) #0.

Nur fur x = 0ist v(}) = 0 und u(x) # 0.

lim 2X21 = im == mit hy>0 furalle
N - ,
S0 X " " nONund lim B=0
n- o
. N _
= lim (2h,-1)-lim = =-leo=-00
n- o nﬂoohn2
- . 2h - . ,
l 2X21 = lim ——— mit h,<0 furalle
~o - ,
%<0 X " " nONund lim =0
= —00 n- o

X1 = 0 ist Polstelle.

(5) Nullstellen:
Losungen y der Gleichung u(x) = 0, wenn
v(Xg) 2 0.

2x—1
2

X . 1
X, ist Nullstelle, weil vé )=‘—1 #z0.
Pz(% - 0) ist Schnittpunkt mit der x-Achse.

=0, aIson—1:Ounqzx=%;

(6) Schnittpunkte mit der y-Achse:

ys=1(0)
Schnittpunkt mit der y-Achsey,; ys)

x = 0 gehdrt nicht zum Definitionsbereich von f.

Das bedeutet: Der Graph von f hat keinen Schnittpunkt

mit der y-Achse.

(7) Lokale Extremstellen:

a) Losen der Gleichung f'(x) =0, d.h., Zahl
von f' muss 0 und Nenner von f' muss
ungleich 0 sein.

b) Ist X Lésung, dann berechnet man fg)x

c¢) Entscheidung:

f"(xp) < 0: X ist Maximumstelle.

f"(Xg) > 0: X ist Minimumstelle.

f"(xg) = 0: Entscheidung uber VZW-Kri-
terium, Monotonieverhalten von f oder
hdhere Ableitungen.

era) 2_32)( =0, also 2x = 2 undyx 1.
X
b) (1) =-2
9)
f*(1)=-2<0

O xg=1ist Maximumstelle

und R(1; 1) Maximumpunkt.
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(8) Wendepunkte:

a) Losen der Gleichung f"(x) =0 a) 4X16 =0, also 4x =6 und4x: =
(Z&hler = 0, Nennet 0). o4 _ 1 62° 7°
b) Ist x,, Losung, dann Berechnung von b) f" ( )= (22219 o5 = 5
" (Xw)-
. )2
c¢) Entscheidung: ©) f (2) 0
f"(xw) #0: X ist Wendestelle. O x4:g ist Wendestelle
f"(xy) = 0: Entscheidung uber VZW- N
Kriterium, héhere Ableitungen oder Mon und By(5; 35) ist Wendepunkt.
tonieverhalten von f'.
Wendetangenten: 6
Anstiea: m = f' _e3y_%"3 _-1 _ 8
a) Anstieg: m = f'(x) a) m f(g)—? =7 =
8 8
y-y 8 _Y~3 8 .4 8
i ‘m =—2Y =29 S =y 28
b) Gleichung: m X, b) 5 —X_g , also > X Y3
_ 8,4 N .
y=—5X+3 ist die Gleichung der Wende-
tangente.
(9) Graph:
=l Be
44qeé'7

Fig. D 76

+ Diskussion einer nichtrationalen Funktion

BemerkungWir verzichten auf die Angabe eines allgemeinen Falles.

_x=1
f(x) = 2=
e

Ableitungen: f'(x) = , FU(x )——————- f(x )-
(1) Definitionsbereich:

Wegen & # O fur alle XJR gilt: D; =R.
2 Symmetrieeigenschaften:

f(—x) # —f(x): Es liegt keine Symmetrie vor.

(3) Verhalten im Unendlichen:

lim 5—;(—1 =0, (Regel VOIDE L'HOSPITAL). lim X—————Xl = —0, denn fur negative x ist

X -0 @ X - -0 @

X —1<0, jedoch*e> 0.

(4) Stetigkeit/ Unstetigkeit:

Wegen &% 0 gibt es keine Definitionsliicken und Unstetigkeitsstellen.




D 5.6 Kurvendiskussionen an Beispielen 133

(5) Nullstellen:
Da € # 0 fiir alle XxOR und x — 1 = 0 fiir x= 1, ist x eine Nullstelle von f und{pL; 0) der Schnittpunkt
mit der x-Achse.

(6) Schnittpunkte mit der y-Achse:
f(0) = _—g =-1; B(0; —1) ist Schnittpunkt mit der y-Achse.
e

(7) Lokale Extremstellen:

2;XX =0, alsox=2; f"(2) 2;23 <0 =_—; < 0.0 x3=2ist Maximumstelle und
e e e

P3(2; —15 = 0,14) Maximumpunkt.
e

(8) Wendepunkte:

a) x-3 _ 0, also x= 3.
eX
wey - 4-=3 _ 1 _ .2
b) "(3) = —~ == #0 O x4=3ist Wendestelle und)@; = = 0,1) Wendepunkt.
e e e

Wendetangenten:

a) '3)=252 == =005 b) -0,05 {(‘_03'1 0 —0,05x+0,15=y—0,1
e e

y =-0,05x + 0,25 ist die Gleichung der Wendetangente.

(9) Graph: (Darstellung im Intervall 0,5 x < 5) y

P, Wendetangente
/

Haufig betrachtet man bei Kurvendiskussionen Funktionen, die aul3er der unabhangigen Variablen x
noch eine weitere Variable, einen Parameter enthalten. Diskutiert werden soll also nicht eine ganz

bestimmte Funktion, sondern eiRanktionenscha(Fig. D 78).

Die Aufgabenstellung wird dabei gewdhnlich erweitert, z.B. um die Frage nach der Kurve (dem geo-
metrischen Ort), auf der alle Extrempunkte bzw. Wendepunkte der Kurvenschar liegen, oder danach,

fur welchen Wert des Parameters der Anstieg der Kurve in der Nullstelle am gréRten ist.

Beispiel D 47:
Gegeben ist die Funktionenschar mit der Funktionsgleich(x‘)ngx3 - 6t (tOR, t= 0).
a) Die Funktionen sind aufullstellen,lokale ExtremaundWendepunkteu untersuchen.

b) Es ist dieGleichung deKurve zu ermitteln, auf der die lokalen Extrempunkte der Graphen
aller Funktionen der Schar liegen.



134 D 5 Anwenden der Differentialrechnung

c) Es st der Wer fir den Scharparameter t zu ermitteln, so dass der Graph der Funktion
e mitt=1t durch den PunktA(2; 2) verlauft;
* mitt=1% eine Wendetangente mit der Gleichung y = — x besitzt;
* mitt =tz die positive Abszissenachse unter einem Winkel von 45° schneidet.

Zu a)

e Berechnung der Nullstellen: y
fi(x) =3 — 66x = x(@ — 6) = 0, t=1 s
also % =0, % =—/61 x=+./61 e 343 ’

» Berechnung der lokalen Extrempunkte: 2 t=0
f(x) = 3% — 68 f"(x) = 6x; f"(X) = 6% 0 1
f/(x) =00 3% -6£=0, also %= 2t, x5=—/2t o X
f'(J/2t) = 6-4/2 t> 0 fur &2 0; f(J/2t) =42 £,
also Min(J/2 t; —4/2 $) £(x) = x° — 6t
f'(—/2t) = —6/2 t< O fir t£ 0; fi(—/2t) = 4/2 £,
also Max(—/2 t; +4/2 %) Fig. D78

Fur t = 0 ergibt sichgfx) = 2. Diese Funktion hat keine lokalen Extrema.
e Berechnung der Wendepunkte:

fi'(x) = 6x =00 xg=%; =0; f"(xg) #0010 W(O; 0) ist Wendepunkt fur alle Scharkurven.
Zu b)

Die Koordinaten der Extrempunkte lauten Max@-  #24%), Min(/2t; —4./2 £).
Um die Gleichung der Kurve zu erhalten, muss der Parameter t eliminiert werden. Die

x-Koordinate x = /2 t der Maxima nach t aufgelést ergibt t—[’% — . Setzt man diesen
Wert in die Beziehung y =.42 3fur die y-Koordinate ein, so ergibt sich
y =42 (—}2 P =-22
Zum gleichen Resultat gelangt man, wenn man die Koordinaten der lokalen Minimum-
punkte verwendet. Das heil3t: Die lokalen Extrempunkte der Graphen der Funktionenschar
liegen auf dem Graphen der Funktion f(x) = 2 2x

Zu c)

* t5: Einsetzen von A(2; 2) in die Funktionsgleichung fihrt zu 3=8 t12-2, also
12t2 = 6 und damit = % J2, da t=0.

* t, Fir alle t haben die Graphen der Funktionen den Wendepunkt (0; 0). Da fiir die Tangente
die Gleichung y = —x gelten soll, betragt der Anstieg der Wendetangente —1.

f,/(0) = -6 = —1, also 4= ﬁ =1./6.dar0
+ t3 Die positive Abszissenachse wird im Punit.#6t; 0) geschnitten. Der Schnittwinkel

soll 45° betragen, d. h., es gilt m =tan 45° = 1.
Aus 1,/ (/6t3) = 3(J/6 ) — 6% = 1247 =1 erhalt man 4= /\/112 = %3 , dae0.
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