Merkzettel MA 1:

Nullstellen von Funktionen ermitteln

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.

» grafische Methode

» rechnerische Methode
(ohne GTA-Einsatz)

a) fistganzrational

b) fist gebrochenrational
fx) = Y

v(x)

c) fistnichtrationa

(1) Graphen der Funktion f im zu betrachtenden Intervall (z.B. mittels einer
Wertetabelle oder eines GTA) zeichnen.
Nullstelle ablesen al's x-Koordinate des Schnittpunkts des Graphen mit der
x-Achse

(2) Funktionsterm f in zwei jeweils einfacher zu zeichnende Teilef, und f, so
zerlegen, dass f(x) = f,(x) + f,(x) gilt. Nullstelle von f ablesen als
x-Koordinate des Schnittpunkts der Graphenvony =f (x) und y = —f,(x).

Nullsetzen des Funktionsterms ergibt die Gleichung f(x) = 0.

— Wenn Grad von f(x) gleich 1 oder 2, dann Gleichung f(x) = 0 durch
Umformen bzw. Anwenden der L&sungsformel |6sen.
— Wenn Grad von f(x) grof3er als 2

» und x nur in den Potenzen 4 und 2 (6 und 3 ...) auftritt, dann Gleichung
durch Substitution x* = z (bzw. X° = z ...) auf quadratische Gleichung
zurtckfihren;

» und Absolutglied gleich 0 ist, dann héchstmdgliche Potenz von x
ausklammern und verbleibenden Gleichungsteil |6sen;

* durch Probieren eine Nullstelle x, ermitteln (Probieren mit den Teilern
des Absolutglieds beginnen) und f(x) durch den Linearfaktor (x —x,)
dividieren (Polynomdivision / Lehrbuch, S. 16).

Ergebnis: f(x) = (X —X,) - f..
* Weitere Nullstellen durch Untersuchen der Restfunktion f, ermitteln.
¢ Naherungsverfahren anwenden (. Lehrbuch, S. 199/200)

Nullstellen x, der ganzrationalen Z&hlerfunktion u bestimmen. Wenn v(x,) # O,
dann ist x,Nullstelle von f.

— Naherungsverfahren anwenden (. Lehrbuch, S. 199/200);

— Umformen unter Verwendung der fir die jeweilige Funktion zutreffenden
Rechenregeln



Merkzettel MA 2:
Funktionen/Funktionsgr aphen auf Symmetrie untersuchen @

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.

» fistgerade und der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn f(—x) = f(x) gilt.

» fistungerade und der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung,
wenn f(—x) = —f(x) gilt.



Merkzettel MA 3:

Schnittpunkte von Funktionsgraphen ermitteln l@

e Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

— grafische Methode

— rechnerische M ethode

Graphen der Funktion mithilfe von Wertetabelle oder GTA zeichnen;
Koordinaten der Schnittpunkte mit den Achsen ablesen (N&herungswerte):

S(x; 0); S(0;y)-
Schnittpunkte mit der x-Achse: Funktionsterm gleich 0 setzen; Ldsungen der

entstehenden Gleichung (// MA 1) sind die Abszissen der gesuchten
Schnittpunkte; Ordinate ist jeweils 0.

e Schnittpunkte der Graphen beliebiger, durch ihre Gleichungen gegebener Funktionen

— grafische Methode

— rechnerische Methode

Graphen der Funktion mithilfe von Wertetabelle oder GTA zeichnen;
Koordinaten der Schnittpunkte ablesen (Naherungswerte)

Funktionsterme gleich setzen; Losungen der entstehenden Gleichung (/* MA 1)
sind die Abszissen der gesuchten Schnittpunkte; durch Einsetzen dieser Werte in
eine der beiden Funktionsgleichungen die zugehdrigen Schnittpunktsordinaten
ermitteln.



Merkzettel MA 4:

Gebrochenrationale Funktionen an Definitionslicken unter suchen '@

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) = % gegeben.

» Definitionsliicken

» Pol(stelle) mit/ohne
V orzeichenwechsel
(VZW)

» Aufstellen der Gleichung
der Polgeraden
(senkrechten Asymptote)

Berechne die Nullstellen x, der Nennerfunktion v.

a)

b)

c)

d)

Hebbar e Definitionsllicken von f

Uberprife, ob auch u(x,) = 0 gilt. Wenn ja, so zerlege u(x) und v(x) in
Linearfaktoren und kirze die gemeinsamen Linearfaktoren heraus. Fur
die entstehende (neue) Funktion f* ist x, keine Definitionsl licke mehr.

Definitionsllicke ist Polstelle von f.
Wenn u(x,) # 0 gilt, so sind die x, die Polstellen von f.

Wenn die Funktionswerte f(x) bei Anndherung an die Polstellen von
links oder rechts stets gegen + o (stets gegen — o) streben, dann liegt
ein Pol ohne VZW vor.

Wenn die Funktionswerte f(x) bei Anndherung an die Polstellen von
links gegen + « und bel Anndherung von rechts gegen — oo (oder
umgekehrt) streben, dann liegt ein Pol mit VZW vor..

Wenn x, eine Polstelle von f ist, dann ist x = x, die Gleichung der
Polgeraden, einer Parallelen zur y-Achse durch x,,.



Merkzettel MA 5: '@
Funktionen verketten

Funktionen f und g seien durch ihre Gleichungen y = f(x) bzw. y = g(x) gegeben.

* Verkettungfog Zunéchst g auf x anwenden — man erhalt g(x).
(f nach g) Dann f auf g(x) anwenden — man erhalt f(g(x)).
(/" Lehrbuch, Abschnitt A 5)

* Verkettunggo f Zunéchst f auf x anwenden —man erhdlt f(x).
(g nach f) Dann g auf f(x) anwenden — man erhalt g(f(x)).

Merke: Im Allgemeinen ist f(g(x)) # g(f(x)).



Merkzettel MA 6: -@
Funktionen umkehren / Umkehrfunktion bzw. inver se Funktion bilden

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.

Ausgangsfunktionsgleichung

y =1(x)
(/" Lehrbuch, S. 32)

Ubliche Variablen-
bezeichnung herstellen

D, und W, bestimmen

Prifen, ob f eine umkehrbar eindeutige Zuordnung darstellt.
Wenn nicht, dann Eineindeutigkeit durch geeignete
Einschrénkung/Aufteilung von D, herzustellen versuchen.
Gleichung y = f(x) nach x auflésen; man erhélt x = f™(y), die
Umkehrfunktion von f.

Bezeichnung y und x formal vertauschen; man erhélty = f7(x).
EsistD,, =W, und W, =D,



Merkzettel MA 7:
Funktionen umkehren/ Umkehrfunktion bzw. inver se Funktion bilden

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.

» Ausgangsfunktionsgleichung |— D, und W, bestimmen
y =f(x) —  Prifen, ob f eine umkehrbar eindeutige Zuordnung darstellt.
(/" Lehrbuch, S. 32) Wenn nicht, dann Eineindeutigkeit durch geeignete

Einschrénkung/Aufteilung von D, herzustellen versuchen.
—  Gleichungy = f(x) nach x auflésen; man erhalt x = f7(y), die
Umkehrfunktion von f.

+ Ubliche Variablen- —  Bezeichnung y und x formal vertauschen; man erhéty = f(x).
bezeichnung herstellen EsistD,, =W, und W, =D,




Merkzettel MB 1: ﬁ
Bildungsvor schriften fir Zahlenfolgen angeben/aufschreiben

rekursiv Gleichung angeben, welche die Berechnung eines beliebigen Folgegliedes g, , aus dem
Vorgénger g_unter Kenntnis des Anfangsgliedes a, gestattet.

explizit Gleichung fur das allgemeine Glied g, der Zahlenfolge angeben, welche die
Berechnung eines beliegigen Folgengliedes in Abhanggkeit von der Platznummer n
gestattet.




Merkzettel MB 2: '@
Prtfen, ob eine arithmetische oder geometrische Zahlenfolge vor liegt

Differenz d | Quotient q
mehrerer Paare aufeinander folgender Glieder g, , und a_bilden. Ergibt sich stets
der gleiche Wert d, | der gleiche Wert q,
so kann es sich um eine
arithmetische Zahlenfolge, | geometrische Zahlenfolge,

handeln.

Um zu einer sicheren Aussage zu gelangen, ist — falls durchfiihrbar — eine Untersuchung aller Paare (fur
endliche Zahlenfolgen) bzw. ein allgemeiner Beweis erforderlich.



Merkzettel MB 3: @
Bildungsvor schriften fr spezielle Zahlenfolgen angeben/er mitteln

Bildungsvorschriften angeben, wenn Zahlenfolgen al's arithmetisch bzw. geometrisch erkannt wurden:

| arithmetische Zahlenfolgen (n 0 N*) | geometrische Zahlenfolgen (n O N*)

rekursiv a,,=a+da=c a,,=8,-Ga=c
explizit a,=a+(n-1)-d a,=a-q"



Merkzettel MB 4: '@
Zahlenfolgen auf M onotonie untersuchen

Bilde die Differenz a,,,—a, (h=1,nON).
(a,) monoton wachsend Prife, ob a,,,—a,20 furalen.

(a,) monoton fallend Prife, ob a,,,—a,<0 furalen.

Bilde die Differenz a,,,—a, (n=1,nON).

(a) streng monoton wachsend | Prife, ob a,,,—a,>0 furalen.

(a) streng monoton fallend Priife,ob a,,,—a,<0 firalen.
speziell:
arithmetische Zahlenfolge geometrische Zahlenfolge
a>0undq>1
streng monoton wachsend d>0 oder

a,<0und0<qg<1

a>0und0<qg<1
streng monoton fallend d<o0 oder
a<0undqgq>1




Merkzettel MB 5: l@
Zahlenfolgen auf Beschranktheit untersuchen

Suche reelle Zahlen s mit der Eigenschaft:
(a,) nach oben beschr &nkt a,<s furalen (sist eine obere Schranke von (a,))

(a) nach unten beschrénkt |[a =>s furalen (sist eine untere Schranke von (a,))



Merkzettel MB 6:
Partialsummen von Zahlenfolgen bilden

Zahlenfolge (a) = (a; &, &, ... &)

Partialsumme Bildung der Partialsumme
S S =8

S S=at8a

S S=atata

S STatagtat..+g

Partialsummenfolge (s)=s;S:S; .S,

$= &

n
k=

iy

™



Merkzettel MB 7: '[ﬁ
Partialsummen einer arithmetischen Zahlenfolge bestimmen

n(n-1) [

Bilde:sn:i a+k-1)M=nly+ >
k=1

(/" Lehrbuch, Satz B 2)



Merkzettel MB 8: '@
Partialsummen einer geometrischen Zahlenfolge bestimmen

n qn _1
Bilde: s, = z alhy'=al =l

k=1

(@#1)

(/" Lehrbuch, Satz B 4)



Merkzettel MB 9: Iﬁ
Untersuchen, ob eine Zahl g Grenzwert einer gegebenen Zahlenfolge (a,) ist

Weg 1:
(1) Bilde: |a,—d|
2 Zeige: |a,—g| <€ firjedes(noch sokleine) € >0 fur fastallen (. Lehrbuch, S. 56, Ful3note).

Weg 2:
Zeige, dass die Zahlenfolge (a, — g) eine Nullfolge (. Lehrbuch, Abschnitt B 2.2) ist!



Merkzettel MB 10:
Grenzwerte von Zahlenfolgen mithilfe der Grenzwertsatze bestimmen (Grundstrategie)

(1) Versuche, die Zahlenfolgen in eine Summe, eine Differenz, ein Produkt oder einen Quotienten
(einfacherer) Zahlenfolgen zu zerlegen.

(2) Prife, ob die Grenzwerte der einzelnen Folgen existieren!
(3) Wende die Grenzwertsétze an! (/" Lehrbuch, S. 60/61)

Zusatz.

Liegt ein Quotient zweier Folgen vor, ist es oft notwendig und zweckmafig, zunéchst die hochste im Nenner
vorkommende Potenz von n im Z&hler und Nenner auszuklammern, zu kiirzen und dann die Grenzwertsétze
anzuwenden.



Merkzettel MB 11:

Spezielle Reihen auf Konvergenz unter suchen

(1) Arithmetische Reihen:

Y G+ k-1
k=1
(2) Geometrische Reihen:

> a-q”

00
k=1

stets diver gent (. Lehrbuch, S. 64)

Konvergenzverhalten ist von q abhangig.
(/" Lehrbuch, S. 64):

* |gl= 1: Reiheist divergent.
* |g| < 1: Reiheist konvergent..



Merkzettel MB 12: '@
Summe einer geometrischen Reihe ermitteln

Geometrische Reihe:

> a-at gl <1
k=1 o | | o
Fir die Summe s der Reihen gilt: s= 1Tq



Merkzettel MC 1: '@
Funktionen auf M onotonie/M onotoniever halten unter suchen

Weg 1. (/" Lehrbuch, Abschnitt C 1)

Beliebige x,, x, 0 D, wahlen und die entsprechenden Funktionswerte f(x,) und f(x,)
vergleichen.

monoton wachsend Wenn x, < x,, dann muss gelten: f(x,) < f(x,).

monoton fallend Wenn x, < x,, dann muss gelten: f(x,) = f(x,).

Weg 2: (/" Lehrbuch, Abschnitt D 5.1)

f'(x) bilden
monoton wachsend ff(x)=0 fur allex O D, bzw. x O

monoton fallend f'(x)<0 fur allex O D, bzw. x O

strenge Monotonie statt ,,= / < muss bel Weg (1) und Weg (2) die echte Ungleichheitsbeziehung ,, <"
bzw. ,>" gelten.




Merkzettel MC 2:
Funktionen auf Beschranktheit untersuchen

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.
« f ist nach oben beschr &nkt Esist zu untersuchen, ob eine Zahl §OR existiert, so dass fur allex O D, gilt:
(/" Lehrbuch, Abschnitt C1) |f(x) <s,

« fist nach unten beschrénkt | Esist zu untersuchen, ob eine Zahl $OR existiert, so dassfur alle x O D, gilt:
(/" Lehrbuch, Abschnitt C1) |f(x) =,



Merkzettel MC 3: -@
Grenzwert einer Funktion an einer Stelle ermitteln

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.

Weg (1): Auf der Grundlage von Definition C3 (. Lehrbuch, S. 69)
e Vermutung Uber méglichen Grenzwert g aufstellen,
¢ beliebige Folgen (x,) mit lim x_ = x, auswéahlen

N—oo

e Zeigen, dassdie Folge (f(x,) —g) Nullfolgeist.

Weg (2): Anwenden der Grenzwertsitze (/* Lehrbuch, Satz C 3)

Wenn f eine zusammengesetzte Funktion ist (Summe, Differenz, Produkt oder Quotient von Funktionen u und v,

dann |&1t sich aus der Kenntnis der Einzelgrenzwerte lim u(x) und lim v(x) auf lim f(x) schlief3en.
X—Xq X—Xq X—Xg

Weg (3): h-Methode
¢ beliebige Folge (h,) auswadhlen, mit limh =0

N—soo

¢ untersuchen, ob unabhangig von (h,): rl}ing f(x,+h)=g
—

Weg (4): Grenzwert einer Funktion fir x gegen x, ermitteln

GTA einsetzen (/* Lehrbuch, Beispiel C 12)



Merkzettel MC 4: '@
Grenzwert einer Funktion fir X —» * e ermitteln

(/" Merkzettel MD 11-13)



Merkzettel MC 5: @
Stetigkeit von Funktionen unter suchen (Grundstrategie)

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Arbeitsschritte:

(1) Feststellen, ob f an der Stelle x, definiert ist; f(x,) bestimmen

(2) Prufen, ob der Grenzwert von f an der Stellex,, also lim f(x), existiert
X —Xq

(3) Vergleichen von Grenzwert und Funktionswert f(x,)

(4) Wenn Ubereinstimmung besteht, dann ist f in x, stetig.



Merkzettel MD 1: '@
Differenzenquotient einer Funktion an einer Stelle berechnen

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.
Differenzenquotient d an der Stelle x, (. Lehrbuch Abschnitt D 1.1):

(1) Berechnef(x,+ h) und f(x,) oder (1) Berechnef(x) und f(x,)

f(xo *+) ~(xo) @ Bildedpo = 100

2) Bilded(h) =
h X~=Xp



Merkzettel MD 2: '@
Ableitung einer Funktion tber den Differenzenquotienten bilden

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben.
Ableitung f' an der Stelle x, (/* Lehrbuch Abschnitt D 1.1):

(1) Ermittle den Differenzenquotienten d(h) an (1) Ermittle den Differenzenquotienten d(x) an
der Stellex, (/* MD 1) der Stellex, (/* MD 1)
(2) Berechneden Grenzwert von d(h) fir h - 0: (2) Berechne den Grenzwert von d(x) fur x — X,
i fxg +h) —f(xg) _ & - fx) —f(x0) — ¢
r|1| IT(]) — f'(x,) XI i r‘)r(10 x| f'(x,)



Merkzettel MD 3: Ll
Gleichung der Tangente in einem Punkt an einen Funktionsgraphen aufstellen

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben. Die Gleichung der Tangente im Punkt P,(X,; y,) an
den Graphen von f ist aufzustellen (. Lehrbuch, S. 84).

(1) Ableitung f' der Funktion f bilden: y' = f'(x)

(2) Wert der Ableitung f' an der Stelle x,, also den Anstieg m von f in P, berechnen: m = tan a = f'(x,)

(3) Gleichungder TangenteinP,:y =f'(x,) - (x —x,) + f(x,) (auch /* MG 8)



Merkzettel MD 4:

=

Ableitungen von Funktionen mithilfe von Ableitungsregeln er mitteln
(1) Allgemeine Regeln (// Lehrbuch, Abschnitt D 2)

Konstantenregel
Faktorregel
Potenzregel
Summenregel
Produktregel

Quotientenregel

Kettenregel

Umkehrregel

Wenn f(x) =c, dannf'(x) =0
Wenn f(x) = k [h(x) , dann f'(x) = k ' (x)
Wenn f(x) = x", dann f'(x) = n k" (nOZ bzw. fir x> 0n OR)
Wenn f(x) = u(x) + v(x) , dann f'(x) = u'(x) + v'(x)
Wenn f(x) = u(x) - v(x) , dann f'(x) = u'(x) - v(x) + v'(x) - u(x)
_ UK ) = U -v () uix)
Wenn f(x) = W , dannf'(x) = (v(x))2

Wenn f(x) = u(x) o v(x) , dann f'(x) = v'(u(x)) C'(x)

Wenn f(y) die Umkehrfunktion von f(x) ist, dann (f™(y))' = f—%—)
X

(2) Spezielle Regeln (. Lehrbuch, Abschnitt D 3)

Funktion Ableitungsfunktion
f(x) = d, a>0 ffx)=d -Ina
f(x) =€ ffix)=¢€
1

f(x) =log. X, a>0; azl f'(x) =
() = log, x (=~

1
f(x) =log, x = Inx f'(x) = =

X
f(x) =sinx f'(X) = cos x
f(x) = cos x f'(X) =—sinx




Merkzettel MD 5:
Grenzwert fur den Quotienten zweier Funktionen bestimmen,

wenn Grenzwertsitze zu 0/0 oder oo/oo fllhren
u(x)

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichungy = f(x) = ﬂ gegeben.
V(X

Wenn ... dann

lim u) = lim v

(1) u(x,) =Vv(x,) =0sowie V'(x)#0
X=X V(X)  x=x V'(X)

(in einer Umgebung von X,)

(2 limux) = lim v(x) =0 sowie V'(x)#0 lim ux) lim )
X~ %00 X~ %00 x—te V(X)  x-e V'(X)
(3) limu(x) = lim v(x) = sowie v'(x)#0 lim ux) lim )
X =Xg X =Xg x-Xg V(X)  x-x V'(X)
(4 lim ux) = lim v(x) =% sowie V'(x) Z0 lim ux) lim )
X~ %00 X~ %00 x—te V(X)  x-e V'(X)
(immer unter der Voraussetzung, dass w9 existiert)

V(%)

T



Merkzettel MD 6:

Ableitungsbegriff / Ableitungen geometrisch oder praktisch interpretieren @

Wichtigste Grundvor stellung vom Ableitungsbegriff:

+ Ableitung als lokale Anderungsrate, genauer: als Grenzwert der mittleren Anderungsraten
(Differenzenquotienten) von Grof3en an der betreffenden Stelle.
Beispiel: Momentangeschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt als |okale (momentane)
Anderungsrate des zuriickgelegten Wegs in Bezug auf die Zeit.

Geometrische Interpretation des Ableitungsbegriffs:

» Ableitung a's Steigung der Tangente an den Graphen der betreffenden Funktion (kurz: Steigung des

Funktionsgraphen) an der betreffenden Stelle.

Bedeutet f(x)

dann bedeutet f'(x) = %Ez()

» dieOrdinate eines Punktes auf dem Graphen einer
differenzierbaren Funktion mit der Abszisse x,

» denvom Start bis zum Zeitpunkt x zurtickgel egten
Weg,

+ die Einkommensteuer beim zu versteuernden
Einkommen x,

» dasVolumen eines Korpers bis zur Hohe X,

X

. daslntegralj g(u)du
a

einer Funktion g im Intervall (a; x),

» die Steigung der Tangente bzw. Steigung des
Funktionsgraphen in diesem Punkt;

» die Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt;
» den Grenzsteuersatz (, Steuer fur die letzte
Mark") bei diesem Einkommen;

» den Querschnitt des Kérpersin dieser Hohe;

» den Funktionswert g(x).



Merkzettel MD 7: -@
Lokale Extremstellen einer Funktion ermitteln

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Weg (1): Vorzeichenwechsel-(VZW-)Kriterium anwenden (/ Lehrbuch, S. 116):

Wenn f'(x.) = 0 und an der Stelle x, ein

*  (+/9)-VZW von f'(x) erfolgt, dann liegt lokales M aximum vor.

*  (H4)-VZW von f'(x) erfolgt, dann liegt lokales Minimum vor.

Arbeitsschritte:

(1) f'(x) berechnen

(2) Stellen x, ermitteln, fur die f'(x.) =0 gilt

(3) Vorzeichen der 1. Ableitung fir Argumente x < x. und fir Argumente x > x. ermitteln
(4) VZW-Kriterium zur Entscheidung anwenden

Weg (2): Verhalten der 1. und 2. Ableitung von f untersuchen (. Lehrbuch, Satz D 21):
Wenn f'(x.) =0 und an der Stelle x,

o f"(x) <0 gilt, dannist x, eine lokale Maximumstelle;

« f"(x) >0 gilt, dannist x, eine lokale Minimumstelle.

Arbeitsschritte:

(1) f'(x) berechnen

(2) Stellen x, ermitteln, fur die f'(x.) =0 gilt

(3) Vorzeichen der 2. Ableitung an der Stelle x, ermitteln

(4) obiges Kriterium zur Entscheidung anwenden



Merkzettel MD 8:
Krummungsver halten einer Funktion / eines Funktionsgraphen untersuchen l@

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

 fheltinl rechtsgekrimmt, wenn f”(x) <0.
 fheltinl linksgekrimmt, wenn f"(x) > 0. (/" Lehrbuch, Definition D 4)

Arbeitschritte:

(1) 2. Ableitung bilden

(2) Vorzeichen der 2. Ableitung fir x 01 untersuchen
(3) obiges Kriterium anwenden



Merkzettel MD O: Ll
Wendestellen einer Funktion ermitteln

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Weg (1): Vorzeichenwechselkriterium (VZW) auf 2. Ableitung anwenden (/" Lehrbuch, S. 122)
Wenn f"(x,) =0 und an der Stelle x,, eine (+/-)- oder (-/+)-VZW von f"(x) erfolgt, dann ist x,, eine
Wendestelle von f.

Arbeitschritte:

(1) f"(x) berechnen

(2) Stellenx,, ermitteln, fur die f"(x,) =0 gilt

(3) Vorzeichen der 2. Ableitung fir Argumente x <x,, und x> X, ermitteln

(4) VZW-Kriterium zur Entscheidung anwenden

Weg (2): Gilt f"(x,) = 0 und " (x,) # 0, soist x,, Wendestelle von f. (/" Lehrbuch, Satz D 23)
Arbeitsschritte:

(1) f"(x) berechnen

(2) Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen

(3) Vorzeichen der 3. Ableitung an diesen Stellen analysieren

(4) Obiges Kriterium anwenden

Gilt aulerdem f'(x,,) = O, so hat f in x,, einen Sattel punkt, Terrassenpunkt oder Horizontalwendepunkt.



Merkzettel MD 10:
Gleichungen der Wendetangenten aufstellen

Die Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Arbeitsschritte:

(1) Wendestellen x,, von f ermitteln (/ MD9)
(2) Anstieg m=f'(x,) desGraphenin den Wendestellen berechnen

(3) Gleichung der Wendetangenten entsprechend ./ MD 3 aufstellen: y=m-x +n



Merkzettel MD 11: -@
Verhalten einer ganzrationalen Funktion im Unendlichen untersuchen

Eine Funktion sei durch ihre Gleichung y =f(x) =ax" + ... + a - X + &, gegeben

Grad des Funktionspolynoms n
gerade ungerade
lim f(x) =+ o lim f(x) =—oo lim f(x)= * o lim f(x) =+ oo
X — Foo X — Foo X — Foo X — +00

a,>0 a,<0 a>0 a,<0



Merkzettel MD 12: '@
Verhalten einer gebrochenrationalen Funktion im Unendlichen untersuchen

n
a X" +..+ax+a,

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(x) = 4. = gegeben.

V) b x™ +...+bx+b,

e Gradnvonu<Grad |Firx - + oo gehtf(x) gegen 0. Die x-Achse ist Asymptote des Graphen von f.
mvon v

* N=m Klammere x" = x™ in u(x) bzw. v(x) aus und bilde den Grenzwert g fir x — + co.
Fir x — £ o0 geht f(X) gegeng = s—” . Die Gerade y = g ist (eine waagerechte)
m
Asymptote des Graphen von f.
e Nn>m Durch Polynomdivision (. Lehrbuch, S. 16) u(x) : v(x) die Funktionsgleichung

von f in einen ganzrationalen Teil g(x) und einen echt gebrochenen rationalen
Tell r(x) aufspalten: f(x) = u(x) : v(x) = g(x) + r(x)

Fir x — £ oo geht f(x) gegen g(x). Der Graph von f néhert sich asymptotisch
dem Graphen von g.

In Abhangigkeit vom Verlauf von g gilt:

lim M =
o V()

+o00 oder —o oder o oder Foo




Merkzettel MD 13: '@
Verhalten einer nichtrationalen Funktion im Unendlichen unter suchen

Weg (2):

e Vermutung zum Verhalten im Unendlichen durch Darstellung des Graphen (ggf. mit GTA) gewinnen
oder (wenn mdglich)

*  Funktionsterm umformen / aufspalten, so dass Grenzwertsétze anwendbar

Weg (2):
Regel von de |’ Hospital anwenden bzw. mit Computeral gebraprogramm arbeiten

Soezielle Grenzwerte:

[im e =o lime=0

X — 00 X —»— 00
[ime*=0 lim e =

X - 00 X 5 — 00
limlnx=o0 lim Inx=—o

X — 00 X0



Merkzettel MD 14:

el

Unstetigkeitsstellen von gebrochenrationalen Funktionen analysieren

u(x)

Die gebrochenrationale Funktion f sei durch ihre Gleichung f(x) = —— gegeben.

Polstellen
(/" Lehrbuch, S. 18/19, 126/127)
(nicht hebbare Unstetigkeitstellen)

bei x,, wenn v(x,) =0 und u(x,) #0

Arbeitsschritte:

(1) Nullstellen x, des Nennerpolynoms ermitteln

(2) Prufen, ob das Z&hlerpolynom an den Stellen x,
ungleich Oist

Polasymptote(n) x =X,

Esgilt; lim [f(x)] = o
X-X0

V(%)

Ltcken
(/" MA 4 und Lehrbuch, S. 18/19, 128)
(hebbare Unstetigkeitsstellen)

bei x,, wenn v (x,) # 0 nach folgender Umformung:

f(X): U(X) - (X_XO)m |]'ll(x) — ul(x)

V) (x=xo)" 1, (x) AN

Arbeitsschritte:

(1) Stellen x, ermitteln, die sowohl (m-fache)
Nullstellen der Z&hlerpolynoms u(x) als auch des
Nennerpolynomss v(x) sind

(2) Kirzen des Funktionsterms mit (x —x,)" und
prufen, ob v, (x,) # 0

lim f(x) = (%o
X=XQ Vi\Xg



Merkzettel MD 15: '@
Unstetigkeitsstellen von nichtrationalen Funktionen analysieren

Die nichtrationale Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(X) gegeben.

Polstellen Lucken
Analysieren, fir welche x, gilt: Analysieren, an welchen Stellen x, die Funktion nicht
. _ definiert ist, obwohl lim f(x) existiert.
lim [f(X)| = o oder — X=X
X-X0
Gegebenenfalls dazu Graphen von f mit GTA Gegebenenfalls dazu Graphen von f mit GTA

zeichnen zeichnen



Merkzettel MD 16: '@
Vollstdndige Funktionsunter suchung / Kurvendiskussion durchfiihren

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y = f(X) gegeben.

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Abschnitt D 5.6)

(1) Bestimmen des (groRtmdglichen) Definitionsbereichs

(2) Untersuchen auf Symmetrieeigenschaften (/* MA 2)

(3) Untersuchen des Verhatensim Unendlichen (Ermitteln der Asymptoten) (/* MD 11-13)
(4) Untersuchen auf Stetigkeit / Unstetigkeit (/7 MA 4, MD 14)

(5) Bestimmen der Nullstellen (/* MA 1)

(6) Ermitteln der Schnittpunkte mit der y-Achse

(7) Berechnen der lokalen Extrempunkte (. MD 7)

(8) Ermitteln der Wendepunkte, ggf. auch der Wendetangenten (. MD 9, MD 10)

(9) Zeichnen des Graphen



Merkzettel MD 17: @
Ortskurven (z. B. der Extrem- oder Wendepunkte einer Kurvenschar) aufstellen

Eine Funktionen-/Graphenschar (/7 Lehrbuch, Abschnitt A 6) sei durch ihre Gleichung / Gleichungsschar
y = f4(x) gegeben.

Mdogliche Schrittfolge fur das Aufstellen der Gleichung einer Ortskurve fir die Maximumpunkte (.~ MD 7)
der Graphenschar:

(1) y =fi(x) undy” =f,"(x) bilden

(2) Koordinaten des Maximumpunktes in Abhangigkeit vom Scharparameter a bestimmen: Max(x(a); y(a))

(3) x(a) nach a aufldsen; man erhdlt a= a(x)

(4a) Iny(a) die Variable adurch a(x) ersetzen; man erhdlt y = m(x) als Gleichung der Ortskurve der
Maximumpunkte

oder

(4b) In y =f(x) dieVariable adurch a(x) ersetzen



Merkzettel MD 18: Iﬁ
Extremwertprobleme lsen (Schrittfolge)

Die Losungswege fir (praktische) Extremwertprobleme kénnen sich in Abhangigkeit von der konkreten
Situation wesentlich unterscheiden. Nachfolgend wird nur eine mégliche —in vielen Féllen nutzbare —
Schrittfolge angegeben. (. Lehrbuch, Abschnitt F 3)

1)
@

3)
(4)

()
(6)

Aufgabensachverhalt analysieren; ggf. durch Skizze veranschaulichen

Zielfunktion z = f(x,, X,, ..., X,) aufstellen, in der z die Grof3e ist, welche einen Extremwert annehmen
soll. Es kdnnen mehrere (n) unabhangige Variable x; auftreten.

Nebenbedingungen ermitteln / aufschreiben, d. h., sich aus dem Sachverhalt ergebende Zusammenhénge
zwischen den x; bestimmen

Unter Nutzung der Nebenbedingungen (Substitution) die Zielfunktion z al's Funktion (genau) einer
unabhéngigen Variablen x schreiben

Definitionsbereich von z = z(x) sinnvoll (d. h. dem Sachverhalt entsprechend) festlegen
1. und 2. Ableitung von z = z(x) bilden

(7)/(8) Lokale/ globale Extremavon z = z(x) berechnen (/ Merkzettel MD 7)

(9)

Rechnerisch erhaltenen Wert x, mit Bezug auf den Sachverhalt interpretieren / Uberprifen; unter

Verwendung der Nebenbedingungen die entsprechenden Werte der anderen Variablen sowie den

Extremwert von z berechnen.



Merkzettel ME 1:
Unbestimmte Integrale Uber Umkehrung der Differentation ermitteln l@

D

2

3

Funktionsterm so umformen, dass die
Summen-, Faktor- bzw. Potenzregel
angewendet werden kann

(/" Lehrbuch, Abschnitt E 1.2)

Integrationsregeln anwenden;
Grundintegral e beachten;
Integrationskonstante C anfiigen

Probe durch Differentiation durchftihren

Summenr egel j [F(x) + g(x)] dx = j f(x) dx + j g(x) dx
Faktorregel j K -f(x) dx = kj £(x) dx

Potenzr egel qu dx = qilx‘”ﬂc (q#-1)
+

j f(x) dx = F(x) + C

F() =1(x)



Merkzettel ME 2:
Bestimmte | ntegrale mittels Ober - und Unter summen berechnen

@

(2

3

(4)

©)

Integrationsintervall [a; b] in n gleich lange
Teilintervalle zerlegen (. Lehrbuch, Abschnitt E 2.1)

Den gréften bzw. den kleinsten Funktionswert in jedem
Teilintervall bestimmen

Obere und untere Rechtecksumme berechnen

Grenzwerte (/7 MC 3) der Ober- bzw. der
Unter summe bilden und auf Ubereinstimmung priifen

Den gemeinsamen Grenzwert als bestimmtes Integral
Uber [& b] interpretieren

AX = b;a
n

f(xi) bzw.
n

5= 2 f(x) - Ax;
i=1

lims =g;

n—eo

b

j f(x) dx =g

a

f(x;)

S = zn:f(x.) AX
i=1

limS =g



Merkzettel ME 3:
Bestimmte I ntegrale mittels Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ermitteln

(1) Eine Stammfunktion F(x) des Integranden f(x)
ermitteln

j £(x) dx = F(X)

(2) Werte der Stammfunktion F(x) an der oberen und F(b) und F(a)
unteren Grenze des bestimmten Integrals ermitteln

(3) Differenz bilden F(b) — F(a)

(4) Differenz als Wert des bestimmten Integrals ?

interpretieren (. Lehrbuch, Satz E 10) _[ () dx =[F(x)]; = F(b) - F(@

a




Merkzettel ME 4.
Inhalt der Flache unter dem Graphen einer Funktion berechnen '@

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.
(1) Nullstellen der Integrandenfunktion f berechnen fx)=0—->x, a<x,<b

und Uberprifen, ob (die) Nullstellenim
Integrationsintervall [a; b] liegen

Xi+1
(2) Die bestimmten Integrale von f zwischen zwel A= J f(x) dx| bzw.
benachbarten Nullstellen x; bzw. zwischen der Xi
jeweils vorgegebenen Integrationsgrenze und der % b
benachbarten Nullstelle berechnen _ J‘ CA = J‘
(. Lehrbuch, Abschnitt E 4.2, S. 161-164) Ac=l) 10 o s A=) 100 dxl
a Xp-1

(3) Summe der Betrége der bestimmten Integrale bilden |A=A,+A,+ ...+ A,



Merkzettel ME 5:
Inhalt der Flache zwischen den Graphen zweier Funktionen berechnen @

Die Funktionen f und g seien durch ihre Gleichungen y =f(x) und y =g(x) gegeben.

(1) Abszissen der Schnittpunkte der Graphen von f und g ermitteln [ f(x) = g(X) = X;; X,; ...; X

n

X2

(2) Bestimmte Integrale aus der Differenzfunktion f — g A= j [f(x) —o(x)] dx|
zwischen je zwei benachbarten Schnittpunkts-Abszissenwerten X1
berechnen X3

(/" Lehrbuch, Abschnitt E 4.2, S. 164-167) A= J [f(x) — g()] dx|
X2

(3) Summe der Betrége dieser bestimmten Integrale berechnen A=A +A+..+A

n



Merkzettel ME 6: '@
Unbestimmte Integrale durch partielle Integration ermitteln

D

2

©)

(4)

Verfahren der partiellen Integration anwenden, wenn der
Integrand als ein Produkt von Funktionen aufgefasst
werden kann, von denen der eine Faktor (u(x)))
differenziert und der zweite (v’(x)) integriert werden kann
(/" Lehrbuch, Abschnitt E 5.3)

Faktor u(x) differenzieren; Faktor v’(x) integrieren

Produkt der Funktionen u(x) und v(x) bilden, das
Restintegral berechnen und entsprechend nebenstehender
Formel zusammenfassen

Gegebenenfalls das Verfahren zur Berechnung des
Restintegrals wiederholen

J u(x) - v'(x) dx

V'(X) = - Vv(X) =

u(x) = > U(x) =

= u(x) - v(x) — J u'(x) - v(x) dx



Merkzettel ME 7:
Unbestimmte I ntegrale durch linear e Substitution er mitteln @

(1) Verfahren der linearen Substitution anwenden, J v(mx + n) dx
wenn der Integrand eine verkettete Funktion mit
einer linearen Funktion z alsinnerer Funktion ist
(/" Lehrbuch, Abschnitt E 5.1)

(2) Substitution vornehmen Z=mx+n; dx=—-dz

1
m

1 1
(3) Erhaltenes Integral berechnen und J v(mx +n)dx = — J v(z)dz= —F(mx+n)+C
Rucksubstitution vornehmen m m

Alternative:
Sofort Satz E 12 (. Lehrbuch, S. 168) anwenden.



Merkzettel ME 8:

Unbestimmte I ntegrale durch nichtlinear e Substitution ermitteln l@

(1) Verfahren anwenden, wenn der Integrand das
Produkt aus einer verketteten Funktion und der
Ableitung ihrer inneren Funktion ist

Weg 1.
(2) Sofort Formel . Lehrbuch, Satz E 13 anwenden
Weg 2:

dz

(2) Substitution vornehmen: z = u(x); dx = T
u'(x

(3) Entstehendes Integral Jv(z) dz berechnen und

Riicksubstitution vornehmen

jv(u(x)) U (%) dx

jv(u(x)) U (X) dx = V(X)) +C

Jv(u(x))~u‘ (x) dx = Jv(z) -u (x)%

= Jv(z) dz



Merkzettel ME 9:

Unbestimmte I ntegrale durch Partialbruchzerlegung er mitteln

1)

2

3)

(4)

()

Verfahren der Partialbruchzerlegung anwenden,
wenn der Integrand eine gebrochenrationale Funktion
ist (/ Lehrbuch, Abschnitt E 5.4)

Liegt eine echt gebrochenrationale I ntegranden-
funktion (n < m) vor, diesein eine Summe von
Partialbriichen zerlegen. Dazu die Nullstellen der
Nennerfunktion v berechnen und v(x) entsprechend
(/" Lehrbuch, Satz A 1), als Produkt schreiben.
(Der Losungsansatz fir die Partialbruchzerlegung ist
davon abhéngig, ob die Nennerfunktion einfache
oder mehrfache, reelle oder komplexe Nullstellen
besitzt.)

Zahler A, der Zerlegung bestimmen (. Lehrbuch,
Beispiel E 29)

Partial briiche summandenweise integrieren

Liegt eine unecht gebrochenrationale Funktion f
(n>m) vor, diese vor der Partialbruchzerlegung
durch Partialdivision (/* Lehrbuch, S. 16) in eine
ganzrational e und eine echt gebrochenrationale
Funktion zerlegen. Auf den echt gebrochenrationalen
Summanden die Partialbruchzerlegung anwenden.

T

n
apX" .. taX+ay o

fioe

Fur jede einfache reelle Nullstelle x, der
Nennerfunktion ein Glied der Form

m
bx™" +...+b;x+by

X=X

in den L ésungsansatz aufnehmen.

W) o A, Ag
v(X) T X=Xp,
(Die hier als Beispiel angegebene Zerlegung gilt fur

den Fall, dass v genau m einfache, reelle Nullstellen
besitzt.)

X=Xy

J de:j AL dx+...+J Am gy
v(x) X=X, X=Xm
60 =909 + 00

1



Merkzettel ME 10: '@
Uneigentliche I ntegrale mit unbeschranktem I ntegrationsintervall berechnen

o b o
Zu berechnen sind die Integrale jf(x) dx, jf(x) dx und jf(x) dx (/" Lehrbuch, Abschnitt E 6.3).
a

—oco —oco

Arbeitsschritte:

b
b
(1) Integral fur ein endliches Integrationsintervall Jf(x) dx = [F(x)]a
berechnen a
b b
(2) Grenzwert fur die jeweilige unbeschrankte bIim Jf(x) dx=  oder lim | f(x)dx=
—>oo a——oo
a

I ntegr ationsgr enze berechnen a

b
oder  lim jf(x)dx:
a—>—oo
b—o @
(3) Existiert ein Grenzwert g, so ist g der Wert des

oo b
uneigentlichen Integrals mit unbeschranktem Jf(x) dx= lim Jf(x) dx=g
Integrationsintervall a a




Merkzettel ME 11: @
Uneigentliche I ntegrale mit unbeschranktem I ntegranden berechnen

Die Funktion f mit der Gleichung y = f(x) moge im Integrationsintervall eine Polstelle x besitzen
(/" Lehrbuch, Abschnitt E 6.3).

Arbeitsschritte:

D
(2

3

(4)

©)

Polstelle im Integrationsintervall [a; b] berechnen

Integrationsgrenzen rechtsseitig und linksseitig der
Polstelle anndhern

Integrale berechnen

Grenzwerte berechnen

Summe der Grenzwerte bilden

Polstellex, =cmit a<c<b

CJ‘Ef(x) dx und Tf(x) dx

c+d

c-¢ b

li f(x)d d i f(x)d

im (x) dx un slﬁ]o Js(x) X
c+

e—>+0
a

b c—¢ b
jf(x) dc= lim jf(x) b + lim jf(x) dx
a a c+d



Merkzettel MF 1: I@

Lineare Naherungsfunktion fur eine Funktion ermitteln
Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Aufstellen der Gleichung fur einelineare e Voraussetzung:
Naherungsfunktion (. Lehrbuch, S. 180) Zwei Stutzstellen x, und x, mit den Stitzwerten
f(x,) und f(x,) sind bekannt.

o Bestimmen der Koeffizienten aund b in der
Néherungsfunktion f*(x) =ax + b durch Losen des
Gleichungssystems

f(x)=ax,+b

f(x) = ax,+b



Merkzettel MF 2;

I nter polationspolynom/N&her ungspolynom fur eine Funktion ermitteln l@

Eine Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Aufstellen der Gleichung fir das
Interpolationspolynom p
(/" Lehrbuch, Beispiel F 1 und S. 181/182)

e Voraussetzung:

(n + 1) Stutzstellen x, mit den zugehérigen Stitzwerten f(x,)
sind bekannt.

Polynomansatz

p(x) =ax"+a,_x" +..+ax+a

Bestimmen der Koeffizienten a, a, ... 8, durch Ldsen des
aus (n + 1) Gleichungen bestehenden linearen
Gleichungssystems:

1

1

f(x)=ax,+a_x ‘+..+ax, +a,
f(x)=ax"+a_x""+..+ax, +a,
1.‘(xn) =ax"+a_x"'+..+ax +a,



Merkzettel MF 3:

Ganzrationale Funktion an der Stelle 0 nach TAYLOR entwickeln

Die ganzrationale Funktion f mit der Gleichung y =f(x) sei gegeben.

f(x)=a,+ax+ax +..+ax" istander
Stelle x, =0 nach TAYLOR zu entwickeln
(/" Lehrbuch, Beispiele F5, F 6)

Arbeitsschritte:
Ableitungen f/(x), f”(x) f(x), ..., f”(x) bilden

D

2
3)

(/ MD 4)

T

£(0), /(0), ¥(0), f(0), ..., f(0) ermitteln

Gleichung fur das n-te TAyLORsche Polynom von f
nach Satz F 3 (. Lehrbuch, S. 184) aufstellen:

T 00 =10+ 0 s

0)

'X2

+..+

20

n

e



Merkzettel MF 4:
Ganzrationale Funktion an einer beliebigen Stelle nach TAYLOR entwickeln l@

Die ganzrationale Funktion f mit der Gleichung y =f(x) sei gegeben.

f(x)=a,+ax+ax +..+ax" istan |Arbeitsschritte:
einer beliebigen Stelle x, nach (1) Ableitungen (x), f(x), f”/(x), ..., f”(x) bilden
TAYLOR zu entwickeln (/ MD 4)
(/" Lehrbuch, Beispiele F 5, F 6)
() f(x), F'(x), T (X)), F7(X), ..., f2(x.) ermitteln
(3) Gleichungfiur dasn-te TAyLorsche Polynom von f nach
Satz F 3 (/" Lehrbuch, S. 184) aufstellen:

T.(x) =f(x,) + @ (X =X%,) + @ . (X_Xo)2 + .+
(n)
%) rix(’) XX

(4) TAyLOR-Polynom ggf. umformen/vereinfachen



Merkzettel MF 5:

Naherungspolynome fir beliebige Funktionen mithilfe der TAYLORschen For mel

aufstellen

T

Eine beliebige Funktion f sei durch ihre Gleichung y =f(x) gegeben.

Die Funktion f ist an einer Stelle x =X,
nach TAYLOR zu entwickeln
(/" Lehrbuch, Abschnitte F 1.3 und F 1.4)

Arbeitsschritte:

(1) (n+1)-mal differenzierbare Ableitungen
f'(x), f/(x) f(x), ..., {”(x) bestimmen

@) f(x), F(x), F/(%), F7(Xy), ..., £ x.) ermitteln

(3) Gleichung des Naherungspolynomsin der Umgebung von
X, hach Satz F 4 (. Lehrbuch, S. 188) aufstellen:

f(x) =f(x,) + @ (X=X, + @ .(X_XO)2+ L+
(n)
o) xy + R0
(4) Restglied

£ (o +8(x— X )
(n+2)r

R,..() MitR,.,(x) = (X =%

(LAGRANGESChe Form)

(0 < & < 1) abschatzen (. Lehrbuch, S. 189-191);
wenn R, ,(x) fr n — « gegen 0 konvergiert (/* MC 4), ist
f(x) in eine TAYLOR-Reihe entwickelt.



Merkzettel MF 6:
Naherungsfunktion durch lineare Regression ermitteln l@

Fur n Wertepaare (x; y,) (i {1, ..., n}) ist eine lineare Naherungsfunktion y =ax + b zu ermitteln
(/" Lehrbuch, Abschnitt F 1.5)

Gegeben sind die Messwertpaare

X, X X X,

Y: Y, Ys Yn

Arbeitsschritte zur Bestimmung der Koeffizienten aund b (. Lehrbuch, S. 193 und Beispiel F 11)
(1) x’undx, -y, berechnen

n n 2 n n n
) in, (inJ : inz, Zyi, in'Yi berechnen
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(3) Anstieg a ermitteln:

n n n
n'zxi Yi —in 'ZYi
_ = i=1 =1
as n n 2
n-inz—(ZXiJ
i=1 i=1

Absolutglied b ermitteln:

n n n n

inz 'ZYi - :lXi 'in Yi

i=1

— =1 i=1 i

i=1

(4 Wertefiraundbin y=ax +b einsetzen



Merkzettel MF 7:
Ableitung einer Funktion anhand einer Wertetabelle ndherungsweise ermitteln

Zu einer Funktion f mit der Gleichung y = f(x) gehéren folgende Wertepaare:

e | x

i

i-1 i i n-1 Xn
y = f(X) | yO | y1 | | yi—l y| | yi+1 | | yn—l yn
Arbeitsschritte
zum néherungsweisen Ermitteln von f*(x) (/ Lehrbuch, S. 196/197):
Fall 1: , f(xo +h)=f(Xg) _ Y1-Yo rechtsseitiger
Der Abstand h f'(x;) = h i Differenzenquotient
zwischen (/MDY
benachbarten F(x) = foi +h)—f(xi —h) _ Yia—Yia 0<i<n bei dseitiger
x-Werten | 2h 2h Differenzenquotient
(Stutzstellen) ist
konstant. F(x) = fn)=fxn =N) _ Yn=¥Yna linksseitiger

h h Differenzenquotient
Fall 2: o Y1—Yo rechtsseitiger
Die Absténde der x- | T (%9 = X1 —Xo Differenzenquotient
Werte (Stutzstellen)
in der Wertetabelle | | Xiza=Xi Yi—VYiea  Xi—Xia Yia—VYi . beidseitiger
sind nicht kongtant. |F )= Xiq—Xiq X _Xi—1+xi+1_xi—1lxi+1_xi » O<i<n Differenzenquotient

f/(Xn) ~ yn _Yn—l
Xn = Xpa

linksseitiger
Differenzenquotient



Merkzettel MF 8:

Bestimmtes Integral einer Funktion f in einem Intervall ndherungsweise er mitteln

Fir das bestimmte Integral im Intervall [&; b] einer Funktion f mit der Gleichung y =f(x) soll ein
Naher ungswert bestimmt werden (. Lehrbuch, S. 197/199).

Arbeitsschritte:

(1) Fur die Funktion f wird eine Wertetabelle mit hinreichend groRem n € N und konstantem Abstand
h=Ax=x,,—X%;, i €N, zwischen benachbarten Stitzstellen aufgestellt.

X |x0|x1

e |ox x| x| ox

y =f(x) | Yo | Y | Vi | Yi | Vi | | Yo | Ya
(29) B n S,.: Summealler
Rechteckmethode Jf(X)dX = AX- Zyifl = y-Werte der Tabelle
(/" Lehrbuch, a i=1 ohne y-Wert am
S. 198/199) rechten Intervallende
AX - (yo ty, t..+ yn—l) =AX- SRl
oder
) S.,: Summe aller
n
B _ y-Werte der Tabelle
Jf(x)dx = Ax'zyi = ohne y-Wert am
a = linken Intervallende
AX'(y1+y2+ "'+yn)=AX 'SRZ
(2b) B Yo v, Se: SUMMe des
Trapezmethode Jf(X)dX zAX'(7+y1+yz+ +yn,1+7) ersten und letzten
(/" Lehrbuch, a y-Wertes der
S. 198/199) 1 Wertetabelle
=AX - (E * Spana + Swite) Svite: SUMMe aller
y-Werte der Tabelle
auf3er dem ersten und
dem letzten.
(20) B Se: SUMMe des
SiMpsoNsche Regel Jf(X)dX = ersten und letzten
(/" Lehrbuch, a y-Wertes der
S. 198/199) Wertetabelle

Bedingung: Intervall
[& b] wirdin eine
gerade Anzahl von

Teilintervallen geteilt:

n=2k, keN, k>0

AX
=3 (Yot Yat 20y, Yot o+ Y, ) AY, HYst o+ Y, )

AX
= ? ' (SRand +2- Sgerade +4- Sungerade)

Syerace: SUMMe aller
y-Werte mit
geradzahligem Index

Singerace: SUMMe aller
y-Werte mit
ungeradzahligem
Index



Merkzettel MF 9:
Nullstellen einer Funktion mittels des NEwTONschen Verfahrens ndherungsweise
ermitteln

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, S. 199/200):

D

2

3

Anfangsnéherung bestimmen:

Aus einer grafischen Darstellung der Funktion eine hinreichend gute Anfangsnaherung x, fur die zu
ermittelnde Nullstelle x,ablesen. Andere Schétzverfahren sind ebenfalls moglich.

Iterationsformel fir die zu untersuchende Funktion f aufstellen:
=y _ F(x)

X +1 N 7,

i (i)
Schrittweise annghern an x, bis zum Erreichen der Abbruchbedingung:
Mit der Anfangsnaherung x, nach der Iterationsformel die verbesserte Naherung x, berechnen, mit x,

wiederum x, usw. Mit diesen Schritten fortfahren, bis sich die Ziffer an der gewiinschten Stelleim
Néaherungswert nicht mehr andert.

miti eN, i>0,f(x)=0

Divergiert die Folge (x;) oder gibt es eine Division durch O oder ndhert man sich nicht der gewtinschten
Nullstelle, so muss das gesamte Vorgang mit einer verbesserten Anfangsndherung erneut gestartet werden.



Merkzettel MF 10:

T

Volumen von Rotationskor pern berechnen

e Rotation um die x-Achse
(/" Lehrbuch Beispiele F 21, 23):

b b
V= nj (F(x))” dx = nj v dx

Hinweis: Integrationsgrenzen a, b auf der Rotationsachse, hier also der
x-Achse angeben

e Rotation um diey-Achse
(/" Lehrbuch Beispiel F 22):

d
V= nj x? dy
Cc
Arbeitsschritte:
(1) Gleichungy = f(x) nach x auflésen
(x = g(y) ist die Umkehrfunktion zu y = f(x)) und quadrieren.
Hinweis: Eine Veranschaulichung ist ggf. angebracht, um sich eine
Vorstellung von dem entstehenden Rotationskdrper machen zu
konnen.

(2) Integrationsgrenzen auf der y-Achse — so nicht vorgegeben oder
aus dem Sachverhalt zu entnehmen — mittels y = f(x) berechnen:
c=f(a) undd="f(b)

(aund b sind also die Abszissen der zu der begrenzenden Kurve
gehdrenden Punkte mit den Ordinaten ¢ bzw. d)

(3) Integration nachy ausfiihren



Merkzettel F 11:
Ober - bzw. M antelflacheninhalt von Rotationskor pern ber echnen

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, S. 207/208):

(1) Ableitung der Funktion f bilden, deren Graph y =1(x)
rotiert (. MD 4) e

y=1(x)

(2) Im Integranden der Mantelfléchen-Formel 2 _ Y2
(/" Satz F 7) enthaltene Wurzel berechnen und \/1+y ‘/1+ [f (X)]
den Term mdglichst weit vereinfachen

b
(3) Daslntegral berechnen A, = 27‘_[ y - y1+y? dx
a

(4) Bei Oberflachenberechnung gegebenenfalls A=A +A,+A,

Deck- und Grundfl&cheninhalt addieren




Merkzettel MF 12:
Bogenléange eines Kurvenstiicks berechnen

Eine Kurve sei der Graph einer Funktion f mit der Gleichung y = f(x).

Arbeitsschritte:

(1) Ableitungvony =f(x) bilden (. MD 3) und y'=1'(x) = y*=[f'(X)]°
quadrieren

(2) Im Integranden der Bogenlénge-Formel 2 _ V]2
(/" Satz F 6) enthaltene Wurzel berechnen und \/1+y \/1+ [f (X)]
den Term mdglichst weit vereinfachen

(3) Integrationsgrenzen bestimmen; dabei eventuelle
Vereinfachungen durch symmetrisch liegende/
kongruente Kurvenstiicke beachten

b
(4) Integral berechnen s= 2RJ1/1+y'2 dx
a




Merkzettel MF 13: '@
Unter suchen, ob eine Funktion eine Differentialgleichung erfillt

Eine Differentialgleichung vom Grade n und eine Ldsungsfunktion f der Differentialgleichung sind gegeben.
Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiele F 32, F 34a):

(1) Funktion f n-mal differenzieren (. MD 4)

(2) Funktion f und diein der Differentialgleichung enthaltenen Ableitungen auf beiden Seiten der
Differentialgleichung einsetzen

(3) Beide Seiten der Differentialgleichung vereinfachen und zusammengefassen

(4) Stimmen die erhaltenen Ausdriicke auf den beiden Seiten identisch Uberein, soist f eine
Losung der Differentialgleichung/ f erfillt die Differentialgleichung.



Merkzettel MF 14: l@

Anfangswertproblem einer Differentialgleichung I6sen

Eine Differential gleichung n-ten Grades, ihre allgemeine Ldsung f mit n Parametern und n Anfangsbedingungen
an f oder an Ableitungen von f sind bekannt.

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiele F 33, F 34b):

(1) Allgemeine Lésung f in alle n Anfangsbedingungen einsetzen; es entsteht ein Gleichungssystem mit n
Gleichungen (Anfangsbedingungen) und n Unbekannten (Parameter der allgemeinen Lésung).

(2) Gleichungssystem I6sen (. Lehrbuch, Abschnitt G 3); man erhalt Werte fir die n Parameter der allgemeinen
LGsung.

(3) Werte der n Parameter in die allgemeine Losung f einsetzen; man erhélt eine partikulére L 6sung, die die
Differentialgleichung und die n Anfangsbedingungen erfillt.



Merkzettel MF 15:

Differentialgleichungen 1. Ordnung l6sen

Differentialgleichung
der Form

Losungsmethoden (. Lehrbuch, Abschnitt F 5.5)

o' (X) =9g(x) Ldsen durch durch direktes Integrieren (. Lehrbuch, Beispiel F 35)
100 = [g0qax
Hinweis: Bei der Ermittlung des unbestimmten Integrals darf die
Integrationskonstante nicht vergessen werden.
. f(x) = a(x) Losen durch Trennen der Variablen (.7 Lehrbuch, Beispiel F 36):
h(f(x)) Arbeitsschritte:
bzw. (1) Trennen der Variablen: h(y) dy = g(x) dx
fog = 909 (2) Integrieren: [ h(y) dy = [ g(x) dx — H(y) = G(X) + ¢
h
¥ ¢ € R ist der Parameter der allgemeinen Ldsung
bzw. (3) Erhaltene Gleichung umstellen nach y
y' = ﬂ = @
dx h(y)

(trennbare Differential -
gleichung)

e Lineare Differential-
gleichung mit konstanten
Koeffizienten
f'(x) +gf(x) =s
mit q,s€e R

( Beispiel F 37 im Lehrbuch, S 220/221)
Firg=0gilt: y=f(x) =k + sx
Firq=0gilt: y=f(x) = 3 +ke®

k € R ist der Parameter der allgemeinen L6sung

¢ Beliebige Differential-
gleichung 1. Ordnung in
expliziter Darstellung
f'(x) = G(x; f(x)) bzw.
y'=G(x; y) mitder
Anfangsbedingung
Yo =f(x))

Numerische L 6sung nach dem Polygonzugver fahren mit einer Schrittweite von
him Intervall [x,; x] (bzw. [x; X,]) (. Lehrbuch, Abschnitt F 5.6)

Arbeitsschritte:

(1) Schrittweite h festlegen (in Abhangigkeit der zu erreichenden Genauigkeit).
h kann positiv oder auch negativ sein.

(2) Bildungsvorschrift fur eine Folge von Punkten P(x;; y,) im Richtungsfeld
der Differentialgleichung aufstellen:
X=X, +ihund vy, , =y +hG(x;y), i€N, i=0, h=0

(3) Ausden gegebenen Werten x,und y, (Anfangsbedingung!) nach den beiden
Bildungsvorschriften x, und y,, aus diesen dann x,und y, usw. berechnen, bis
x, den Endwert x_ erreicht hat. Die erhaltene Folge der Punkte P(x; v,) ist
eine Néherungsl 6sung der gesuchten Funktion f.

Hinweise:

— Jendher h zur O liegt, desto néher liegen die Punkte P, am Graphen der
Funktion f und desto hoher ist der Rechenaufwand.

—  Derartige Né@herungsl 6sungen lassen sich mithilfe programmierbarer
Taschenrechner bzw. solchen mit Computeral gebrasystem leicht berechnen
und darstellen.



)

Homogene lineare Die Differentialgleichung f"(x) + gf'(x) + rf(x) = 0 ist fir beliebige g, r e R |6sbar.
Differentialgleichung . . . . .
2. Ordnung mit konstanten Vorgehensweise (/ Lehrbuch, Abschnitt F 7, insbes. Beispiel F 39):

K oeffizienten R
DieallgemeineLdsung y =f(x) hangt ab vom Wert des Ausdrucks — —r:
') +q-f(x)+rf(x)=0 4

Merkzettel MF 16:
Differentialgleichungen 2. Ordnung |6sen

mitq, reR
@ o K kx o a, |a°
e Fur = >0gilt: f(x)=c; e +c, e mitk,= ——+,|—-r
4 2\ 4
2 q a
q _ 2X -
2 +cy;x-e2

e Fir " =0gilt: f(x)=c e

2 q
q 2%

e Fir D Ogilt: f(x)=e 2° (c,c0s X + C,SN mX)

2

mit o= r—q—
4

Indlen Félengiltc, c,eR bel.



Merkzettdd MG 1:
Vektoren addieren/ subtrahieren

- a - b
o fiir zwei Vektoren der Ebene | Wenn a = (axj und b = (bxj (/ Lehrbuch, S. 239), dannist
y y
- - (ay b, a, th,
axzb= + = N (/" Lehrbuch, S. 238)
a, by a, b,
aX bX
o fiir zwei \Vektoren im Raum Wenna =|a, [undb=|b, | (/ Lehrbuch, S.239), dannist
aZ bZ
ay b, a, £h,
atb=la, |+|b,|=|a, b, [ (/ Lehrbuch, S.238)
aZ bZ zZ — bZ




Merkzettdd MG 2
Vektoren verviefachen l@

a*) (/ Lehrbuch, S. 239), dannist

-~ (a
o fiir Vektoren der Ebene Wenn a = (
y

a ra -
{a") = (raxj , reR, dasr-fachedesVektorsa (/ Lehrbuch, S. 239).
y

aX
o fir Vektoren im Raum Wenna = a, |, dannist
aZ
X r.aX
rfay, [=|ra, ,reR, dasr-fache des Vektors a.
ra

4 4

- a - b
o fiir zwei Vektoren der Ebene | Wenna = (axj ein Vielfachesvon b = ( X], dann ist

y by
aX bX .
=r , reR, mita =rb, und g =rh,.
ay by
aX bX
o flr zwei Vektorenim Raum | wenna = | a, | einVielfachesvonb = | b, |, dannist
aZ bZ
aX bX
a, |=rby |, reR, mita =rb,a =rb,a=rb,
aZ bZ
Umkehrung: Arbeitsschritte:
Untersuchen, ob_)Z en (1) a=rb
Vielfachesvon b ist
a'X bX
)] a, |=r1|by
a b

(3) Prinzip des Koordinatenvergleichs (/* MG 4) anwenden
—&leichungssystem

() a=r-b
() a=r-b,
1y a,=r-b,

(4) r auseiner der Gleichungen (1) bis (111) ermitteln

(5) Uberpriifen, ob r auch die beiden anderen beiden Gleichungen erfullt

(6) Wennja, soist a dasr-fachevon b.



Merkzettel MG 3: @
Vektoren linear kombinieren / Linearkombination von Vektoren aufstellen

¢ Linearkombination von Wenna,, a,, ..., a, Vektorenundr,, r,, ..., 1, €R, soiist
Vektoren herstellen - - - -
b=ra, +tra,+..+ra, bzw.
by a, a, an,
by =1 ay, |+h|ay [+..4+1y) &y (/" Lehrbuch, Definition G 9)
b, , ay, an,

- -

eine Linearkombination der Vektoren a,, a,, ..., a

n

e einen Vektor a der Ebeneals | Arbeitsschritte:
Linearkombinationvon _ (1) a=rb+sc
nichtparallelen Vektoren b und
< dieser Ebene darstellen @ (ax J _ {bx J . {CXJ
(/" Lehrbuch, Beispiel G 7) a, b, cy

(3) Prinzip des Koordinatenvergleichs (. MG 4) anwenden
— Gleichungssystem:

0 ZX = rﬁx + sgx

1) Zv = rﬁv + sgv
(4) AusGleichungssystem r und s bestimmen
(5) Wertefurrundsin a =rb + SC einsetzen




Merkzettel MG 4:

Prinzip des Koordinatenver gleichs anwenden

e VVektoren in der Ebene:

—_ aX — —_ —
a= bzw.a =ga, +4a a,
(ayJ !

- bX > _ - —
b b bzw.b =ba, + by,

y

e Vektoren im Raum:

ay
a=|a

bzw.a =aa,+a a,+aa,

VA

<
X
Iy
<
N
N
w

ol
I
o T O
g
o
1
o
o
+
o
o
+
o
[}

Wenn a :l_)), so gilt

a=Db, q:q

(/" Lehrbuch, Satz G 8)

(/" Lehrbuch, Satz G 8)



Merkzettedd MG 5:

Vektoren auf lineare Abhangigkeit unter suchen

ea,bsind zwe
V ektoren der Ebene

e Um zwel Vektoren Z,
b der Ebene auf
linear e Abhangigkeit
Zu untersuchen,
ist zu prufen:

. - ax - bx . .. . .
Sind a = und b = linear abhéngig, dann gilt
8y by

rlﬁ) + rZB) =0 bzw.
a, b, - o . .
N, [+ T2l |TO wobei nicht r, und r, gleich O sind.

y y
(/" Lehrbuch, Abschnitt G 1.6)

-

ea,b,csinddre
Vektoren im Raum

—

e Um drei Vektoren a, b,
¢ des Raumes auf
linear e Abhangigkeit
Zu untersuchen, ist zu
prifen:

(1) Hat das Gleichungssystem (/" MG 4)
(l) rl&( + r2bx = 0
() ra+rb,=0
fur r,, r, eine nichttriviale Losung (also r,, 1, nicht beide gleich 0)?
Wenn ja, dann sind a und b linear abhéngig.
oder:
2 Gilt b= —:—1 2 bzw. 2= -27, sindasoa und b Vielfache voneinander?
2 1
aX bX X
Sind a=|a, |, b=|by |, c=|c, [linear abhangig, dann gilt
aZ bZ z
rlﬁ) + rZB) + rs?:): o bzw.
bzw.
aX bX CX
nlay | +nlby, [ +rfc, [ = o, Wwobei r,, r,undr, nicht gleichzeitig gleich O sind
a b c

(/" Lehrbuch, Abschnitt G 1.6)

Hat das Gleichungssystem
(I) rlax + rsz + r3C>< = O

() ra+rh+rc =0
mm ra+rb +rc,=0

(/ MG 4)

auer der trivialen Losung r, =r,=r,=0 noch eine weitere L 6sung mit einem von O
verschiedenen Wert fir mindesten einr, (i = 1, 2, 3). Wennja dannsind a, b, ¢
linear abhangig.



Merkzettedl MG 6:
Vektoren auf lineare Unabhangigkeit untersuchen

e a, b sind zwei Sind a = ( XJ und b = (bXJ linear unabhangig, dann gilt
Vektoren der Ebene ay y

r.a+rb=o bzw.

a, b, -
r +1, =o nur,wennr,=r,=0.
ay by

 Um zwei Vektoren a, |Hat das Gleichungssystem (/" MG 4)
b der Ebene auf
+ =
Unbhangigkeit zu (I1) ra+rb,=0
untersuchen, nur dieLdsung r, =r, = 0?Wenn ja, so sind a und b linear unabhéngig.
ist zu prufen:
aX bX CX
ea,b,csinddre Sind a=|a, |, b=|b, |, ¢=|c, |linear unabhangig, dann gilt
Vektoren des Raumes a b c
Z z z
r1§+r2§+r3?=3nur,wenn r,=r,=r,=0
e Umdrei Vektoren a, b, | Hat das Gleichungssystem (/" MG 4)
des Raumes auf
e () ra+rb+rc=0
Unabhéngigkeit zu () ra+rb+rc =0
untersuchen, ist zu (M ra+rb,+rc, =0
prifen:

einzigund allein dietriviale Lésung r, =r,=r, = 0? Wenn ja, so sind a,b, ¢
linear unabhangig.




Merkzettel MG 7:
Mittelpunkt einer Strecke ermitteln @

o Strecke P,P, in der Ebene Wenn P;(x;;y;) und P,(x,;y,), dann M(x,,;y,,) mit
X1 +Xp Yityo
Xy = und =
M > Ym >
e Strecke P,P, im Raum Wenn P;(Xy;Y,; ;) und Py(X,; Y5 2,), dann M(Xy ;Y y;Zy ) mit
XM:X1"2‘X2 ’ M:yl+y2 und ZM:Zl;ZZ




Merkzettel MG 8:

K oordinaten von Tellpunkten einer Strecke berechnen

e Strecke AB in der Ebene

e Strecke AB im Raum

J— - -
Wenn T(X,; y;) €(AB) mit AT=1TB, dann gilt
“XATe gy = YATYe i s g

Xt
1+71 1+7

J— - -
Wenn T(X;; Vo Z,) €(AB) mit AT=1TB, dann gilt
_XaA+™Xp _YatTYs

X H
T 1+71 T 1+71 1+71




Merkzettdd MG 9:

Gleichung einer Geraden aufstellen '@

¢ in der Ebene

a) Wenn P(x;;y,) und P,(x,; y,), dann
Yo=Y

2 1

Y-y, = (x—xl) (Zweipunktegleichung)

(/" Lehrbuch, Satz G 18)

b) Wenn P(x, y,) und Anstieg m (. MG 10), dann
y—Yo=mXx—=xX,) (Punktrichtungsgleichung)

(/" Lehrbuch, Satz G 15)
¢) Wenn Anstiegm (/“ MG 10) und S, (0; n), dann
y=mx+n (Normalform der Geradengleichung)

d) Wenn S(s; 0) und §(0; 5), dann
XY (Achsenabschnittsfor m)
S Sy

(/" Lehrbuch, Satz G 19)
e) Wenn P(x;;y,) und P,(x,; y,), dann
x:p1+t(p2—p1):( l)+t( 2 lJ;te[R
1 Y2=Y1
(Zweipunktegleichung in Parameterform)
(/" Lehrbuch, Satz G 17)

X
a,

-~ (a
f)  Wenn P,(x, y,) und Richtungsvektor a = (
y

J (/" MG 11), dann

X=p,+ta= ( °)+ {aXJ ; teR (Punktrichtungsgleichung in Parameterform)
y
(/" Lehrbuch, Satz G 14)

g) Durch Umstellen der Gleichungen a) bisf) erh@t man die allgemeine Form
(Koordinatenform) einer Geradengleichung ax + by =c (/* Lehrbuch, S. 259).

e im Raum

a) WennP(x;;y,; z) und P,(x,; y.; z,), dann

X1 Xy —Xq
X =p, H(p,—p) = | Y1 [+ Y2 -Y1 | teR
Z Z; -7

(Zweipunktegleichung in Parameterform)
(/" Lehrbuch, Satz G 17)

a'X
b) Wenn P,(x,; y,; z,) und Richtungsvektor a= a, (/" MG 11), dann
a'Z
Xo ax
§:f>)0+t_): Yo [+t a, [;teR (Punktrichtungsgleichung in Parameterform)
Zg az

(/" Lehrbuch, Satz G 14)



Merkzettel MG 10: Ll
Anstieg einer Geraden ermitteln

e Gerade g a) Wenng:y=mx+n, dann Anstieg gleichm
in der Ebene
b) Wenn Gerade g durch P(x,; y,) und P,(x,; y,), dann Anstieg m = Ya7¥1 _ tano
Xy =Xq
(/" Lehrbuch, Satz G 18)

c) Wenng: ax + by + ¢ =0, dann m=—%

(/ Lehrbuch, S. 259/260)

b e b a
d) Wenng: x = p,+ta, dann m=—
aX

(/" Lehrbuch, Satz G 15)



Merkzettel MG 11: -@
Richtungsvektor P;P, bestimmen

. _ . > _ (& |_(X2—X1
e P,P, inder Ebene Wenn P,(x;; y,) und P(x,; y,), dann a = a l= ~
y Y2—Y1
ay Xz =Xy
. —Ple im Raum Wenn P(x;; y;; Z,) und P(X,; Y, ), danna = |a, |=|Y,—Y;
a, -4




Merkzettel MG 12:

Parametergleichung einer Geraden der Ebenein parameterfreie Gleichung umformen

Geradengleichung: x= ;0 +ta

Umformungsschritte:
(1) Gleichung ausfihrlich schreiben:

()
y Yo ay
Weg 1.
(2) Prinzip des Koordinatenvergleichs (/* MG 4) anwenden:

X=Xx,+ta  bzw. x-x,=ta
y=y,+ta bzw. y-y,=ta

(3) Parameter t eleminieren, z. B.:
X—Xo _¥Y—Yo
ay ay
(4) Gleichung umformen, z. B.:
(X_Xo) @—(Y—yo) a = 0
oder

L AN e AV
y_axx (axxo yo)

Weg 2:

2 Ausa = [:i) ablesen: m = &

aX
(3) Aus ;0 = (;2) Koordinaten eines Punktes von g ablesen: Py(x,; V,)

(4) mund Koordinaten von P, in parameterfreie Punktrichtungsgleichung
(/MG 9; / Lehrbuch, Satz G 15) einsetzen.

7]



Merkzettel MG 13:
Parameterfreie Gleichung einer Geraden der Ebenein vektorielle Gleichung umformen

Geradengleichung: g:y=mx+n |Weg 1:

Koordinaten zweier Punkte von g berechnen und in die (allgemeine)
Zweipunktegleichung einer Geraden in Parameterform
(/" MG9; / Lehrbuch, Satz G 17) einsetzen

Weg 2:

-~ (a
Mittelsm = % einen Richtungsvektor a = (a;J vong (/" MG 11)
bestimmen, die Koordinaten eines Punkte von g berechnen und beidesin

die Punktrichtungsgleichung einer Geraden in Parameterform
(/" MG9; / Lehrbuch, Satz G 14) einsetzen




Merkzettel MG 14:

Skalarprodukt zweier Vektoren ermitteln l@

o fUr zwel Vektoren der Ebene

o fUr zwel Vektorenim Raum

- (a — [by _
Wenn a = und b = , dannist
a, b

—
a - :

)15)
Wem_[

=a, b, +a, by (/" Lehrbuch, Satz G 34)

s
ol

I

v QO
<

J undb = y , dannist ihr Skalar produkt

J =a, b, +a,-by+a, b, (/ Lehrbuch, Satz G 34)

Q



Merkzettel MG 15:
Vektorprodukt zweier Vektoren ermittein @

a'X bX
o fiir zZwei Vektoren im Raum Wenn'a = |a, | undb = | b, |, dannistihr Vektorprodukt
a'Z bZ
a, b, a,-b,—a,-b,
axb= a, [x| by |=|a,-by—a,-b, (/" Lehrbuch, Satz G 48)
a, b, a, -by—a, b,




Merkzettel MG 16:

Betrag/ L ange eines Vektors berechnen

o fir Vektoren in der Ebene

o fiir Vektoren im Raum

- (a
Wenna = (axj’ dann [a] = \/a% +a;

—>y I
Wenna = AB , dann [a| = ‘AB‘

ay

Wenna = |a, |, dann [d| = Ja; +al +a;

a;

- _
Wenna = AB , dann [a| = ‘AB‘

7]

(/" Lehrbuch, Satz G 10)

(/ MG 17)

(/" Lehrbuch, Satz G 10)

(/ MG 17)



Merkzettel MG 17:

™)

Abstand zweler Punkte er mitteln

o fiir zwel Punkte in der Ebene

o fiir zwel Punkteim Raum

Wenn P,(x;; y,) und P,(X,; y,), dann

s=[PPy| = V6o =x1 P +(y5 -y, ) ( Lehrbuch, Satz G 11)

Wenn P,(x,; ¥,; z,) und P,(X,; ¥,; Z,), dann

s= ‘@‘ - \/(Xz )"+, -y +(2,-2,)* (/ Lehrbuch, Satz G 11)



Merkzettel MG 18:

ol

Lange einer Strecke ermitteln

o fur Strecken P,P, in der Ebene

o fur Strecken P,P, im Raum

Wenn P,(x;; y,) und P,(X,; y,), dann

5= [PiPs| = Vlxz = xaf + (72 -y ) (/MG 17)

Wenn P,(x,; ¥,; z,) und P,(X,; ¥,; Z,), dann

s=[PPy|=ybo X1 )2 + -y P+ -z (#MG17)




Merkzettel MG 19:

Einheitsvektor zu einem Vektor ermitteln

o fir Vektoren in der Ebene

o fir Vektoren im Raum

Wenn a =

Wenn a =

, dann Einheitsvektor E)O =

1

->|

)

T

(mit [a| / MG 16)

(mit [a| / MG 16)



Merkzettel MG 20:

Nor malenvektor ermitteln

—_ a
o fiir Gerade g a) Wenng: ax + by + ¢ =0, dann Normalenvektor n = (bJ .
in der Ebene
b) Wenng: x = p,+tamita = ,dannn = oder n = .
I
Einheitsnormal envektor: 2
g
a
o fiir Ebene e a) Wenne ax+by+cz+d=0,dannn=|b]|.
c
b) Wenng: X =BO+ ra+sv (/MG 29):
(1) n=1ux v (Vektorprodukt) bilden (/* MG 15, ./ Lehrbuch, Beispiel G 88)
oder

(2) Ausn-u=0undn-v=0 (/MG26 /MG 14)

Gleichungssystem fiir n,, n, und n, von n aufstellen und daraus mogliche
Koordinaten von n bestimmen.



Merkzettel MG 21:

Abstand eines Punktesvon einer Geraden ermitteln l@

o fiir Gerade g und
Punkt P, in der Ebene

a)

b)

©)

d)

Wenn g: ax + by + ¢ =0 (allg. Form) und P,(x,; y,), dann
i la-xy +b-y, +d
Va? +b?
Wenn g: y = mx + nund P,(x,; y,), dann
(1) allg. Form aufstellen und weiter wie unter a)

(/" Lehrbuch, Satz G 38)

—_ —_ 1
(2) ausm Richtungsvektor a von g mit a = [ ) ermitteln und anschlief3end
m

einen Normalenvektor bestimmen und Normalform einer Geradengleichung
aufstellen.

Dann weiter wie unter c).

Wenn g: (?;) —SO) ‘n=0 (Normalform) und P,(x,; v,),
R
dannd = (pl - po)'T (/" Lehrbuch, Satz G 37)
n
L -\ h
Wenn g: (x— Po )'7 =0 (HEssEsche Normalform)
n

-

>

und P,(x;; y,), dannd = (p1 —BO)-Q (/" Lehrbuch, Satz G 37)
n

(Normalenvektor ./ MG 20;
Skalarprodukt /* MG 14;
Betrag eines Vektors /* MG 16)

o fir Gerade g und
Punkt P, im Raum

- - - 1 1 1 -

Wenng: x = p,+ta X =pg+ta und P(x;;y,; ), dann aus a einen Normalenvektor
n ermitteln und die Gleichung der durch P, orthogonalen Ebene € zu g aufstellen. Den
Schnittpunkt S von dg und € berechnen, um

e den Abstand d der Punkte Sund P, oder

o dausd =B, ~pof - (P, ~po) 50

(5)0— Einheitsvektor von g) zu ermitteln.

(Normalenvektor /* MG 20;
Abstand zweier Punkte /* MG 17;
Skalarprodukt /* MG 14;
Einheitsvektor /* MG 19)



Merkzettel MG 22:

Abstand eines Punktes von einer Ebene ermitteln

e fUr Punkt P, und Ebenee | @) Wenne: ax + by + cz+d=0und P(x,; y,; Z),
la-x; +b-y; +c 2y +d

VaZ +b? +¢?
b) Wenne: (?—EO) n= O(k—bo)-'n =0 und P(x; y,; Z),
dannd = |(p, - py) - 1.
(Normalenvektor ./ MG 20; Skalarprodukt /* MG 14)
c) Wemne: x = SO +ru +sv und P.(X; Y. 2),
dann Parameterform in Koordinaten- (/* MG 12) oder Normalform
(/" Lehrbuch, Abschnitt G 6.3) umwandeln und weiter wie unter a) oder b).

dann d =




Merkzettel MG 23:

Winkéd zwischen zwei Vektoren berechnen

o fir zwei Vektoren der Ebene

—_ a.x
Wenn a =
a

— (by
und b = , dann ' aus
y by

a,b, +a,b,
\/ai +aj \/bi +b;

(Orthogonalitéat /* MG 26)

cosy = mit 0° <y <180°

o fUir zwei Vektoren im Raum

aX bX
Wenna =|a, [undb = [by |, danny aus
aZ bZ

a,b, +a,b, +a,b,

2,222 [h2. 124 K2
\/ax+ay+az-\/bx+by+bz

mit 0° < y < 180°

cosy =

(/" Lehrbuch, Beispiel G 68)
(Orthogonalitéat /* MG 26)



Merkzettel MG 24:

L agebeziehungen von Geraden unter suchen '@

e Geraden der Ebene durch
parameterfreie Gleichungen
gegeben

g: ayx+byy=c; und h: a,x+b,y=c,
Arbeitsschritte:
(1) Gleichungssystem
() ax+by=c;
(1) a,x+byy=c,
(2) Wenn das Gleichungssystem
a) genau eineLosung hat, dann schneiden g und h einander;
b) unendlich viele Lésungen hat, dann sind g und h (parallel und)
identisch;
¢) keineLosung hat, dann sind g und h echt parallel.
(/" Lehrbuch, Beispiel G 34)

e Geraden der Ebene durch
V ektorgleichungen gegeben
(/" Lehrbuch, Beispiel G 35)

g:§=f51+r§1undh:§=gz+s§2, r,seR
Weg (1): o
Vektorgleichung p, +ra, = p,+ sa, l0sen
Schrittfolge:

e  Gleichung ausfuhrlich schreiben:

(Xl) alx azx
+r = +s
Y1 aly azy

e  Mittels Koordinatenvergleichs (/* MG 4) Gleichungssystem aufstellen:
() yi+ray =y, +sa

e rundsermitteln
Wenn die Vektorgleichung

a) genau eine Losung hat, dann besitzen g und h einen Schnittpunkt / sie
schneiden einander;

b) unendlich viele Lésungen hat, dann sind g und h (parallel und)
identisch;
¢) keneLosung hat, dann sind g und h echt parallel.

Weg (2):

@ Wenna, ein Vidfachesvona, (/MG 2) und p, — p, ein Vielfaches
von a,, dann sind g und h (parallel und) identisch.

b) Wenna, einViefachesvon a, (/" MG 2) und p, — p, kein Vielfaches
von a,, dann sind g und h echt parallel.

c) Wenna, kein Vielfachesvona, (/MG 2)und a,, a,, p, - p, linear
abhéngig (/" MG 5), dann haben g und h einen Schnittpunkt.

e Geraden der Ebene durch
parameterfreie und durch
V ektorgleichung gegeben

g:x=p,+ra, und h: ayx+byy=c¢;

Weg (1):
Gleichung von g in parameterfreie Form tberfihren (. MG 12) und weiter
wie oben

Weg (2):
Gleichung von h in Parameterform / in Vektorgleichung tberfihren (/* MG
13) und weiter wie oben



e Geraden im Raum durch
V ektorgleichungen gegeben

g:x=p,+ra, undh: x=p,+sa, r,seR

Weg (1): o
Vektorgleichung p, +ra, = p,+ sa, l0sen
Schrittfolge:
e  Gleichung ausfuhrlich schreiben:
X1 a, X2 ap,
Yi|triay, | =|Y2 | *S[ay,
Z; a Z a

e  Mittels Koordinatenvergleichs (/* MG 4) Gleichungssystem aufstellen:
(I) X1+I’alx :X2 +92X
() yi+ra, =y, +sa,

() z+ray, =7z, +s8,

Z

e rundssoermitteln, dassalle drei Gleichungen erfiillt werden
Wenn die Vektorgleichung

a) genau eine Losung hat, dann besitzen g und h einen Schnittpunkt /
sie schneiden einander;

b) unendlich viele Lésungen hat, dann sind g und h (parallel und)
identisch;

¢) keineLosung hat und a, und a, linear abhangig sind (. MG 5),
dann sind g und h echt parall€l.

d) keineLosung hat und a, und a, linear unabhangig sind (* MG 6),
dann sind g und h windschief.

Weg (2):

@ Wenna, einViefachesvona, (/MG 2) und p, — p, ein Vielfaches
von a,, dann sind g und h (parallel und) identisch.

b) Wenna, einViefachesvon a, (/" MG 2) und p, — p, kein Vielfaches
von a,, dann sind g und h echt parallel.

c) Wenna, kein Vielfachesvona, (/MG 2)und a,, a,, p, - p, linear
abhéngig (/" MG 5), dann haben g und h einen Schnittpunkt.

d) Wenna, kein Vielfachesvona, (/MG 2)und a,, a,, p, - p, linear
abhéngig (/" MG 6), dann sind g und h windschief.



Merkzettel MG 25:

o fiir zwei einander schneidende
Geraden g, und g, der Ebene

Winke zwischen zwei einander schneidenden Geraden berechnen @
a Wenng;:y=mx+n,undg,;y=mx+n, danny aus
tany= |-12""™ | ermitteln (/" Lehrbuch, Abschnitt G 2.5)
1+ mp - mp

Orthogonalitét: /* MG 32
b) Wenng;:ax+by+c=0undg,ax+by+c=0,
dann n, aus g, und n, aus g, (Normalenvektor ./ MG 19) ermitteln und

- -

Nni1-N2

W aus cosy=

-

N1

-

N2

(Skalarprodukt ./ MG 14, Betrag eines Vektors /* MG 16) berechnen.
Orthogonalitat: /* MG 32

c) Wenng;: x=p,+ta, undg, x = p,+ta,, dann y aus
ai -az
CoSY = ===
ai|-|az

(Skalarprodukt ./ MG 14, Betrag eines Vektors /* MG 16) berechnen.
Orthogonalitét: /* MG 32

o fir zwei einander schneidende
Geraden g, und g, im Raum

Wenng,: x = p, +ta, undg,: x = p, + t,a,, dann y aus
ai -az

CoSY = ==
ai|-|a2

(Skalarprodukt /* MG 14, Betrag eines Vektors ./ MG 16) berechnen
(/" Lehrbuch, Seite 314).

Orthogonalitat: / MG 32



Merkzettel MG 26:

Vektoren auf Orthogonalitét unter suchen

o fir zwei Vektoren der Ebene

o fiir zwei Vektoren im Raum

- (ax
Wenn a =
ay
(Skalarprodukt
aX
Wenna = ay
a

A

X

y

,dannmussa - b =0 gelten.

/MG 14) (/" Lehrbuch, Satz G 35)

db = b
un = b
b

undd = | b
b

X

y

z

,dannmussa - b =0 gelten.

(Skalarprodukt /* MG 14) (/ Lehrbuch, Satz G 35)



Merkzettel MG 27:

Einander schneidende Geraden der Ebene auf Orthogonalitat untersuchen

o flr zwel einander schneidende
Geraden g, und g, der Ebene

Weg (1):

Wenng,:y =m,x +n, und g,: y = mx + n,, dann muss m, - m, = -1 gelten.
(/" Lehrbuch, Satz G 20)
Weg (2):

e Wenng,:ax+hy+c=0undg, ax+by+c=0, dannﬁlausg1 undﬁ2
aus g, (Normalenvektor ./~ MG 20) ermitteln.

e Fir das Skalarprodukt (/* MG 14) muss gelten: Kl . KZ =0.
Weg (3):

Wenn g,: X= Sl + tlgl und g,: X= SZ + tZZZ,

dann muss gelten: Zl . ZZ = 0 (Skalarprodukt ./ MG 14)



Merkzettel MG 28:
Spannvektor einer Ebene ermitteln

e im Raum Wenn Pl(xl;yl;zl) und Pz(xz;yz;zz), dann

ay Xy = X3

a= ay |=|y2-y1 | (/ Lehrbuch, S. 283)

a, Z =2y



Merkzettel MG 29:
Gleichung einer Ebene aufstellen l@

uX VX
¢ Parametergleichungen |a)  Wenn Py(x,; Y, Z,) sowieu = uy e vy
uZ VZ
zwei linear unabhéngige Vektoren (/* MG 11, MG 6), dann
Xo Uy Vx

EX=p,trutsv=|yy|+rfu, [+s|v, |, rseR

y y
Z0 uz Vz

(Punktrichtungsgleichung in Parameterform)

b)  WennPy(X, Yo Z), P.(X;; ¥,; z) und P(X,; y.; z,) drei nicht kollineare
(/" Lehrbuch, Seite 238, 249) Punkte, dann

Xo X1 —Xp X2 =X
82X2p0+r(p1—p0)+8(p2—p0): yO +r yl_yO +Sy2_y0 ,r,Se[R
Zy Z; =2y Z; =2y

(Dreipunktegleichung in Parameterform)

)  Wenn Py(x, Y, z,) und 1 Normalenvektor der Ebene (/" MG 19), dann

€ (; - BO) LU 0 (HEessesche Normalform)

-

n

(Skalarprodukt /* MG 14, Betrag eines Vektors ./ MG 16)

a
¢ parameterfreie a)  Wenn Py(x, Y. z,) und 1 = | b| Normalenvektor der Ebene (/" MG 19),
Gleichung c

dannist —(ax,+ by, +cz) =d und e:ax+by+cz+d=0

(HEessEsche Normalform)



Merkzettel MG 30:

&

L agebeziehungen von Gerade und Ebene untersuchen

Wenn Gerade g und Ebene e
gegeben durch

dann wahle folgende Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Abschnitt G 4.4):

—

-
p,tra

cgx=
gax+by+cz=d

Xg +ray
. - . . -
(1) Koordinaten von x = |y, +ra, |in Gleichung von € einsetzen
Zy+ra,

(2) r berechnen

(3) &) Haben g und € einen Punkt P gemeinsam, dann existiert ein
eindeutig bestimmter Wert fir r.
r in Gleichung fir g einsetzen und P berechnen.

b) Liegt g in €, dann existieren unendlich viele Lésungen fir r.
C) Liegt g echt parallel zu €, dann gibt es keine Lésung fur r.

(1) Aus SD +ra = E +su + tv nach dem Pri nzip des Koordinatenver-
gleichs (/" MG 4) Gleichungssystem fir r, s, t aufstellen und |6sen

(2) @& Haben g und € einen Punkt P gemeinsam, dann existieren eindeutig
bestimmter, s, t.
ring oder sundtin e einsetzen und P berechnen.

b) Liegt g in €, dann existieren unendlich viele Lésungen fir r, s, t.
C) Liegt g echt parallel zu g, dann existiert keine L6sung fr r, s, t.

S =
+

Xg +ray
(1) Koordinaten von X= Yo +ra, |in € einsetzen und r berechnen.
Zy+ra,
(2) @& Haben g und € einen Punkt P gemeinsam, dann existieren eindeutig

bestimmter, s, t.
ring oder sundtin ¢ einsetzen und P berechnen.

b) Liegt g in €, dann existieren unendlich viele Losungen fir r.
C) Liegt g echt parallel zu €, dann gibt es keine Losung fur r.



Merkzettel MG 31:

)

L agebeziehungen von Ebenen unter suchen

Wenn die Ebenen €, bzw. €,

gegeben durch

dann wahle folgende Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Abschnitt G 4.5):

(Fall 1)

eg ax+by+cz=d
g ax+by+cz=d,

(1) Gleichungssystem (1) a;x+by+c;z=d; [6sen
(1) a,x+by,y+c,z=d,

a) Wenn (l) ein Vielfachesvon (1) ist, dann sind €, und €, (parallel und)
identisch.

b) Wennsich (1) und (I1) nur durch d, und d, unterscheiden, dann sind €,
und €, echt parallel.

c) Liegt weder der Fall @) noch der Fall b) vor, dann wie folgt vorgehen:
Eine Variable eliminieren, neu entstandene Gleichung nach einer
Variablen umstellen und fur die dritte einen freien Parameter t
einfihren. x, y und z mit dem freien Parameter ausdriicken und daraus

X X1 a,
die Gleichung der Losungsgeraden |y | = |y, | +t]|a, | ermitteln.
z z; a,

(. Lehrbuch, Beispiel G 54)

(Fall 2)

(1) Ausp,+Su,+tv,=p,+su,+tv,nach dem Prinzip des
Koordinatenvergleichs (. MG 4) Gleichungssystem fir s, t,, s, und t,
aufstellen und 16sen (. Lehrbuch, Beispiel G 53)

(2.1) Wenn das Gleichungssystem

a unendlich viele Lésungen hat, dann schneiden €, und €, einander
in einer Geraden

b) keine Ldsung hat, dann sind €, und &, parallel zueinander.
(2.2) Wenn sowohl u als auch v, eine Linearkombination (/ MG 3) von

u und v v, ist und p,— p2 eine Linearkombination von u, und v,, dann
smd €, und €, (parallel und) identisch.

(2. 3)Wennu undv emeLmearkombmatlon(/ MG 3) vonu undv ist
und p, — pz, u undv linear unabhangig (/* MG 6), dann smde und
€, echt parallel

(2.4)Wennu,, v,, u, oder u,, v,, v, linear unabhangig (* MG 6) sind,
dann schneiden €, und ¢, einander in einer Geraden.

(Fall 3)

e - -
hd g x=p,tsu, +tv,
g ax+by+cz=d,

(1) Gleichung von ¢, in Parameterform tberfiihren und weiter wie unter
(Fall 2) (/" Lehrbuch, Beispiel G 55)

oder

(2) ¢, in Koordinatenform schreiben und weiter wiein (Fall 1).



Merkzettel MG 32
Einander schneidende Geraden im Raum bzw. Geraden und Ebenen auf Orthogonalitat
untersuchen

o flir zwei einander schneidende| Wenn g;: X =p,+ta, undg, X = p, + t,a,, dann muss gelten:
Geradeng, undg,imRaum |7 .5 =0 (Salarprodukt . MG 14)
o fir Ebene € und Gerade g Arbeitsschritte:

(1) Fur die Ebene € einen Normal envektor n (N(lrmal envektor ./ MG 20)
und fur die Gerade g einen Richtungsvektor a bestimmen
(Richtungsvektor ./“ MG 11)

(2) Esmussgelten: n = Aa (Lineare Abhangigkeit .* MG 5).




Merkzettel MG 33:
Einander schneidende Ebenen auf Orthogonalitat untersuchen

o fiir zwel einander schneidende | Arbeitsschritte:

Ebenene, unde, (1) Fir e, und €, die Normalenvektoren n, und n,
(Normalenvektor ./~ MG 20) ermitteln.

(2) Furihr Skalarprodukt (. MG 14) muss gelten: n, - n, = 0.



Merkzettel MG 34:

Winkel zwischen Geraden und Ebenen berechnen @

e Gerade g und Ebene e sind
durch Gleichungen gegeben

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiel G 89):

(1) Normaenvektor (/* MG 20) n von e und Richtungsvektor a von g
ermitteln
ng

(2) Schnittwinkel yaussiny = ——-

T

n
(Skalarprodukt /* MG 14; Betrag eines Vektors /* MG 16) berechnen.




Merkzettel MG 35:

Winkéd zwischen zwei eéinander schneidenden Ebenen berechnen Tﬁ

¢ Zwei einander schneidende
Ebenen €, und €, sind durch
Gleichungen gegeben

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiel G 89):
(1) Normalenvektoren ?1)1 und HZ von g, und g, ermitteln (. MG 20)

- -

Ni1-N2

(2) waus cosy =

-

N1

-

N2

(Skalarprodukt ./ MG 14, Betrag eines Vektors /* MG 16) berechnen



Merkzettel MG 36:

T

Abstand zueinander paralleler Geraden ermitteln

o fiir zwel zueinander paralele
Geraden g, und g, der Ebene

Weg 1.
(1) Punkt Pauf g, (oder g,) bestimmen

(2) Anstieg (Richtungsvektor) der Senkrechten zu (Normalen von) g,
(oder g,) berechnen (. MG 27/ MG 20)

(3) Gleichung der Senkrechten n zu (Normalen n von) g, (oder g,)
aufstellen (/" MG 9)

(4) Schnittpunkt Svon nund g, (oder g,) berechnen (. MA 3)

(5) Abstand von S zu P als Abstand der Geraden g, und g, berechnen
(/MG 17)

Weg 2 (. Lehrbuch, S. 320/321)
(1) Punkt Pauf g, (oder g,) bestimmen
(2) Abstand zur Geraden g, (oder g,) berechnen (. MG 21)

o fiir zwel zueinander paralele
Geraden g, und g, im Raum

(1) Punkt Pauf g, oder g, bestimmen

(2) Abstand (/MG 21) zur jeweiligen anderen Geraden berechnen
(/" auch Lehrbuch, Beispiel G 75, sowie S. 341)



Merkzettel MG 37: Tﬁ

Abstand zueinander paralleler Ebenen ermitteln

o fir zwei zueinander parallele (1) Punkt Pauf €, oder €, bestimmen

Ebenene, unde, (2) Abstand (. MG 22) zur jeweiligen anderen Ebene berechnen
(/" Lehrbuch, Abschnitt G 6.3)



Merkzettel MG 38: l@

Abstand von zwei zueinander windschiefen Geraden ermitteln

o f{ir zwei windschiefe Weg 1:

Geraden g, und g, (1) Ausg,; x =p,+ta,undg, x = p, +ta, Vektoren a, und a, sowie Vektor

P,P, bestimmen (/* MG 11)

(2) Satz G53 (/" Lehrbuch, S. 342) anwenden (Skalarprodukt /* MG 14,
Vektorprodukt /* MG 15)

Weg 2:

(1) Ausg;: X= p1 +t, a und g, x = p2 +t, a E|nhe|tsnormalenvektor n,

(/" MG 19, MG 20) mit n, L a und n J_ a , (Orthogonalitat /* MG 12)
bestimmen

(2) Damnistd=|(p,—p,) - n,| (Skalarprodukt /~ MG 14).




Merkzettel MG 39:

Gleichung einesKreisesder Ebene aufstellen l@

e Kreisk in der Ebene

Weg 1:
Wenn Kreis k mit Mittelpunkt M(c; d) und Radiusr, so lautet die Gleichung
k: (x —c)* + (y —d)® = r* (Koordinatengleichung) (. Lehrbuch, Satz G 40)
Weg 2:
- (c
Wenn Kreis k mit Ortsvektor m = (d) seines Mittel punkts und Radius r, so lautet

die Gleichung k: (x —m)? = r’. (Vektorgleichung) (.~ Lehrbuch, Satz G 39)

Weg 3:
Essal M der Mittelpunkt und X ein Punkt des Kreises k. Dann

(1) rasAbstand von M und X berechnen (. MG 17)
(2) weiter wie Weg 1/2

Speziafall: Wenn M = O, dann X’ + y*=r’ bzw. X * =1’



Merkzettel MG 40:

™

Gleichung einer Kugel aufstellen

o Kugel k des Raumes

Weg 1.
Wenn Kugel k mit Mittelpunkt M(c; d; €) und Radiusr, so lautet die Gleichung
k: (x —c)*+ (y —d)’ + (z—€)* = r* (Koordinatengleichung) (. Lehrbuch, Satz G 41)

Weg 2:
c

Wenn Kugel k mit Ortsvektor m = | d| seines Mittel punkts und Radiusr, so lautet
e

die Gleichung k: (x —m)? = r’. (Vektorgleichung) (.~ Lehrbuch, Satz G 39)

Weg 3:
Essal M der Mittelpunkt und X ein Punkt der Kugel k. Dann

(1) rasAbstand von M und X berechnen (/" MG 17)
(2) weiter wie Weg 1/2

Speziafall: Wenn M = O, dann k: X+ y*+ Z=r*bzw. X * = °.



Merkzettel MG 41:
Ausder Gleichung eines Kreises dessen Mittelpunkt und Radius er mitteln

Kurve der Ebene ist gegeben durch
(x=c)+(y-d’=r

7

Es handelt es sich um einen Kreis mit dem Mittel punkt M(c; d)
und dem Radiusr (. MG 39).

Kurve der Ebene ist gegeben durch
ax’+by’+cx+dy +e=0(*)

Arbeitsschritte:

(1) aund b vergleichen
Nur fur a= b kann es sich um einen Kreis handeln
(ansonsten um eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel
(/ CD-ROM, , Kegelschnitte", Abschnitte 1.2, 2.2 und 3.2).
(2) Gleichung (*) durch a(=Db) dividieren:
Man erhélt eine neue Gleichung der Form
X+y +fx+gy +h=0(**)
(3) (**) mittels quadratischer Erganzung in die oben (/* MG 39)
angegebene Gestalt umformen:

f\2 gy2 _ f\2 gy
M halt: + )+ +32)Y=—-h+(=)+(2)=k.
anerhalt (x+ L)+ v+ 9y =—h+ (Ly+(2)

Fir k > 0ist (*) die Gleichung eines Kreises mit
f. g

M(=—=;—==)undr= k.

(-5i=3) Vi



™

Merkzettel MG 42:
L age eines Punktes bezliglich eines Kreises/ einer Kugel untersuchen

e Kreisk in der Ebene; Punkt P(x,; y,) | Arbeitsschritte:

(1) Gleichung desKreisesin die Form (x —c)*+ (y —d)* =r*
bringen (/" MG 41).

(2) Koordinaten des gegebenen Punktes P(x,; y,) fir x und y in
(x —c)*+ (y —d)” = seinsetzen

(3) s=r’ PisteinPunkt desKreisesk.
s>r® Pliegt auRerhalb des Kreises k.
s<r® Pliegtinnerhalb desKreisesk.

e Kugel k im Raum; Punkt P(x;; y,; z,) | Arbeitsschritte:
(1) Gleichung der Kugel in die Form
(x—=c)*+(y—d)’+ (z—e)>=r* bringen (/" MG 41).
(2) Koordinaten des gegebenen Punktes P(x,; y,; z,) fur X, y bzw. z
in(x—c)*+ (y—d)’ + (z—€)* = seinsetzen.
(3) s=r’ PisteinPunkt der Kugel k.
s>r® Pliegt auRerhalb der Kugel k.
s<r® Pliegtinnerhalb der Kugel k.




Merkzettel MG 43: l@
L agebeziehung von Kreisund Gerade unter suchen

Kreisk und Gerade g kénnen

a) genau einen gemeinsamen Punkt (Tangente ./* MG 44)),
b) keinen gemeinsamen Punkt oder

C) genau zwei gemeinsame Punkte

haben (. Lehrbuch, Abschnitt G 7.2).

Arbeitsschritte:

(1) Kreis- und Geradengleichungen in Koordinatenschreibweise Uberfiihren (. MG 12) und als
Gleichungssystem betrachten (. Lehrbuch, Beispiel G 79).

(2) Die Geradengleichung nach einer Variablen umstellen und in die Kreisgleichung einsetzen.
Man erhélt eine quadratische Gleichung.

(3) Besitzt diese Gleichung

— genau eine LAsung, so ist g eine Tangente an k (und die erhaltene L ésung der Abszissen- bzw.
Ordinatenwert des Bertihrungspunkts);

— keine Ldsung, so ist g eine Passante bez. k;

— 2wei Lésungen, so ist g eine Sekante von k (und die erhaltenen Ldsungen sind die Abszissen- bzw.
Ordinatenwerte der Schnittpunkte von g mit k)



Merkzettel MG 44: Tﬁ

Gleichungen der Tangenten an einen Kreisermitteln

e Tangente in einem Punkt Arbeitsschritte:

Po(X5: ¥o) €k an einenKreisk (1) AusKreisgleichung Koordinaten des Mittel punkts und den Radius

von k ermitteln (/* MG 41)

(2) Wenn Mittelpunkt M(c; d) , Radius r bekannt und P,(x,; y,) €k
gegeben, so ist

t (X,—C)(X—=C) + (y,—d)(y—d)=r" bzw.
(X = P)(po—m) =1°
die Gleichung der Tangentein P, an k (. Lehrbuch, Satz G 46)

[Konstruktive Ldsung:
Wenn Mittel punkt M(c; d) , Radiusr und P,(x,; y,) €K, (|MP0| >7)

gegeben, so konstruiert man den Thaleskreisk; tber MP, . Die

Schnittpunkte von k und k; sind die Bertihrungspunkte T, und T, der
gesuchten Tangenten an k. Die Koordinaten der Bertihrungspunkte T,
und T,werden jeweilsin die Gleichung fur t (. Lehrbuch, Satz G 46)
eingesetzt.]

e Tangente von einem Punkt Arbeitsschritte:
P, (X;;Y,) an einen Kreis k mit . . . : —_—
dem Mittel punkt M (1) Gleichung (*) des Kreises k, um den Mittelpunkt M, von MP; mit

dem Radius | MM | (Thaleskreis) aufstellen.

(2) Schnittpunktskoordinaten (X,; y,) von k und k; (= Koordinaten der
Bertihrungspunkte T, T,) ermitteln (. MA3). Dazu (quadratisches)
Gleichungssystem aus den Gleichungen von k und k; [6sen.

(3) Mittels (allgemeiner) Tangentengleichung (. MG 44) oder
Zweipunktegleichung (. MG 9) gesuchte Tangentengleichung
aufstellen




Merkzettel MG 45: l@
L agebeziehung zweier Kreise der Ebene unter suchen

Zwei voneinander verschiedene Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, kdnnen
a) genau einen gemeinsamen Punkt,

b) keinen gemeinsamen Punkt oder

C) genau zwei gemeinsame Punkte

haben (. Lehrbuch, Abschnitt G 7.3).

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiel G 81):

Weg 1.

a) klme:{P}q:}|M|:rl+r2 oder 0 < |m|:|rl—r2|
b) kynk,=0 <:>|M1M2|> r,+r, oder 0< |M|<|rl—r2|
c) klme:{P,Q}@rl—rz<|m|<rl+r2

Weg 2:

(1) BeideKreisgleichungen in Koordinatenschreibweise (/7 MG 39) tberfihren (. MG 12) und als
Gleichungssystem betrachten.

(2) Dieeine (quadratische) Gleichung von der anderen subtrahieren und die erhaltene lineare Gleichung nach
einer Variablen umstellen.

(3) Dieumgestellte Gleichung in eine der beiden Kreisgleichungen einsetzen. Man erhélt eine quadratische
Gleichung.

(4) Besitzt diese Gleichung

— genau eine L6sung, so beriihren die beiden Kreise einander (und die erhaltene Lésung ist der
Abszissen- bzw. Ordinatenwert des Bertihrungspunkts);

— keine Lésung, so besitzen die beiden Kreise keinen gemeinsamen Punkte; bei tibereinstimmenden
Mittel punkten und r, # r, sind die Kreise konzentrisch)

— zwei Lésungen, so schneiden die beiden Kreise einander (und die erhaltene Ldsungen sind die
Abszissen- bzw. Ordinatenwerte der Schnittpunkte)



Merkzettel MG 46: l@
L agebeziehung von Kugel und Gerade unter suchen

Kugel k und Gerade g im Raum kdnnen
a) genau einen gemeinsamen Punkt,
b) keinen gemeinsamen Punkt oder
C) genau zwei gemeinsame Punkte
haben (. Lehrbuch, Abschnitt G 7.4).

Arbeitsschritte (. Lehrbuch, Beispiel G 83):
Xo +tay,
(1) Gleichung der Geraden g: X= SO +ta in der ausfiihrlichen Form x = Yo +ta, | schreiben.
Z,+ta,
(2) Koordinaten von X in die Koordinaten- oder Vektorgleichung der Kugel k einsetzen. Man erhélt eine
guadratische Gleichung fur den Parameter t.
(3) Parameter t berechnen.

(4) Besitzt diese Gleichung
— genau eine Losung, so ist g eine Tangente an k;
— keine Ldsung, so ist g eine Passante bez. k;
— 2wei Ldsungen, soist g eine Sekante von k
Gegebenenfalls:

(5) Wertefir tin Gleichung von g einsetzen, um die Koordinaten des Bertihrungspunktes/ der Schnittpunkte
zu ermitteln



Merkzettel MG 47: l@
L agebeziehung von Kugel und Ebene unter suchen

Kugel k und Ebene € im Raum kénnen

a) genau einen gemeinsamen Punkt (e ist Tangentialebene an k)
b) keinen gemeinsamen Punkt oder

c) einen Kreisals Schnittfigur

besitzen (. Lehrbuch, Abschnitt G 7.5).

Arbeitsschritte:
(1) Man berechnet den Abstand d des Mittelpunktes M von k zur Ebene e (/* MG 22).
— lIstd(M, €) =r, dann liegt Fall @) vor,
— istd(M, €) >r, dann liegt Fal b) vor,
— istd(M, g) <r, dann liegt Fal c) vor.
Fall a):
(2) Istd(M, €) =r, dann zur Berechnung des gemeinsamen Punktes fol gendermal3en vorgehen:
(2a) Gleichung der Geraden g durch M mit Normalenvektor von € (. MG 20) as Richtungsvektor aufstellen
(2b) Schnittpunkt von g mit € (= Durchstof3- bzw. Beriihrungspunkt) ermitteln (. MG 30)
(3) Gegebenfalls Gleichung der Tangentialebene aufstellen (. MG 48)

Fall c):

(2) Istd(M, €) <r, dann zur Berechnung von Mittel punkt und Radius des Schnittkreises folgendermal3en
vorgehen (. Lehrbuch, Beispiel G 86):

(2a) Gleichung der Geraden g durch M mit Normalenvektor von € (. MG 20) als Richtungsvektor aufstellen

(2b) Schnittpunkt von g mit € (.~ MG 30) berechnen. Dieser Schnittpunkt/ Durchstofl3punkt ist der Mittel punkt
des Schnittkreises

(3) Radiusr, des Schnittkreises mit Satz des Py THAGORAS berechnen: r, = +/r% — (d(M, g))?



Merkzettel MG 48:

)

Gleichung der Tangentialebene an eine Kugel aufstellen

e Tangentialebene in einem Punkt
P.(X, Yo Z,) €k an eine Kugel k

D
2

Arbeitsschritte:

Aus Kugelgleichung Koordinaten des Mittel punkts und den Radius
von k ermitteln (. MG 40, MG 41)

Wenn Mittel punkt M(c; d; €) bzw. m sowie Radius r bekannt und
P.(X, Yo Z,) €k gegeben, so ist

&: (; - So)(So - I_ﬁ) =0 bzw.

(X=X =C) + (Yo =)y —-d) + (z,-&)(z~-¢) =T
die Gleichung der Tangentialebenein P, an k

(/" Lehrbuch, Satz G 47; Beispiel G 84)



Merkzettel MG 49: l@
L agebeziehungen von Kugeln untersuchen

Zwei Kugeln k, und k, mitr, >r, kdnnen

a) genau einen gemeinsamen Punkt (Bertihrungspunkt von innern oder auf3en)
b) keinen gemeinsamen Punkt oder

c) einen Kreisals Schnittfigur

besitzen (. Lehrbuch, Abschnitt G 7.6).

Arbeitsschritte:

(1) Man berechnet den Abstand d (/* MG 17) der beiden Mittelpunkte M, und M,
Istd(M,, M,) =r1,+r,, dann liegt Fall a) vor,

istd(M,, M,) >r,+r,oder dM,, M,) <r,—r,, dann liegt Fall b) vor,
istd(M,, M,) <r,+r,undd(M,, M,) >r,—r,, dannliegt Fal c) vor.

Fall a):

(28) Istd(M,, M,) =r,+r,, dann Gleichung von Gerade g durch M, und M, mit Richtungsvektor M;M,,
(/MG 9, MG 11) aufstellen

(2b) Koordinaten von g in eine der beiden Kugelgleichungen einsetzen , den Parameter und daraus die
Schnittkoordinaten (= Koordinaten des Bertihrungspunktes) berechnen

Fall c):

(28) Istd(M,,M,) <r,+r,undd(M,, M,) >r,—r,, dann beide Kugelgleichungen als Gleichungssytem
betrachten und die quadratischen Glieder eleminieren

(2b) Differenz der Kugelgleichungen ist Gleichung der Schnittebene €

(2c) Gleichung der Geraden g durch M, und M, mit Richtungsvektor M;M, (/" MG 9, MG 11) aufstellen;

(2d) Schnittpunkt von g mit der Ebene € und damit Durchstof3punkt D (= Mittel punkt des Schnittkreises)
berechnen

(26) Radius des Schnittkreises mit Satz des Py THAGORAS berechnen: r_ = \/ rl2 —(d(My, D))?

Fall b):

Istd(M,, M,) >r,+r,0oder d(M,, M,) <r,—r,, dann s.o.
Es ergibt sich keine L ésung.



Merkzettel MH 1:
Ergebnismenge ermitteln Tﬁ

Zufallsgrofle Wahrscheinlichkeitsverteilung Ereignisraum 2°
(/" Lehrbuch, S. 400) || (/* Lehrbuch, S. 362; ./ MH 17)|| (/" Lehrbuch, S. 355)

Muss mit ja zu beantworten sein:

e  Umfasst Q jedes mogliche Ergeb-
nis?

Enthélt Q jedes flr das Beobach-
tungsziel notwendig zu registrieren-
de Ergebnis als Element?

Wird jedes mdgliche Ergebnis
durch hochstens ein Element von Q

Ergebnismenge erfasst?
Q » Ist das betrachtete Ereignis Teil-
(/" Lehrbuch, S. 352) menge von Q7?

Sollte mit nein zu beantworten sein:

» Enthalt Q Ergebnisse, die niemals
eintreten?

» Enthadlt Q so wenige Elemente, dass
das Bestimmen der Wahrscheinlich-
keiten fur ihren Eintritt kompliziert
wird (z.B. weil dadurch keine
LAPLACE-Annahme moglich ist)?

Hilfsmittel

* Baumdiagramm
(/" MH 6; / Lehrbuch, S. 353)
der Ergebnisse bei
mehrstufigen Zufallsexperimenten




Merkzettel MH 2:
M dglichkeiten abzéhlen (Per mutationen/K ombinationen/Variationen)

Hauptzahlprinzip: (/ Lehrbuch, S. 376)

Wird einer Urne eine geordnete Stichprobe vom Umfang n derart entnommen, dass sich fir die k-te Ziehung (k €
{1, 2; ...; n}) in der nichtleeren Urne genau my paarwei se verschiedenfarbige Kugeln befinden, so gibt es dafur

m; - m; - ... - m, M&glichkeiten.
nein Ist es ein Auswahlproblem? ja
Ist die Anordnung
nein | ausgewéhlter Ele- ja
mente zu bertick- |
sichtigen?
Per mutation Kombination Variation
nein| KonnenEle- |ig nein| KomnenEle- | i3 nein| KonnenEle- | ja
| mente mehrfach [ 1 mente mehrfach [ 1 mente mehrfach [
vorhanden sein? vorhanden sein? vorhanden sein?

Permutation

ohne
Wiederholung
(/" LB, S. 378)
n!

Ziehen ohne
Zurticklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
n unter-
scheidbaren
Kugeln
geordnete
Vollerhe-
bung

Permutation
mit

Wiederholung

n!

nytnytoong!

Ziehen ohne
Zuriicklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
k unter-
scheidbaren
Kugeln, fur
deren Hau-
figkeiten
Ny+no+...+Ng
=ngilt
geordnete
Vollerhe-
bung

Kombination
ohne
Wiederholung
(/" LB, S. 379)

(¥)

e Ziehen ohne
Zurticklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
n unter-
scheidbaren
Kugeln

e ungeordnete
Stichprobe
vom Umfang
k

(Ziehen mit

einem Griff von

k Kugeln ausn

verschiedenen

Kugeln)

Kombination
mit
Wiederholung

")

e Ziehen mit
Zurucklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
n unter-
scheidbaren
Kugeln

e ungeordnete
Stichprobe
vom Umfang
k

e Ziehen ohne

e geordnete

Variation
ohne
Wiederholung
(/" LB, S. 379)
n-(n-1) -..-(n
k+1)

_ n!
(n=k)!

Zuriicklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
n unter-
scheidbaren
Kugeln

Stichprobe
vom Umfang
k

Variation
mit

Wiederholung

nk

Ziehen mit
Zuriicklegen
aus einer Ur-
ne mit genau
n unter-
scheidbaren
Kugeln
geordnete
Stichprobe
vom Umfang
k




Merkzettdd MH 3:

T

Aus zwei Ereignissen zusammengesetzte Ereignisse beschr eiben/ver anschaulichen

(/" Lehrbuch, S. 355)

Vierfeldertafel VENN-Diagramm Mengensymbolik in Worten
(/ Lehrbuch, S. 365, / MH 7)
B B
A
B
B B AundB
B | o | o
B sowohl A alsauch B
B B
A - .
P —— Q—D ANB | Aundnichts
B
B B nicht A und nicht B
QEEI o weder A noch B
A 5 AnB=AUB A oder B tritt nicht ein
keines der Ereignisse A, B
B B
A _ .
FEEI @DB ANB B und nicht A
5B A icht A
A nic
== | (o 5| dmcemedgisvna

das zu A komplementére Ereignis

(AnB) U (ANB)

entweder beide oder keines der
Ereignisse A, B

nicht genau eines der Ereignisse A, B

(AnB) U (ANB)

entweder A oder B

genau eines der Ereignisse A, B

B B _
A AUB=ANB A oder B
B mindestens eines der Ereignisse A, B
£ AUB=ANB
A uB=AN A oder nicht B
===
B
B B nicht A oder nicht B
A -
- o Q) AUB=AnB | A undB nicht gleichzeitig
e hochstens eines der Ereignisse A, B
B B
A —_—=
B




Merkzettel MH 4: '@
Ausdrei Ereignissen zusammengesetzte Ereignisse beschr elben/ver anschaulichen

Achtfeldertafel VENN-Diagramm Mengensymbolik in Worten
(/" LB, S.366; / MH9)

B B
A{ ¢ _
}c C nicht C
A{ =

ANBNC=AUBUC keines der Ereignisse A, B, C

B B A oder B oder C
A{ c
x }S AUBUC=ANBNC mindestens eines der
c Ereignisse A, B, C

(ANBNC)U(ANBNC) | genau einesder Ereignisse
U(ANBNC) A,B,C

B B
A{ c (ANB)U(ANC)u(BNC) | hochstenseines der Ereignisse
ye A,B,C
A{ =

B B
A{ c (ANBNC)U(ANBNC) | genau zwei der Ereignisse
}c U(ANBNC) A B, C
A{ =

B B
A{ c (ANB) U (ANC) U (BAC) | mindestens zwei der Ereignisse
_ }c A,B,C
A c

B B AundBund C
A{ c
x }c ANnBnC sowohl A alsauch B und C

c

> >
~—

w

wl

——
ol O 0O
(@] 0 (@] (@] @) (@] @) 0O
> > > > > > >
W os] W vs) ve] vs] (vs] vs]

aledrei Ereignisse A, B, C




Merkzettel MH 5:
Rechengesetze der M engenalgebra auf Ereignisse anwenden

AuB=BUA AnNnB=BnA Kommutativgesetze

(AuB)uC=Au(BuUC) Assoziativgesetze
(AnNB)NnC=ANn(BNC)

AuBnC=(AuB)N(AUC) Distributivgesetze
ANn(BuUC)=(AnB)UANC)

AUD=A ANnQ=A Neutralitatsgesetze

AuQ=Q An0D=0 Dominanzgesetze

AUA=Q ANnA=0 Ereignis-Gegenereignis-Gesetze
AUA=A ANnA=A Erhaltungsgesetze

AU(ANnB)=A AnNn(AuB)=A Aufnahmegesetze (Absorptionsgesetze)
AUB=ANB ANB=A UB DE MORGANSCHE Regeln

A\B=AN B (Definition der Differenz)




Merkzettel MH 6:
Baumdiagramm erstellen

T

Baumdiagramm der Ergebnisse
(/" Lehrbuch, S. 353)

Ergebnismenge Q
a b, c (/" MH 1; / Lehrbuch, S. 352)
b3
%
1. Stufe 2. Stufe 3. Stufe

= Q ={(ay; by), (a; by €1), (au; by; C2), (au; b2), &}

Baumdiagramm

Baumdiagramm
(/" Lehrbuch, S. 372)

B
N 1
A, NGCH B,

3 o
d& \
RICTINY

3

Verzweigungsregel (/ Lehrbuch, S. 375)
¢ P(A)+P(A)=1
* Pa, (B1)+Pa, (B2)+Pa, (B3)=1

* Pa,(B1)+Pa, (B2)+Ps, (B3)=1
Erste Pfadregel (Produktregel; allgem. Produktsatz)
(/" Lehrbuch, S. 375, S. 391)
* P(A1)-Pa, (B1)=P(A1nBy)
* P(A1)-Pa, (B2)=P(A;nB3)
* P(A1)-Pa, (Bg)=P(A;nB3)
* P(A2)-Pa,(B1)=P(A;NBy)
* P(A2)-Pa, (B2)=P(A;NBy)
* P(A3)-Pa,(B3)=P(A;NB3)
Zweite Pfadregel (Summenregel;
Satz der totalen Wahrscheinlichkeit)
(/" Lehrbuch, S. 375; S 393)
* P(B1) = P(A1)-Pa, (B1)+P(A3)-Pa, (By)
* P(B2)= P(A1)Pa, (B2)+P(Ay)Pa, (By)
* P(B3)= P(A1)-Pa, (B3)+P(A3) Pa, (B3)

Mehrfeldertafel

(/MH7;, /MHS8; /LB,S. 364)

bedingte Wahrscheinlichkeiten Pg(A)
(/" Lehrbuch, S. 389)

Unabhangigkeit von Ereignissen
(/" Lehrbuch, S. 396)




Merkzettel MH 7: @
Vierfeldertafel aufstellen

Vierfeldertafel durch zwei B B
Zerlegungen P(ANB) =p, P(ANB)=p, P(A)=pi+ps
_ A =13 =dq1 s =1-P(A)
Q=AUA =03 =IpIs
Q=BUB ~ |P(AMB)=ps P(ANB)=p, P(A)=ps+ps
(/ Lehrbuch, S. 364, #MH3) 2 %9 ~ %9 =1-PA)
=T 14 =1, " TIg
P(B)=p; + ps P(B)=p,+ps Kontrolle:
=1-P(B) = 1-P(B) 1 =P(A)+P(A)
1=P(B)+P(B)
l=pi+ptpstps
| [
zugehdriges zugehdriges
Baumdiagramm 1 Q@ =pi+p Baumdiagramm 2
(/ Lehrbuch, S. 391) PR (/ Lehrbuch, S. 391) I =py+ps
Q@ =1-qi=ps+ps
n =l-r=pytps
“ - P(A N B)
g = ————2
P(A) Py = P(ANB) _ P
_ D P(B) p1+p3
pP1+tP2 g =1-1n= P3
qs =1-q _PitPs
b b = PACB) P
p1tpP> P(B) P2 +P4
0« - P(ANB) b =1 _r— P4
P(A) P2 +Py
_ b3
P3+P4
QG =1-0s
i i

Obige Ansitze erhalten durch weiteres Umformen die Gestalt des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit bzw.
der BAYESschen Formel:
P(A) =pi*p:

=1 13t1p°15

=P(B) - Py(A) + P(B) - P.(A) Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (/* Lehrbuch, S.393)

Py

PAB) =q3 =
: } PL+P

f I3
P(B)- P (A)

= - BAYESsche Formel (/* Lehrbuch, S. 394)
P(B) - Ps(A) + P(B)-Pg(A)




Merkzettedd MH 8:

Mehrfeldertafel (mit zwel Zerlegungen) aufstellen

)

Sechsfeldertafel durch zwei Zerlegungen (. Lehrbuch, S. 366) Achtfeldertafel
Q=AU A durch zwei
Q=BuUuCuD mtBNnC=BnD=CnD=Y Zerlegungen

Q=AU A
B C D
A |P(ANB) =py P(ANC) = p, P(AND) = ps P(A) =p1+ P2+ ps Q=BUCUDUE
=01-0s =01 G =01-0s mit
=10, =TIy 16 =r3-Ig
A |P(ANB)=p,4 P(ANC) =ps P(A ND) = ps P(A)=ps+ps+ps | {BNC =BAD
=020 =02 0r =020 =BA~E
=rp-rs =r-ry =r3-0g
P(B) =p1+ps P(C) =p2+ps P(D) = ps + ps Kontrolle: =CnD
1=P(A)+P(K) = CnE
1=P(B) + P(C)
+ P(D) =DnE
l=pi+p2+pstps -
+Ps + Ps
zugehoriges Or =P+ P2tps
Baumdiagramm 1 Q2 =10 =ps+Ps+pPs
S _ P(ANB) Py
?P* q3 —_— =
P(A) P1+P2+P3
- P(AﬁC) _ P2
P(A) P1+P2+P3
_P(AnD) _ Ps
P(A) P1+P2+P3
_ P(ANB) Pa
P(A) P4 +Ps5+Ps
_ P(AnC) _ Ps
P(A) P4 +Ps5+Ps
G = P(AND) Pe
° 7 P(A)  ps+Ps+Pe
zugehoriges n =Pi*Ps
Baumdiagramm 2 r, =po+pPs
'3 =Ps3+Ps
_P(BNA) _ P
“TUPB)  pitpg
o =1_r,= PBOA)
P(B) P1+P4
_ P(CNA) _ P2
®* 7RO patps
P P(CnA) _
P(C) P2 +Ps
_ P(DNA) _ P3
N ® 7 PD)  pstpe
% _ _ P(DNA)
rf =1—-rg= =
P(D) P3+Ps




Merkzettel MH 9:
Achtfeldertafel (mit drei Zerlegungen) aufstellen

Achtfeldertafel durch drei Zerlegungen (. Lehrbuch, S. 366, MH 4)

>|

Q=AUA Q=BuB Q=CuC
B B P(A) =pi+p+ps+ps=1-P(A)
P(AﬁBﬁE) P(Aﬁgﬁ(_:) P(K) :p5+p6+p7+pg:1—P(A)
=P =Pz C PB) =pi+ps+ps+p;=1-P(B)
P(ANBNC) P(ANBN C) P(B) =py+ps+ps+ps=1—P(B)
=Ps =Pa P(C) =ps+ps+ps+ps=1—P(C)
C _
P(A NBAC) |P(ANBnC) P(T) =pi+ps+pr+ps=1-PC)
=Ps =Pe
P(ANBNC) [P(ANBNC)
:p7 :pS 6
Kontrolle
1=P(A) +P(A)
1=P(B) + P(B)
1=P(C)+P(C)
l=pi+p+ps+ps+t
Ps+Pst+ P7+ Ps

ein zugehoriges Baumdiagramm

O =P1t+P2+tpPstps
Oz =Ps+PstPrtPs

% = P(ANB) P(ANBNC)+P(AnBNC) P3+P1
3 = = =
P(A) P(A) P1+P2+P3+Ps
G = P(ANB) P(ANBNC)+P(ANBNC) P4 +P2
4 = = =
P(A) P(A) P1+P2+P3+P4
G = P(AnB) P(ANBNC)+P(ANBNC) ps+p7
5 = - = — =
P(A) P(A) Ps+Pg+P7+Pg
G = P(ANB) P(ANBNC)+P(ANBNC) Pe +Pg
6 — — = — =
P(A) P(A) Ps+Pg+P7+Pg
¢ = P(ANBNC) P(ANnBNC) b3
’ P(ANB)  P(ANBAC)+P(ANBNTC) P3+p:
G = P(ANBNC) _ P(ANBNTC) P
8 P(ANB)  P(ANBNC)+P(ANBNT) Ppz+p;
s = P(ANBNC) P(ANBNC) _ Ps
BT " PANB) PANBAC)+P(ANBAC) Pg+Psg
_ P(ANBN0C) P(ANBNC) Ps
Ous = =

PANB) PANBAC)+P(ANBNC) Ps+Ps




Merkzettel MH 10:

Reales zufalliges Ereignis unter suchen (Grundstrategie)

menten)

\Wichtige Anwendungsgebiete der Stochastik
e Glicksspiele und Lotterien

e \/ersicherungswesen

o Qualitatskontrolle (Stichprobenkontrolle, Reserveschaltungen)
e Technik (Simulation von groftechnischen Abl&ufen)
e Biologie (landwirtschaftliche Ertragssteigerungen, Gentechnik)

e Medizin (Ausbreitung von Infektionen, Wirksamkeit von Medika-

e Psychologie (Bewertung von Testverfahren)

Kompetenz in anste-

henden Sachproblemen
Kontrolle Redles Ereignis A Modellbildung
e Festlegung der Ergebnismenge Q (/* MH 1)
: e Annahme der Gleichverteilung (/ MH 16)
Zuordnung von Stochastisches | |e Annahme der hypergeometrischen Verteilung
P(A) zum realen Modell fur das | (/ MH 15)
Problem Ereignis A e Annahme der Unabhéangigkeit
(/" Lehrbuch, S. 396)
e Annahme der Binomialverteilung (/* MH 14)
e Annahme der Normalverteilung (/* MH 13)
Berechnung der Wahr-
_ scheinlichkeit P(A) || stochastische
Interpretation Theorie Kompetenz in der

Stochastik

e relative Haufigkeit (/ Lehrbuch, S. 358)
e Baumdiagramm (/* MH 6)

o Vierfeldertafel (/* MH 7)

e Abzahlprinzipien (/" MH 2)

e Gleichverteilung (/ MH 16)

e hypergeometrische Verteilung (/* MH 15)
e bedingte Wahrscheinlichkeit (/7 Lehrbuch, S. 389)
e Unabhangigkeit (/* MH 21)

e Binomialverteilung (/" MH 14)
le Narmalverteiluna (7 MH 13)




Merkzettel MH 11:
Urnenmodell konstruieren (. Lehrbuch, S. 381)

T mMm ©w X m nw r r >» T C N

4 z m Z

Einstufiges Einmaliges Ziehen aus einer Urne, bei der die endlich
Zufdls- vielen Ergebnisse durch die Kugelfarben und die ratio-
experiment nalwertigen Wahrscheinlichkeiten ihres Eintretens durch
(/LB,S den jeweiligen Farbanteil beschrieben werden.
352)
LAPLACE- BERNOULLI-
Experiment mit | Experiment mit
=1 _M
p F p= W
e nverschiee 1o M rote und
denfarbige N —M weiRe
Kugeln Kugeln
e ndurchnum- (/LB S. 415)
merierte Ku-
geln
(/LB S. 367)
n-stufiges n-maliges Ziehen aus einer Urne, deren Inhalt vor jeder
Zufals- Ziehung der entsprechenden Stufe des Zufall sexperiments
experiment angepasst wird wie bel einem einstufigen Zufallsexperi-
(“LBS. ment.
353)

Simulation

Ziehen nacheinander;

Baumdiagramm

* 1. Pfadregel

* 2. Pfadregel
(/" MH 6)

geordnete Stichprobe ungeordnete Stichprobe
mit Zu-| ohne mit ohne

ruck- | Zuriick- |... Zurlck- | Zurlck-
legen |legen legen legen

Zahlprinzipien
(/" MH 2)




Merkzettel MH 12;

Wahrscheinlichkeiten fur k Erfolge bel einer BERNOULLI-K ette ermitteln

T

giltn-p-(1-p) >9, so
PX.=K)

1 k—-EXp
“ox, Y\ ox,

(/" Lehrbuch, S. 430)

genau k Erfolge

P(X,=k) =B, ({k})
= bi(n, p, k)

= (R)P*-a-pyk
(/" Lehrbuch, S. 418)

X, m-mal simulieren und die sich

ergebende relative Haufigkeit
h,(X,=K)

als Naherung fur P(X, = k)

Erfolg genau bei der n,-ten, der
n,-ten sowie der n,-ten Reali-
sierung

p(l-p"°

erster Erfolg bel n-ten
Realisierung

P(X,,=0)-p=(1-p)"" - p

k-ter Erfolg bei n-ter

Realisierung

P(XTFI: k_l) ) p
=B,.,({k-1})-p
=bi(n-1, p, k1) -p

= (R73)p @t

(/" Lehrbuch, S. 418)

BERNOULLI-Kette

mit Erfolgswahrscheinlichkeit p
BERNOULLI-Experiment

mit Erfolgswahrscheinlichkeit p
n-mal realisieren

(/" Lehrbuch, S. 414)

X.: zufélige Anzahl der Erfolge
Xn - Bn: p

(/ LB, S. 418)

weniger alsk Erfolge

P(X.<k) =B,,({0; 1 ...; k-1})
=subi(n, p, 0, k=1)

= I;:(?)pl -(1-p) n—i

hochstens k Erfolge

PX<k) =B,,({0; 1 ..., k})
=subi(n, p, O, k)

= i_io(?)-pi (A-p) "

(/ LB, S. 418)

mindestens k Erfolge

P(Xzk) =1-B,,({0; 1 ...; k-1})
=subi(n, p, k, n)

= gn}((?)-pi -(1-p) n-—i

(/ LB, S. 418)

mindestens einen Erfolg

P(X,21) =1-B,,({0})
=1-(-p)

Anzahl der zu erwartenden
Erfolge
EX,=n-p (/" MH 19)

mit der Standardabwei chung

DX,=n-p-(1-p) (, MH 20)

mindestens k, und héchstens
k, Erfolge

Pk, < X, <k,
=B, ({0L;..;k}) -
B, ,{0;1;...k})

=subi(n, p, k, , k,)
kz n . .
- S (M) paop
i=ky (/" LB, S. 418)

giltn-p-(1-p)>9,5 »| g 5 430

k+0,5- EX
P(X < K) = @(;)

DX p




Merkzettel MH 13: '@
M odellannahme Zufallsgrofie X ist normalverteilt rechtfertigen

« DieWahrscheinlichkeitsverteilung einer binomialverteilten ZufallsgrolRe (. Lehrbuch, S. 430; ./ MH 14)

mit einer Streuung groRer als 9 kann man durch eine Normalverteilung annghern (. Lehrbuch, S. 430):

Y ~Bypmitn-p-(1-p)>9 = ~N(0; 1%

Y-EY
DY
k+0,5-EY

P(Y <k) = By, o({0;1;....k}) = (I)( =

)fUrn-p-(l—p)>9

» DieDichtefunktion f (/ Lehrbuch, S. 431) von X ist (zumindest angenghert) eine Glockenkurve:

y H
10,1 B (ﬂ)z
— 1 2l o
f(x) = e
216
1 X
p p+o
4 _}(t;“)
» Die Wahrscheinlichkeiten gentigen (zumindest angendhert) dem Ansatz P(X < x;) = j J_Oze 20 ) dt
SN 2m

1 T %
X1

« |st die ZufallsgréRe X normalverteilt mit den Parametern EX = p und D2X = 62, so ist die standardisierte

X-EX
DX

Zufallsgroie standardnormalverteilt (. Lehrbuch, S. 435):

X_
X~N o) = 2 -N(©; 1)
(o)

x-q
X _Afz=m i 1, _
P(X <x) = J%e 2( o )d’c: _[ ;ne 2" dt =<D(%)
w210 e N

e Die Summevon n (n>50) voneinander unabhangigen Zufallsgréfien X4, Xo, ..., X, ist annghernd
normalverteilt (Zentraler Grenzwertsatz) (. Lehrbuch, S. 438):

P(ixi <x) =P —=2

i-1 n '
' I3 p2x,
i=1



Merkzettel MH 14: l@

Modellannahme Zufallsgrofieist B, -verteilt rechtfertigen

Dem Zufallsexperiment entspricht folgendes Urnenmodell:
Einer Urne mit genau N Kugeln (M weif3en, N — M roten) werden nacheinander genau n Kugeln ,, auf
gut Glick" und mit Zurticklegen enthommen.
X: zuféllige Anzahl der herausgegriffenen weil3en Kugeln

_M
P= X
* Esigt eine Stichprobe mit Zuriicklegen.
Ist der Stichprobenumfang n sehr klein im Vergleich zur Anzahl N aller Kugeln, so kann man eine
Kugelentnahme ohne Zuriicklegen annéhernd gleichsetzen einer Entnahme mit Zuriicklegen,
dh. PX=k)=B M *({k}). (/" MH 15)

n—
N

* Wird ein BERNOULLI-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p n-mal und unabhéngig voneinander
realisiert, soist die zufélige Anzahl X der eingetretenen Erfolge binomialverteilt mit den Parametern n und
p,d.h. X ~B_ (/" Lehrbuch, S. 415).

- EsgiltP(X =K) =B, ({K}) = (E)-pk .(1=p)™k. ( Lehrbuch, S. 417)

» Der Erwartungswert betragt EX = n - p. (/* Lehrbuch, S. 425; MH 19)
» Die Streuung (Varianz) betragt D2X =n - p - (1 —p). (/* Lehrbuch, S. 426; MH 20)

Naherungsmodell: Normalverteilung (/7 Lehrbuch, S. 433; MH 13)

k+0,5-n-p

PX<k)=B_ ({0;1;..;k})=®| ————
( )=B,.{ } [m

JfUrn-p-(l—p)>9




Merkzettel MH 15: l@
M odellannahme Zufallsgrofie X ist hypergeometrisch verteilt rechtfertigen

e Dem Zufallsexperiment entspricht folgendes Urnenmodell (. Lehrbuch, S. 384):
Einer Urne mit genau N Kugeln (M weil3en, N — M roten) werden genau n Kugeln ,,auf gut Glick”
und ohne Zurlicklegen entnommen.
X: zuféllige Anzahl der herausgegriffenen weifRen Kugeln

» Esist eine Stichprobe ohne Zurticklegen.
MY(N-M
m n—-m
N
n

» Die Wahrscheinlichkeiten berechnen sich nach der Formel P(X =m) =

» Der Erwartungswert betragt EX =n - %

» Die Streuung betrdgt D2X =n - %-(1——)

Naherungsmodell: Binomialverteilung (. Lehrbuch, S. 417)

Gilt fur das angemessene Urnenmodell, dass die Anzahl n der entnommenen
Kugeln sehr kleinist im Vergleich zur Anzahl aller Kugeln, so kann man die
Kugelentnahme ohne Zurticklegen anndhernd gleichsetzen einer Entnahme mit
Zuricklegen,

d.h.,,esgilt P(X =m) = Bn. m {m}).
N




Merkzettel MH 16:

7]

M odellannahme Zufallsgrofie X ist gleichverteilt rechtfertigen

Urnenmodell:
(/" Lehrbuch, S. 381)

Wahrscheinlichkeit atomarer Ereignisse;

(/" Lehrbuch, S. 363)

Wahrscheinlichkeit zusammengesetzter Ereignisse:

(/" Lehrbuch, S. 363)

Erwartungswert:
(/" Lehrbuch, S. 402, MH 19)
Streuung (Varianz):

(/" Lehrbuch, S. 407)

Geometrie des Zufallsgenerators:

Signalworter:

Erste Modellannahme:

Einer Urne mit genau n durchnummerierten (ansonsten
nicht unterscheidbaren) Kugeln wird “auf gut Gluck” eine
Kugel entnommen.

X: zuféllige Nummer der herausgegriffenen Kugel
Il =n

P(X =k) = P({k}) = % furaleke Wy ={1;2;...; n}
bzw. ke Q mit |Q|=n
|A|

PA) = —
(A) B

n+1

EX= —=
2

D2X =

12

Minze, Tetraeder, Wiirfel, ...  (keine der zwel, vier,
sechs, ... Seitenfléchen ist infolge inhomogener M assen-
verteilung bzw. unzureichender Symmetrie beim Auffallen
bevorteilt)

auf gut Gluck, rein zuféllig, wahllos, nicht manipuliert,
ideal, fair, LAPLACE-Wrfel, L-Wdrfel, blind entnommen,
gleiche Chance, ...

Unter der LAPLACE -Annahme rechnet man das Model
durch bzw. simuliert es, um die vorgegebenen Wahrschein-
lichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten mit den entsprechen-
den erhaltenen Ergebnissen zu vergleichen.



Merkzettel MH 17:

Wahr scheinlichkeitsverteilung er mitteln

7]

Gleichverteilung
(/" Lehrbuch, S. 367)

peay = 1A

|| P{m}) =

hypergeometrische Verteilung
(/" Lehrbuch, S. 384)

(

Binomialverteilung
(/" Lehrbuch, S. 417)

J{N=) B, ({k}) =

(v)

(E).pk (1-p) n-k

Normalverteilung
(/" Lehrbuch, S. 433)

Pl KI) = cb(%)

relative Haufigkeit
(/" Lehrbuch, S. 358)

h(a) = 2 pay

fur groflesn

¢ wiederholte Durch-
flhrung des Zufalls-
experiments

e Simulation eines -
Zufalsexperiments

(/" Lehrbuch, S. 362, S. 410)

Wahrscheinlichkeitsverteilung

P

Urnenmodell (/* MH 11,
/" Lehrbuch, S. 381)

Baumdiagramm (/" MH
6; / Lehrbuch, S. 372)
1. Pfadregel
2. Pfadregel

Mehrfeldertafel (/* MH

(/" Lehrbuch, S. 362)

8; / Lehrbuch, S. 364)

Histogramm, Stab-
diagramm, Punktdia-
gramm, ... (/* MH 18;
/" Lehrbuch, S. 401)

Verteilungsfunktion
(/" Lehrbuch, S. 400)

Wahrscheinlichkeit atoma-

rer Ereignisse

* P{o})=h({w}) far
groRResn

» aufgrund der Geometrie
des Zufallsgenerators
(Minze, Tetraeder,
Warfel, ...)

» aufgrund mehr oder
weniger sinnvoll
erscheinender Modell-
annahmen

allgemeine Rechenregeln

P: A P(A) fir A e 2 mit

PA) = >.P{o})
weQNA
P(A)>0

P(A) <1

PQ) =1

P(@)=0

P(A) = Y P(Bj)-Pg, (A)

i=1

B,. ..., B, Zerlegung von Q
P(A)=1-P(A)

(/" Lehrbuch, S. 363)

(2. Pfadregel)

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

=P(A) + (B)

=P(A) + P(B) —P(A) - P(B)
PA N B) =P(A) - P,(B) = P(B) - P,(A)

=P(A) - P(B)

A,Be 2° AcB = PA)<P(B)

bei Unvereinbarkeit
bei Unabhangigkeit
1. Pfadregel

bei Unabhangigkeit

(/" Lehrbuch, S. 396)




Merkzettel MH 18:
Wahrscheinlichkeitsverteilung dar stellen

endliche o Wertetabelle X |=110 |2 |3
Zufallsgrofe X PX=x) 101 |03 9,2 D4
(/" LB, S. 400)

zweizaligeMatrix X=(o] o5 % g4)( Lefvbuch, S.401)

Histogramm (. Lehrbuch, S. 401, S. 428)
PX=k)
041

-1 1 k
Rechteckflacheninhalt zum Wert k ist gleich P(X = k).

Stabdiagramm
P(X =k)
041

0.1

o X
Stablange zum Wert k ist gleich P(X = k).

Punktdiagramm
P(X =k)
0471 .

e 017

+ :l + + l: + +—t—t—+ "
Zum Wert k gehort der Punkt (k; P(X = Kk)).

n 36°

144°

Kreisdiagramm
108°

72°

Zum Wert k gehort der Sektor mit dem Offnungswinkel
o =P(X =Kk) -360°




e Verteilungsfunktion
(/" Lehrbuch, S. 400)

F(x)
.l —
—-a0
0
—0(),1
-1 1 X

Funktionswert an der Stelle k ist F(k) = P(X < k)

e Kenngroflen EX =15 D2X =2,25
(/" MH 19, MH 20; / Lehrbuch, S. 402, 407)

stetige
Zufallsgrofe X
(/" LB, S. 431)

e Dichtefunktion f
(/" Lehrbuch, S. 431)
y

0.2

| Ly
fx)=—=e 2 2
() \2n~2‘e

0,1 P(X <6)

e
-0,5 1 4 g X

e Verteilungsfunktion F
(/" Lehrbuch, S. 431)

y
1 4
F(x) :if(t)dt
mit
1 by
f)y=—=e2 2
05 4 \8m
P(X < 6)
0,5 1 6 x

o Wertetabelle fiir ausgewahlte X-Werte in Tafelwerken, z.B. fir ¢ und @ von X ~ N(0; 1%)

e Kenngroflen EX=5; DX =4
(/" MH 19, MH 20; / Lehrbuch, S. 431, 407)




Merkzettel MH 19:
Erwartungswert berechnen

X endliche Zufallsgréfie

Xé(xl Xp xn)
P1 P2 - Pn

X stetige Zufallsgrofie
mit Dichtefunktion f

n
EX = Y x;p; (/ Lehrbuch, S. 402)
i=1

+oo
EX = [x-f(x)dx (/" Lehrbuch, S. 431)

—oo

E(aX +b) =aX + b (/" Lehrbuch, S. 404)
E(X +Y) =EX + EY (/ Lehrbuch, S. 405)
E(X -Y) =EX -EY,wenn X, Y unabhangig (/* Lehrbuch, S. 406)

« Gleichverteilung (/ Lehrbuch, S. 367, MH 16)

p=1 = Ex=10tl
n 2
» hypergeometrische Verteilung (/* LB, S. 384,
MH15)
M N-M
k J'\ n-k M
pk=— = EX= S

N
(%)
« Binomiaverteilung (/* Lehrbuch, S. 417, MH 14)

Pk = (L‘)-p" (1-p)k = EX=n-p

» Normalverteilung (/ Lehrbuch, S. 433, MH 13)
EIES

1 e 2( c ) = EX =

2n6 2

f(q) =



Merkzettel MH 20:
Steuung / Varianz berechnen

X endliche Zufallsgroiie

Xé(xl Xp xn)
P1 P2 - Pn

X stetige Zufallsgrofie
mit Dichtefunktion f

D2X = E(X — EX)?

n

= Y (x; —EX)2-p; (/" Lehrbuch, S. 407)
i=1

= EX? - (EX)?

D2X = T(x— EX)2f(x)dx

—oo

D%aX +b) = & - D2X (/" Lehrbuch, S. 409)
D2(X +Y) =D2X + D?Y, wenn X, Y unabhéngig (. Lehrbuch, S. 409)

» Gleichverteilung (/ Lehrbuch, S. 367, MH 16)
P = 1 px-= n?-1
" 12

» hypergeometrische Verteilung (/* LB, S. 384,
MHZ15)
M N-M
k ) {n-k
N
(%)
= DX = n-M-(l—M)- N-n
N N/ N-1
» Binomiaverteilung (/" Lehrbuch, S. 417, MH 14)
P = (L‘)-pk (1-p)"k
= DX=n:-p-(1-p)

Pk =

« Normalverteilung (/ Lehrbuch, S. 433, MH 13)

,;(ﬂ)z
1 e 2\ o = DX =¢°
216 2

f(x) =




Merkzettel J 1: '@
Binomialverteilung erkennen

Erkennen der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgrof3e als Binomialverteilung ./ MH 14

o Esliegt ein Zufallsexperiment mit genau zwei moglichen Ergebnissen vor.

o Das Zufallsexperiment besteht aus n voneinander unabhéngigen Durchfihrungen, d.h.:
Auf jeder der n Stufen des Zufallsexperiments bleibt die Wahrscheinlichkeit beider Ergebnisse unverandert
(BERNOULLI-Experiment / BERNOULLI-K ette) ./~ MH 12,



Merkzettel J 2: l@
Binomialverteilung durch Normalverteilung approximieren

Approximation einer Binomialverteilung ./ MJ 1 einer ZufallsgréRe X durch Normalverteilung ./ MH 13
Empirische Kriterien:

62 =V(X)>9 62 =V(X) —Varianz;  n— Stichprobenumfang

02 =V(X)> %\/ﬁ

Die Approximation ist méglich, wenn eines der beiden Kriterien erfillt ist. Im Interesse einer hinreichend genauen
Approximation sollten méglichst beide Kriterien erfillt sein.

Approximation bei linksseitigem Ablehnungsbereich A:

PX<k)=B,,({0;1;..;k}) = q)(.k+ 0(;5—M)Sa

Approximation bei rechtsseitigem Ablehnungsberei chA:

PX2k)=1-B, ({0;1; .. k—1}) = 1— @(w)m : d{w)ZI—a
' (o}

o



Merkzettel J 3:
Unbekannte Wahr scheinlichkeit testen (Uber sicht)

e Alternativtest (, besonderer” Signifikanztest) ./ MJ7

Untersuchung von zwei einfachen (spezifizierten), konkurrierenden Hypothesen;
Hy:p=p,undH;: p=p,

P, > P, linksseitiger Test; P, <P, rechtsseitiger Test
Kleine Werte der Zufallsgrofle X Grol3e Werte der Zufallsgrofe X
sprechen gegen die Nullhypothese H,,. sprechen gegen die Nullhypothese H,,.

e Signifikanztest (,normaler* Signifikanztest) ./” MJ6

Im Prinzip Untersuchung nur einer Hypothese, der Nullhypothese (einfach oder zusammengesetzt);
die konkurrierende Hypothese ist nicht spezifiziert

H:p=p, [H:p#p] zweiseitiger Test

Sowohl grof3e als auch kleine Werte der Zufallsgrofie X sprechen gegen die Nullhypothese H,..
Hy:p=p, [H:p<p] einsatiger, linksseitiger Test
Kleine Werte der Zufallsgrofie X sprechen gegen die Nullhypothese H,,.

Hye:p<p, [H:p>p] einsetiger, rechtsseitiger Test
Grof3e Werte der Zufallsgrof3e X sprechen gegen die Nullhypothese H,.

o Mogliche Fehlentscheidungen bei Alternativ- / Signifikanztests
Fehler 1. Art und Fehler 2. Art ./ MJ4



Merkzettel J 4: l@

M dgliche Fehleinschétzungen bel Testen von Hypothesen unter scheiden

Fehler beim Testen von Hypothesen

Hypothese H, in Wirklichkeit
wahr falsch
H, wird abgelehnt Entscheidung falsch Entscheidung richtig
Fehler 1. Art
H, wird nicht abgelehnt Entscheidung richtig Entscheidung falsch
Fehler 2. Art

Die Berechnung des Fehlers 1. Art ./ MJ5 ist sowohl bei Alternativ- als auch Signifikanztests /“ MJ 3
eindeutig moglich. Im Allgemeinen ist der (groftmogliche) Fehler 1. Art als Signifikanzniveau o vorgegeben.

Die eindeutige Berechnung des Fehlers 2. Art ./ MJ5ist nur bei Alternativtests ./ MJ 3 moglich.



Merkzettel J 5: '@

Fehler 1. Art und 2. Art berechnen .~ MJ4
Berechnen der Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art:
Mit dieser Wahrscheinlichkeit wird die in Wirklichkeit wahre Nullhypothese irrtimlich abgelehnt.

a=P(Ay ) = Bup(A) = 1-Buy(A)

Berechnen der Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 2. Art:
Mit dieser Wahrscheinlichkeit wird die in Wirklichkeit falsche Nullhypothese irrtiimlich nicht abgelehnt.

B=P(A,) = Bup,(A) = 1—Buy(A)

Bei einem , normalen” Signifikanztest . MJ 3 kann ein moglicher Fehler 2. Art berechnet werden, indem ein
konkreter Wahrscheinlichkeitswert aus p < p, bzw. p > p, gewahlt wird, der den zum bearbeiteten Sachverhalt
gegebenen Randinformationen am ehesten entspricht.
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Merkzettel J 6:
Signifikanztest einer Hypothese flir unbekanntes p vornehmen

Sgnifikanztest (,, normaler” Sgnifikanztest) .
Signifikanzniveau o i. Allg. vorgegeben (gelegentlich ,,indirekte” V orgabe durch gegebenen Ablehnungsbereich A
/ Annahmebereich A); wegen fehlender Spezifikation von H, kann der Fehler 2. Art nicht eindeutig berechnet
werden
(1) zweiseitiger Test (sowohl kleine als auch grofie Werte von X sprechen gegen H,) /7 MJ3

Nullhypothese H,: p = p, [Gegenhypothese: H,: p# p]

zweiseitiger Ablehnungsbereich fur H:

A ={0; 1 i K} U{K; i N} Mit Bup(A) <0 d. h. Bupf({0; .. k}) < % und Bup({K,; ...; n}) < %

(2) einseitig rechtsseitiger Test (grofe Werte von X sprechen gegen H,) /" MJ3
Nullhypothese H,: p< p, [Gegenhypothese: H,: p > p/]
rechtsseitiger Ablehnungsbereich fur H,;:
A ={k k+1 ..;n mitBu(A)<Bun(A)<0; Bun{0; 1 ..;k—1})21—q

(3) einseitig linksseitiger Test (kleine Werte von X sprechen gegen H,) /" MJ3
Nullhypothese H,: p > p, [Gegenhypothese: H,: p<p]
linksseitiger Ablehnungsbereich fir H;:
A ={0;1; ... K} MitBuo(A)<Bup(A) <0 Bup({0; 1.0 K}) <o



Merkzettel J 7:
Alternativtest einer Hypothese fir unbekanntes p vornehmen
Alternativtest (, besonderer® Sgnifikanztest)

Ablehnungsbereich A / Annahmebereich A oder Signifikanzniveau o vorgegeben
Nullhypothese H,: p = p, Gegenhypothese/Alternativhypothese H,: p = p,

e einseaitig rechtsseitiger Test (p, < p,; grof3e Werte von X sprechen gegen H,)
Ablehnungsbereich fir H;;: A= {k;k+1;...;n};Byp({0; L .. k=1}) 21~

e einseaitig linksseitiger Test (p, > p,; kleine Werte von X sprechen gegen H,)
Ablehnungsbereich fir H;: K:{O; 1 ..kl Bap({0; 1 k) <

Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 1. Art (a-Fehler; Signifikanzniveau o): By, pO(XD]

Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art (B-Fehler): By, (A)

/" MJ3
/" MJ3
/" MJ3

/" MJ5
/" MJ5
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Merkzettel MJ 8:
Signifikanztest durchftihren (praktische Vorgehensweise)

Praktisches Vorgehen bel Sgnifikanztests: /7 MJ6 /" MJI7

(1) Nullhypothese H, (und Gegenhypothese H,) mit dem Ziel aufstellen, H, mit einer kleinen
Irrtumswahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art) abzulehnen

(2) einegeeignete Zufallsgréfe (TestgroRe/Prifgrofe) X wahlen, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt
ist

(3) Signifikanzniveau o, Stichprobenumfang n wahlen; Ablehnungsbereich A bestimmen

(4) Stichprobe ziehen, konkreten Wert x der Zufallsgrofie (Testgrofe/Prifgrofie) ermitteln und Entscheidung
treffen:
a) H,wird abgelehnt (verworfen) mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von héchstens o, fallsx € A.

b) H,wird nicht abgelehnt (nicht verworfen), fallsx € A; die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art ist
meist unbekannt. Deshalb auch die Sprechweise: Aufgrund der vorliegenden Daten ist gegen H, nichts
einzuwenden.



Vorbemerkungen

Die nachfolgenden Merkzettel bieten in pradgnanter, Ubersichtlicher Form einen extrem verdichteten
Extrakt von solchen Lehrbuchpassagen aller 9 Lehrbuchkapitel an, in denen die Vorgehensweise
beim Lésen bestimmter Standardprobleme erarbeitet wird. Sie sind also nicht als
Zusammenfassungen, sondern vielmehr im guten Sinne als ,Rezepte” zu verstehen, die an das im
Unterricht (bzw. im Lehrbuch) ausfiihrlich Erarbeitete gleichsam erinnern, ohne noch einmal die
»1heorie* zu rekapitulieren, ohne Beispiele zu nennen, ohne (alle) Voraussetzungen oder
Nebenbedingungen aufzufiihren usw. Es geht um Denkanstol3e, die sich entsprechend individuellen
Bedirfnissen schnell ergénzen, vor allem aber ausdrucken und als (auch ,physisch®) leicht
handhabbare Basis z. B. fur die Vorbereitung auf Priifungen, auf eine Klausur usw. verwenden
lassen.

Obwohl bereits jetzt die Anzahl der Merkzettel ziemlich grof3 ist, sind bei aller angestrebter
Beschrankung gewiss noch solche Erganzungen erforderlich oder zumindest wiinschenswert. Auch
bringt es die bewusst gewahlte Knappheit der Darstellungen mit sich, dass auf manches verzichtet,
anderes nur angedeutet oder am Rande erwahnt ist, was bei ,strengerem*“ Herangehen vielleicht
einer starkeren Betonung bedurft hatte. In dieser Hinsicht muss der Nutzer — ob er nun Lehrender
oder Lernender ist — selbst entscheiden, welche Veréanderungen er vornehmen mdchte, welche
Varianten Aufnahme finden sollten, welche zuséatzlichen Verweise oder Querbeziige niitzlich sind
uSw.

Die technischen Méglichkeiten der CD-ROM bieten alle Voraussetzungen, um auch die Merkzettel
noch besser auf die persdnlichen Erwartungen und Anspriiche abzustimmen:

Links erlauben es,

—von bestimmten Begriffen, Satzen, Beispielen, Textpassagen usw. der PDF-Fassung des
Lehrbuchs (dort blau hervorgehoben) oder von dem Merkzettelnamen (in der linken Randleiste des
Inhaltsverzeichnisses zum vorliegenden Abschnitt) aus unkompliziert zu den entsprechenden
Merkzetteln zu gelangen sowie

—von den mit ./ “ gekennzeichneten Stellen der Merkzettel aus auf andere ,Hilfsmerkzettel* oder
ausfuhrlicher erlauternde Lehrbuchpassagen ,umzuschalten”

—von den PDF-Versionen der Merkzettel aus uiber das Word-Symbol neben der Uberschrift zur
entsprechenden Word-Version des Merkzettels zu gelangen. Dort bietet sich dem Nutzer die
Mdglichkeit, die Merkzettel nach eigenem Ermessen zu verdndern oder weitergehend zu nutzen.



Merkzettel MH 21:

Zwe Ereignisse A, B auf stochastische Unabhangigkeit untersuchen / stochastische

Unabhangigkeit nutzen
(/ Lehrbuch, S.396)

« Definition: P.(A) = P(A) P.(B) =P(B)

« Vereinfachung in der Vierfeldertafel:

(/" MH7)
B B
A P(A) - P(B) P(A) - (1-P(B)) P(A)
A (1-P(A)) - P(B) (1-P(A))-1-P(B)) |1-PA)
~(B) 1-P(B)
* Vereinfachung im Baumdiagramm:
(/MHT7) PB) _~B
A
P(A) —
/ 1-PE) B
\ PB)_- g
1-PA) A
1-P(B) B

» Vereinfachung von Rechenregeln:
(/" MH 17)

P(A N B) =P(A) - P(B)
P(A U B) =P(A) + P(B) — P(A) - P(B)
» Verallgemeinerung:
A, B, C sind paarweise (stochastisch) unabhéngig, wenn
P(A nB)=P(A) - P(B) und
P(A nC)=P(A) - P(C) und
P(B n C) =P(B) - P(C).
A, B, C sind (stochastisch) unabhéngig, wenn
P(A nB)=P(A) - P(B) und
P(A nC)=P(A) - P(C) und
P(B ~C)=P(B) - P(C) und
P(A nBnC)=P(A) - P(B) - P(C).

spezieller Multiplikationssatz
Speziafall des Additionssatzes

» Anwendung: BERNOULLI-Ketten (. Lehrbuch, S. 415)

Zentraler Grenzwertsatz (/* Lehrbuch,

S. 438)

i
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