B Arbeiten mit Zahlenfolgen und Reihen

Viele Besucher steigen an schonen Sommertagen die Treppen zum Potsdamer Schloss Sanssouci
hinauf. Bei genauer Beobachtung kann man feststellen, dass die meisten die lange Treppe Stufe fiir
Stufe ,erklimmen®“. Aber es gibt auch nicht wenige, vor allem jugendliche Besucher, die der ,Klein-
schrittigkeit” schnell Gberdriissig werden und alsbald damit beginnen, auch einmal zwei Stufen auf
einmal zu nehmen (was wegen der ,Tiefe* der Stufen gar nicht so einfach ist). Setzen wir also vor-
aus, dass Anton und seine Freunde zwar die erste Stufe auf jeden Fall betreten, dann aber entweder
weiter nur eine oder aber zwei Stufen auf einmal. Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es
dann, die n-te Stufe zu erreichen?

Fur kleine n ist der Sachverhalt noch leicht zu Ubersehen. Sei etwa n = 5. Dann gilt:

Stufe n Anzahl der Méglichkeiten, Stufe n zu erreichen

1 1

2 1, namlich genau zweimal 1 Stufe

3 2, namlich genau dreimal 1 Stufe oder einmal 1 Stufe und einmal 2 Stufen
4 3, namlich (1,1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1)

5 5,namlich (1,1,1,1,1),(1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1), (1, 2,2)

Fur n =6 und n = 7 wiirde sich diese Mdglichkeiten-Folge
mit den Zahlen 8 und 13 fortsetzen.
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B 1 Zahlenfolgen

B 1.1 Der Begriff Zahlenfolge

Mathematisch handelt es sich bei dem auf Seite S. 37 geschilderten Einleitungsproblem um eine
Funktion: Jeder Treppenstufe wird eine bestimmte Anzahl von Méglichkeiten zugeordnet.
Treppenstufe | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 |

Anzahl der Mdglichkeiten | 1 | 1 | 2 | 3 | 5 | 8 | 13 | 21 |

Auch das folgende Beispiel enthalt einen funktionalen Zusammenhang:

Mit einem vom Arzt verordneten Arzneimittel nimmt ein Patient téglich 5 mg eines bestimmten
Medikaments in Form einer Tablette ein. Im Laufe eines Tages werden davon 40 % vom Kdorper
abgebaut und ausgeschieden. Auch hier liegt eine Funktion vor:

Tag |1|2|3|4|

Menge des Medikaments in mg | 5 | 8 | 9,4 10,438

Beide Beispiele haben eines gemeinsam: Die geordneten Paare sind dadurch gekennzeichnet, dass
an erster Stelle stets eine naturliche Zahl steht. Der Definitionsbereich der hier betrachteten Funkti-
onen ist also die Menge der naturlicher Zahlen (bzw. eine Teilmenge davon). Funktionen dieser Form
nennt man Zahlenfolgen und weil diese Zahlenfolgen an zweiter Stelle der geordneten Paare reelle
Zahlen aufweisen, spricht man viellen Zahlenfolgen

Definition B 1:

Eine Funktion, deren Definitionsbereich die Memder nattrlichen Zahlen (oder eine Teil-
menge der natirlichen Zahlen) ist und die eine Teilmenge der reellen Zahlen als Wertebereich
besitzt, heildteelle Zahlenfolge.

Man schreibt fur die Zahlenfolge mit den Gliede{na, &, ..., g, ... kurz () und spricht
.Folge a,". Dabei bedeutet
¢ ndie Platznummer (den Index), * ; dms i-te Glied der Zahlenfolge.

Da Zahlenfolgen als spezielle Funktionen definiert wurden, kann man die von dort bekarnten

stellungsmdglichkeitenauf Folgen Ubertragen. So lasst sich auch zu einer Zahlenfolg8leine

chung aufstellen, ein&Vertetabelle anlegen und eiGraph zeichnen.

Kehren wir noch einmal zum Beispiel der Medikamentenaufnahme (Wachstumsprozess) zurtick. Die

oben angegebene Wertetabelle entstand, indem man aus dem Folggrghedlsdas nachfol-

gende g, 1 nach folgendem Verfahren berechnete:

h+1--04+5also g.1=(1-0,4)g+5 bzw. 3,1=06g+5

Mit der letzten Gleichung und einer Angabe zisbeinerekursive m

Bildungsvorschrift D (bzw. eineRekursionsgleichundir diese

Folge gegeben. Ein GTA liefert schnell den Graphen dieser F

Die Darstellung macht zugleich deutlich:

(1) Der Graph einer Folge besteht im Unterschied zu den bisl :
betrachteten Funktionsbildern (mit der MeifRgals Definitions- == B
bereich) hier nur aus einzelnen (isolierten) Punkten.

Fig. B 1

D recurrere (lat.) — zurticklaufen



B 1.1 Der Begrifizahlenfolge 39

(2) Bei diesem Wachstumsvorgang stellt sich eine ,Séattigungsgrenze* ein. Nach etwa 10 Tagen sind
jeweils unmittelbar nach der Einnahme praktisch konstant 12,5 mg des Medikaments im Kérper
des Patienten enthalten.

Zahlenfolgen lassen sich auch durch erglizite Bildungsvorschrift D darstellen. Sie ist dadurch

gekennzeichnet, dass das allgemeine GligtbaZahlenfolge (g allein von n abhéngig ist. Jedes

Glied g lasst sich hier durch Einsetzen der Platznummer k in die explizite Bildungsvorschrift

bestimmen. Im Unterschied dazu gibt die oben genaakigsive Bildungsvorschriéin, wie man

ein beliebiges Glied,a. 1 der Folge aus seinem Vorgangg(le> 1) erhélt und wie das Anfangsglied

ay lautet. Rekursive Bildungsvorschriften von Zahlenfolgen kénnen sich auch auf zwei oder mehr

Vorganger beziehen (s. Beispiel B 6).

Beispiel B 1: B1
Das allgemeine Glied,a 9—_—1 stellt eine explizite Bildungsvorschrift fir die Zahlenfolge

(a”)_(n+1)_(1 0); (2 ); (3% ); (4g ); ... dar

An Stelle der Paarschreibweise verwendet man fir die Angabe von Zahlenfolgen in der Regel eine
verkurzte Notierung: Man fuhrt nur die Elemente des Wertebereichs auf — die zugehdrigen Elemente
des Definitionsbereiches ergeben SICh aus der Position Die Zahlenfolge aus Beispiel B 1 wére dann
in der Form zu schreiben:ja= 0 1.2.3. wmit2, das an der 4. Position der Zahlenfolge steht,
ware bei ausfuhrlicher Schrelbwelse afiso das Zahlenpaér (4; )pzvé. gemeint. Allgemein

schreibt man: (@ = a; &; a; ...

Beispiel B 2: B2
a) Die Folge der Vielfachen von 8, alsp=a8, & = 16, & = 24, ..., lasst sich explizit durch
das allgemeine Glied,& 8 - n bzw. rekursiv durch die Vorgabe=a8 und @, 1=g,+ 8
beschreiben.
b) Betrachtet wird die Folge der abwechselnd positiven und negativen Potenzen von 4:
4, -16; 64; ...
Explizite Bildungsvorschrift:  a= (<1’ * 1. 4" (n=1)
Rekursive Bildungsvorschrift: & 4; § +1= & (—4)

Beispiel B 3: B3
Jeder natirlichen Zahl n mit 0 <rl0 ist die Anzahl T(n) ihrer Teiler zuzuordnen.

n | 1| 2] 3| 4| 5| ]| 7| 8| 9| 10

) | 1| 2 | 2| 3] 2| a| 2| a| 3| a

Beispiel B 4: B4

Die ganze Zahl 4 werde fortlaufend halbiert. Man ermittle die sich ergebenden Werte H(n)
nach n Halbierungen.

n |1|2|3|4 5|6|7|
1 1 1 1 1
CHEREEERERRE RN

D explicare (lat.) — erklaren, entwickeln
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In Abhéngigkeit davon, ob der Definitionsbereich endlich viele oder unendlich viele nattrliche Zah-
len enthalt, spricht man vandlichen Zahlenfolgen(Beispiel B 3) odeunendlichen Zahlenfol-
gen(Beispiele B 1, B 2, B 4). Sind alle Glieder einer Zahlenfolge untereinander gleich, so handelt
es sich um einkonstante Zahlenfolge.

Beispieg B 5:
(&) = (F) =2;2;2;2; ... isteine konstante Zahlenfolge

Beispiel B 6:
Wir greifen noch einmal auf das , Treppen-Beispiel” (s. Seite S. 37) zurlick: Auch hierbei han-
delt es sich um einen Zahlenfolge, allerdings mit einem etwas komplizierteren Bildungsgesetz.
Die Anzahl der Méglichkeiten, die n-te Stufe zu erreichen, geDie erste Treppenstufe Iasst
sich allein auf eine Weise erreichen; ebenso kann man It. Voraussetzung zur zweiten Stufe nur
gelangen, indem man zuerst auf die erste Stufe und dann mit einem ,gewohnlichen” Schritt
weiter auf die zweite Stufe steigt. Also gilt
my =1 und m = 1. Um die (n + 2)-te Stufe zu erreichen, gibt es zwei Mdglichkeiten:
(1) Man kommt von der (n + 1)-ten Stufe. Dg m Moglichkeiten existieren, auf die

(n + 1)-te Stufe zu gelangen, gibt es in diesem Falle also auch ggnaarianten, die

(n + 2)-te Stufe zu erreichen.
(2) Man kommt in einem grof3en ,Satz" direkt von der n-ten Stufe. Jetzt gibt es ggiigm

lichkeiten, auf die (n + 2)-te Stufe zu gelangen.
Zusammengefasst ergibt sich aus (1) und (3); g+ m, ; 1 + m,. Die Folge der ,Mdglichkei-
ten-Anzahl“, allgemein: dielBONAcCI-Folge lasst sich damit (bei Umnummerierung und Ver-
wenden der Symbolik von Seite S. 38) durch die rekursive Bildungsvorschrift
=1 8=38,_1t+ 8 _,beschreiben.
Mithilfe dieser Vorschrift sowie des Funktions- und des Tabellenmenis eines GTA lassen sich
auch Folgenglieder mit hdherem Index schnell berechnen (Fig. B 2 bis B 4).
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B 1.2 Eigenschaften von Zahlenfolgen

Fur die Zahlenfolgen in den Beispielen B 1, B 3 und B 4 liefert der GTA die nachstehenden grafi-
schen Darstellungen (Fig. B 5a, B 5b bzw. B 5c¢):
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Bei einem Vergleich lassen sich folgende Feststellungen treffen:

Im Beispiel B 1 (Fig. B 5a) scheinen die Folgeglieder standig zu wachsen, erreichen aber zum Bei-
spiel nie den Wert 1. Im Beispiel B 4 (Fig. B 5c) werden sie fortgesetzt kleiner, nehmen aber nie
negative Werte an. Die Folgeglieder im Beispiel B 3 (Fig. B 5b) weisen in dieser Hinsicht keine
RegelmaRigkeiten auf.

Das Verhalten der Zahlenfolgen in den Beispielen B 2 und B 4 wird wie bei Funktiomeoreaiton
wachsendzw. monoton fallendindbeschrankbezeichnet.

Definition B 2: B2
Eine Zahlenfolge (g heil3t genau darh
monoton wachsed, | monoton fallend,
wenn flr alle nattirlichen Zahlerenl gilt
8y 412 @, | 8y 1< 2,

Ist jedes Folgeglied tatsachlich gré3er bzw. kleiner als seine Vorganger (und nicht gleict), so
spricht man vorstrenger Monotonie.

Konstante Zahlenfolgen lassen sich sowohl als monton wachsend wie auch als monton fallend auf-
fassen: Mit @= g 4 1 gilt &, = g+ 1und ebenso,& &, . 1. Es liegt abekeine streng&lonotonie vor.
Um eine Zahlenfolge (g auf Monotonie zu untersuchen, formt man die in der Definition B 2
benutzten Ungleichungen zweckmafiigerweise in Differenzen um.
Gilt fur alle n>1

3y +1— & =0, soist (g monoton wachsend,;

3, +1— & >0, soist (g streng monoton wachsend,;

3h+1— & <0, soist(g) monoton fallend;

3 +1— & <0, soist (g streng monoton fallend.

Man untersucht also, ob die Differenzen benachbarter Glieder stets nichtnegativ oder nichtpositiv sind.

Beispiel B 7: B7
Die explizite Bildungsvorschrift der Zahlenfolge aus Beispiel B 4 lautet % .

Die grafische Darstellung in Fig. B 5c legt die Vermutung nahe, dass diese Zahlenfolge streng
monoton fallend ist. Zur Bestatigung dieser Vermutung muss gezeigt werden, dass fir alle
n=1 die Ungleichung @, 1— &, <0 gilt.
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Da der Zahler und Nenner dieses Bruches stets grofl3er als 0 isté—néiJit - < 0. Somit ist

gezeigt, dass die Zahlenfolge, )& (—zi‘n ) streng monoton fallend ist.

1) Die Formulierung ,genau dann® steht fiir ,dann und nur dann® — es handelt sich um wechselseitig giiltige
Beziehungen, also: monoton wachsend, . 12 g, bzw. monoton fallend- g, ; 1< a,.
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B8 Beispiel B 8:

Wir untersuchen das Monotonieverhalten der Zahlenfog?ej(ﬁ
n_

e ) schrittweise.

(1) Zunachst bestimmen wir die ersten funf Glieder der Zahlenfolge:
( i N N S N
(2n—192’ 289’225’ 169'121'81"’
(2) Aus diesen Anfangsgliedern lasst sich vermuten, dass die Zahlenfolge streng monoton
wachsend ist.

(3) Sollte das der Fall sein, dann ist zu beweisen, dass furzalledie Ungleichung
an +1— & > 0 gilt.

a . 1—a = 1 ! __ 1 1
)e2 & 2N+ 1) -192 (2n-192 (2n-172 (2n- 192
_ (2n-19°-(2n—17% _ 4n® —76n+ 361- 4A+68n —289 _ —8n+ 72
(2n-179202n- 19?2 (2n-17920(2n- 19?2 (2n-1720(2n- 19?2

(4) Wir schatzen diesen Bruch ab: Der Nenner ist als Produkt zweier Quadrate fi¥ &lle n
positiv, der Z&hler wird allerdings fir n > 9 negativ. Also:

Firn<9qilta, + 1—8,20; firn>9gqiltg +1—a,<0.
(5) Das heif3t: Die Folge—é————— ) ist nicht monoton. Vom 1. bis zum 9. Glied ist sie wach-
send, vom 10. Glied an streng monoton fallend. Unsere Vermutung wurde nicht bestatigt.

Das Beispiel B 8 zeigt, dass man beim Untersuchen einer Zahlenfolge auf Monotonie aus dem
Berechnen nur einiger Folgenglieder keine voreiligen Schllisse ziehen darf.

B9 Beispiel B 9:
Wir betrachten die Zahlenfolgejamit a, = (—1)“-%,d.h. @ = —1,% :—% ;%f ;—é P
Diese Folge ist nicht monoton, denn fur gerades n gitt @ > & + 1 und fir ungerades n
gilt a, <0< g ; ;. Derartige Folgen, bei denen die Folgenglieder abwechselnd positiv und
negativ sind, heiRealternierende Zahlenfolgen.

Die Folge (g) mit g, = |st eine streng monoton wachsende Folge, deren Glieder jedoch offen-
sichtlich niemals den Wert 1 Uberschreiten. Dies fuhrt zu folgender allgemeiner Begriffsbildung:

B3 Definition B 3:
Eine Zahlenfolge (g heif’t genau dann

nach obenbeschrankt, | nach unten beschrankt,
wenn es eine ZahlSR gibt, so dass fur alle Folgengliedeygilt:
a,<s | a5
Man nennt die reelle Zahl s dann
eineobere Schranke | eineuntere Schranke

der Zahlenfolge (3.
(Einfach von einer ,Schranke* spricht man, wempo< s, also wenn allegn dem Intervall
[-s; s] liegen.)
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Definition B 4:

Eine Zahlenfolge (g heil3t genau danpeschrankt wenn sie nach obamdnach unten
beschrankt ist.

B4

Mit anderen Worten: Man nennt eine Zahlenfolge beschrankt, wenn die Werte aller Folgenglieder
nicht ,unterhalb” einer bestimmten Zahksd auch nicht ,oberhalb* einer bestimmten Zaliegen.

Auch die Beschranktheit von Zahlenfolgen kann man an ihren grafischen Darstellungen untersu-
chen. In den Figuren B 6a—d sind die Anfangsglieder einiger Zahlenfolgen dargestellt.
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Aus den Darstellungen lassen sich folgende Vermutungen entnehmen:

Zahlenfolge (g)

hat die obere Schranke hat die untere Schranke

ist beschrankt

ay =17
_ N
@~ 71

a,=(-2f
an= (-1 %

— 0
1 0
1 -2

nein
ja
nein

ja

Genau wie bei der Untersuchung auf Monotonie missen diese Vermutungen bewiesen werden,
indem man zeigt, dass tatsachlich eine reelle Zahl s existiert, die der Bedingym®s geniigt

(vgl. Definition B 3).

Beispiel B 10:

B 10

Am Beispiel der Zahlenfolge (= (ﬁ—z——l) soll gezeigt werden, dass 1 eine obere Schranle
sowie O eine untere Schranke dieser Folge ist und dass demzufplgactaDefinition B 4
eine beschrankte Zahlenfolge darstellt.

a) Um nachzuweisen, dass 1 eine obere Schranke der Zahlenfolge ist, zeigen wir, dass fur
alle n>1 die Ungleichungn%1 <1 bzw. 0< 1 —n%l gilt (vgl. Definition B 3).
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N _n+tl-n 1-n :i
n+1 n+1 n+1
chung von allen & 1 erfullt wird, gilt stetsn%1 <1.Alsoist 1 eine obere Schranke.

Umformung der Ungleichung ergibt: <01 — . Da diese Unglei-

b) Wenn 0 eine untere Schranke ist, muss gelﬁéhi' >0 furalle n>1. Da fur den

Zahler n=1 und fur den Nenner n +312 gilt, ist diese Ungleichung ebenfalls gesichert.

Die Folge (g mit &, = n%l besitzt also eine obere und eine untere Schranke. Damit ist die

Vermutung bestatigt, dass diese Folge beschrankt ist (vgl. Definition B 4).

B 1.3 Partialsummen; Partialsummenfolgen

Fur die Entwicklung eines nach marktwirtschaftlichen Gesichtspunkten gefiihrten Unternehmens ist
es wichtig, jeweils am Monatsende den erzielten Monatsumsatz des Betriebes zu kennen.

Monat |Jan.| Feb.| Mér]lz Apri|| Mai| Junr Jull Audf. Se¢t. OIth. N(+v. Dez.

A h b

Ausgehend von diesen Daten richten sich Entscheidungen der Unternehmensleitung nach den kumu-
lativent) Umsatzzahlen im Vergleich zum angestrebten Jahresumsatz, also nach dem bis zum jewei-
ligen Monat erzielten Gesamtumsatz.

Monat |Jan.| Feb.| Mér% Apri|| Mai| Junr Jull AU¢- Se¢t. Olft. th:v. Dez.

SR T

Damit ist aus der zunachst betrachteten zwdlfgliedrigen Zahlenfolge eine neue Zahlenfolge entstan-
den, in dem jeweils die Summen der entsprechenden Folgenglieder gebildet wurde. In betriebswirt-
schaftlichen Bereichen treten solche Summenbildungen nicht nur bei den Umséatzen, sondern auch
bei anderen Kenngrdf3en auf, z.B. bei Herstellungskosten, Auftragsbestand, Lohnkosten usw.
Ist (8,) = &; &; a; ... eine Zahlenfolge, dann bezeichnet man in der Mathematik die durch Sum-
menbildung Gber mehrere Folgenglieder entstehenden Zahlen

$178, =ty ZITHttay .. FTrHTHT... TG
alsPartialsummen (Teilsummen) deFolge (g). Zum Beispiel ist 5= g die erste, $= g + & die
zweite, § = g + & + g die dritte Partialsumme vonfausw. $=a + & +a+ ... + § ware dann
dien-te Partialsummevon (g,), bestehend aus n Summanden. Die Partialsummen yduil¢een
wiederum eine Folge (5=5;; $; S3; .- S Sie wirdPartialsummenfolgeoderTeilsummenfolge
von (&,) genannt. Man kann sie rekursiv beschreiben durch

S =g und $4+1=%+ G+ furallenz 1.

Zur Verkurzung der Schreibweise fur Partialsummen wird das Summenzgiveenende?). Fir
die n-te Partialsumme s & +a& +a+ ... +§, der Folge (g schreibt man kurz

Umsatz in

Mio. Euro 34

3,2 51 4,7 4,5 3,7

kum. Umsatz

in Mio. Euro > 30

3,4 6,6 | 11,7

n
z a gelesen:,Summe aller agvon k=1 bis n*
k=1

D cumulare (lat.) — anh&ufen
2) Das Zeichert ist der griechische Buchstabe Sigma. Es entsprecht dem S in der lateinischen Schrift und
wurde schon von LeonhardEER als bequeme Schreibweise von Summen eingefihrt.
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Bei der Arbeit mit dem Summenzeichen ist zu beachten:
« Es spielt keine Rolle, welcher Buchstabe fiir den Laufindex gewahlt wird. Beispielsweise gilt:

n n n
q( = Q‘Tl =
kzl mZ:l leap
« Mitunter ist es zweckmaflig, den Laufindex zu verandern. So kann man zum Beispiel anstatt

n n-4 n+2
Sy tyt..+g= g auch @+ 4 Oder & _p Usw. schreiben.
kZ k;3 " kZ3

1

n n n
e Ist ¢ konstant, so gilt§y c=n-c un Geacy &.
kZl Ezl kzl

. n + _ n + n b
kZl(ak +by) k;ﬁk t k; K

Beispiel B 11: B11
Durch Einsetzen erhalt man:
5 4
a) Z (2k—-1)=1+3+5+7+9=25 b)z‘ (4i+1)=5+9+13+17=34
k=1 i=

c) i(—1)‘-(2”):1—2+4—8+16—32=—21
n=0

Beispiel B 12: B 12
Fir die Folge der ungeraden naturlichen Zahle) {¢2k — 1) = 1; 3; 5; 7; 9; 11; ... ergeben
sich beispielsweise folgendRartialsummen:

1
= 2k-1) =1
=y (k-1

(2k—-1) = 1+3+5 =9

(k1) = 1+3 = 4

%
1l

1+3+5+7+9 =25

S
S4

Mo EMw

iy

(2k-1) = 1+3+5+7 =16 g5 S (2k—1)

2
2,
4
2,

=

B 1.4 Arithmetische und geometrische Zahlenfolgen

Beispiel B 13: B 13
Eine Schnecke kriecht an einer 5 m hohen Hauswand empor. Am Tage mége sie 10 cm nacn
oben kriechen, nachts wieder 3 cm nach unten rutschen.

Am wievielten Tag erreicht sie das Dach?

Tage n erreichte Hohg,Bm Ende des n-ten Tages
1 10 cm
2 10cm+ 7 cm
3 10cm +2:7cm
4 10cm+3-7cm
n 10cm+(n—1)-7cm
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Fur die am n-ten Tag erreichte Hohe gilt demnach=h0 cm + (n —1) - 7 cm.
Soll die Schnecke am n-ten Tag das Dach erreichen, so muss geffen50thcm
Daraus folgt: 10 cm + (n—1) - 7 cab00 cm, also (h — 1) - 7 cen490 cm

und somit (n—=1¥ 70 bzw. n=71.

Das heif3t: Die Schnecke hat am 71. Tag das Dach erreicht.

Die im Beispiel B 13 betrachtete Folgg)lveist die RegelmaRigkeit auf, dass die Differenz aufein-
ander folgender Glieder stets 7 ergibt. Solche Folgen waritbmetische Folgengenannt.

Definition B 5:

Eine Zahlenfolge (@ heildtarithmetische Zahlerfolge wenn fir jede naturliche Zahbnl die
Differenz zweier aufeinander folgender Glieder stets dieselbe reelle Zahl d ergibt:

8 +1—a=d fur alle N

Aus dieser Festlegung folgt, dass jede arithmetische Zahlenfolge durch den Anfangswumaitdae
Differenz d eindeutig bestimmt ist: Wir erhalten jedes Glied einer arithmetischen Zahlenfolge aus
dem vorhergehenden durch Addition von d; ;3= 4g,+d

Ist & bekannt, haben wir damit eine rekursive Darstellung arithmetischer Zahlenfolgen gefunden.

Es gilt somit a=g+d
ag=—at+td=g+2d
ay=—ayt+d=g+3d
as=g+d=g+4d

&=a_1+d=a+(n-1)d
Durch Verallgemeinern gelangt man hieraus zu der Vermutung

& =a +(n-1)d,
die sich mittels deBeweisverfahrens der vollstandigen Induktimeweisen lasst:

I. Induktionsanfang:
A(1): ayt+(l-1d=a
[I. Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung:
A(K): a =g+ (k-21)d
Induktionsbehauptung:
AK+1): acpq=a +((k+1)-1)d = a+ kd
Induktionsbeweis:
A(k) O A(k + 1): Wir addieren zum k-ten Glied die Differenz d und erhalten
y+k-1)d+d=pa+kd—d+d=a+kd =g 1
Wegen der unter I. und Il. gefihrten Beweise gilt obige Formel fur ali*n

Satz B 1 Bildungsvorschrift einer arithmetischen Zahlenfolge
Ist (&, eine arithmetische Zahlenfolge, so gilt fur alle natirlichen Zahlef und dJR
=y +t(n-1)-d (explizite Bildungsvorschrift).
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Aus der rekursiven Darstellung arithmetischer Zahlenfolggn (& g, + d lasst sich folgern:

Eine arithmetische Zahlenfolge mit

« d >0 ist eine streng monotamachsendé&olge,

« d <0 ist eine streng monotdallendeFolge,

e d =0 (als Spezidhll) ergibt diekonstanté~olge &;; &; &; ...

Eine weitere Eigenschaft von arithmetischen Zahlenfolgen ist die Tatsache, dass das mittlere Glied
dreier beliebiger benachbarter Glieder stets das arithmetische Mittel der zwei anderen ist. Daher
rahrt auch der Name ,arithmetische” Zahlenfolge. Wenn namlich

a_1=a+k-2)d, aq=g +(k-1)d und g, =g +kd ist, dann gilt:

*8yy _ 3+ (k-2)d+a +kd _2a +2kd-2d - g+ (k-1)d.

_ &1
&= 2 2 2

Beispiel B 14: B 14

Man ermittle fir eine arithmetische Zahlenfolge mjt=a¢ und d =3 die Bildungsvorschrift,

die ersten 5 Glieder und das 41. Glied.

* Mita; =4 und d = 3 lautet nach Satz B 1 die Bildungsvorschrift der gegebenen Zahler folge
=4+(N-1)3=3n+1.

» Nach dieser Bildungsvorschrift sind 4; 7; 10; 13 und 16 die ersten 5 Glieder der Folg=.

* Nach Satz B 1 heif3t das 41. Glied & 4 + (41 — 1)3 = 124.

Beispiel B 15: B 15

Aufgrund von Beobachtungen tber die Eigenwarme der Erde stellte man fest, dass die Waime der

Erde in 25 m Tiefe etwa mit der mittleren Jahrestemperatur des Beobachtungsortes berein-

stimmt. Dringt man tiefer in die Erde ein, so erhéht sich auf jeweils 32 m die Temperatur um 1°C.

a) In welcher Erdtiefe herrschen 25 °C, wenn die mittlere Jahrestemperatur des Beobacitungs-
ortes 10 °C betragt?

b) Wie hoch ist die Temperatur in 1145 m Tiefe?

Losung:

a) Eine Losungsmdglichkeit besteht darin, die Beziehungen 10 °C in 25 m Tiefe, 11°Cin57 m
Tiefe, 12 °C in 89 m Tiefe usw. mittels einer arithmetischen Zahlenfolge zu erfassen. Dann
gilt: a; = 25, d = 32 und,g= 25 + 32(n — 1) = 32n — 7, wobegj die Tiefe bei einer Tempe-
ratur von (9 + n)° angibt. Mit anderen Worten: Der um 9 vermehrte Gliedindex entspricht
der jeweiligen Temperatur.

Wegen n + 9 = 25 erhélt man also mit n = 16 die Gliednummer und mit
ay6= 25 + 15 - 32 = 505 die zu berechnende Tiefe. In etwa 505 m Tiefe findet man eine: Tem-
peratur von 25°C vor.

b) Wegen 25 + 32(n — 1) = 1145 erhalt man n = 36. Der um 9 vermehrte Gliedindex ist also
36 + 9 = 45. Die Temperatur in 1145 m Tiefe betrdgt demnach rund 45°C.

Beispiel B 16: B 16
Gegeben sei die ZahlenfolgeXanit g, = 2n + 3. Wir bilden die Differenz
h+1—-h=@2MN+1)+3)—(2n+3)=2n+2+3-2n-3=2

(ay) ist also einarithmetische Zahlenfolgmit derkonstanten Ofererz d = 2. Die Zahlen-

folge beginnt mit den Gliedern 5; 7; 9; 11; 13; 15; 17; ...
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Bildet man die Partialsummen der in Beispiel B 14 betrachteten Zahlenfolge, so ergibt sich:

S =5 = 5 bzw. § =5
s, = 5+7 = 12 s =5+(5+1-2)
3= 5+7+9 = 21 §=5+5+1-2)+(5+2-2)

§ = 5+7+9+..+(2n+3) 'S= 5+ (5+1-2)+ (5+2-2)+ ... +[5+(N—1)-2]

Davon ausgehend sollen nun die Partialsummen einer allgemeinen arithmetischen,Jolge (a
a, = & + (n —-1)d berechnet werden. Es gilt:

S1 =& =q

S =ty =g +(y+d)

S3 = atayta =g +(y+d)+(q+2d)

S =atatat.. gz a+(@+d+@+2d)+(@+3d)+..+(@+(n-1)d)

Um fur die n-te Partialsumme einer arithmetischen Zahlenfolge eine Formel zu gewinnen, benutzen
wir die ,Strategie”, die der deutsche Mathematiker Carl FriedrighsS bereits als neunjahriger
Schuler fand: Sein Lehrer stellte ihm die Aufgabe, die Summe der natirlichen Zahlen von 1 bis 100
zu berechnen. Der Uberlieferung nach loste er die Aufgabe in wenigen Augenblicken wie folgt:

1+2+3+..+98+99+100=(1+100)+(2+99)+(3+98)+ ... +(50+51)=50-101 =5050
Wir verwenden diese ldee in folgender Weise:

$Hi=a + (3 +d) + ... t@+(n-2)d) +(@+(n-1)d)

t§=(@+(n-1)d) +@+(-2)d) + .. +(a+d) +q

2:5=Qa+(n-1)d) +(2a+ (n-1)d) + ... +(2a+(n—-1)d) +(2a+(n-1)d)

2:3,=n(2g + (n-1)d)

Sn_l’l81+n(n 1)d

Klammert mané aus und ersetzt fa(n — 1) d) durch @ so ergibt sich als zweite Darstellung:

si=ng + oD =823 +(n-1)d) =] (a+a+(-1)d)=5 (a+a)

Satz B 2 Partialsumme einer arithmetischen Zahleffiolge
Ist (&) = &; &; &; ... elne arithmetische Zahlenfolge mit der Differenz d, so gilt fir deren

n-te Partlalsummens: z (a + (k—1)d) = ng+ n(n Dd

Auch diese hier direkt hergeleitete Formel lieBe sich mithilfe des Verfahrens der vollstandigen
Induktion beweisen.

Beispiel B 17:

Man ermittle fur eine arithmetische Zahlenfolge mjt=& und d =3

a) die Bildungsvorschrift, b) die ersten 5 Glieder c) die Partialsumge s
Ldsung:

a) Mit g =4 und d =3 lautet nach Satz B 1 die Bildungsvorschrift der arithmetischen
Zahlenfolge ag=4+(n-1)-3=3n+ 1.
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b) Mittels g, = 3n + 1 bestimmt man die ersten 5 Glieder der Folge: 4; 7; 10; 13 und 16.

c) Wir benutzen Satz B 2 und erhalten durch Einsetzen:
20

S0= 3 (3k+1)=20- 44%3 =80 + 570 = 650
K=1

Beispiel B 18: B 18
Man berechne fir eine arithmetische Zahlenfolge mit 2, d =3 und ga= 44

a) n, b) die Bildungsvorschrift,

c) die ersten 5 Glieder und d) die 10. Partialsummyg s

Losung:

a) Wir benutzen die explizite Bildungsvorschriff =g + (n — 1)d (Satz B 1) und setzen ein:
44=2+(n-1)-3, also 44 =2+ 3n-3=3n- 1. Daraus folgt: 45 = 3n und damit n =15.

b) Wegen a=2 und d =3 heilt die Bildungsvorschrift a3n — 1.

c) Die ersten 5 Glieder sind 2; 5; 8; 11; 14.

d) Unter Verwendung von Satz B 2 ergibt sich:

S10= Z(Bk 1)=10- 2% =20 + 135 =155

K=1

Beispiel B 19: B 19

Das 10. Glied einer arithmetischen Zahlenfolge sei 32, das 15. Glied sei 47. Man bejgct ne s

Um nach Satz B 2 die 40. Partialsumme berechnen zu kénnen, ermitteln wir zunaatdd a

Es gilt: 32=a+ 9d

=g + 14d

Als Losung dieses Gleichungssystems erhélt mgnSaund d = 3. Das Bildungsgesetz heil3t

demnach @=5+(n—-1)-3=3n+ 2 und nach Satz B 2 ergibt sich

S10= Z (3k+2)=40-5 +‘.‘9£B.9E3 = 200 + 2340 = 2540.

K=

Eine weitere spezielle Art von Folgen ist in einer Anekdote verborgen, die sich um die Erfindung des
Schachspiels rankt. Kaiser Sheram soll von diesem intelligenten Spiel derart begeistert gewesen sein,
dass er den Erfinder Zeta unbedingt personlich fiir die geniale Spielidee belohnen wollte. ,AuRRere
deinen Wunsch, ich werde mit nichts geizen®, forderte er Zeta wohlwollend auf. ,Gebieter”, antwor-
tete Zeta, ,befiehl, mir fir das erste Feld des Schachbrettes ein Reiskorn auszuhandigen, 2 Kérner
fur das zweite Feld, 4 Kérner fur das dritte Feld und firr jedes weitere doppelt so viele Kérner wie
fuir das vorhergehende Feld.” Der Kaiser war erstaunt und sprach leicht gereizt: ,Du bekommst deine
Kdrner wunschgemal, doch wisse, dass deine bescheidene Bitte meiner Gro3mut unwurdig ist.”
Der Kaiser erkannte das Problem offensichtlich nicht, denn er war véllig Gberrascht, als ihm seine
Mathematiker nach mihevoller und Zeit raubender Rechnung das Ergebnis prasentierten. Die An-
zahl der Kérner auf dem Schachbrett betragt namlich

1.Feld: g=1 = 20 =2
2.Feld: g=2 =2.2 =2¢
3.Feld: g=4 =2.2 =22
4.Feld: g=8 =2.2 =28
64. Feld: a =2.52=2%=92233720368547758689,2 - 165,
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Die Mathematiker des Kaisers Sheram haben wohl in dieser Weise gerechnet und die richtige Anzahl
der Kérner auf dem Schachbrettfeld ermitfelt

Die Zahlenfolge heif3t also{e= 1; 2; 4; 8; 16; 31; 64; ... mit dem allgemeinen Gligg=2" ~ L

Ihre Besonderheit besteht darin, dass der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder jeweils den
Wert 2 ergibt. Derartige Zahlenfolgen werdgrometrische Zahlenfolgergenannt.

Definition B 6:

Eine Zahlenfolge (@ mit g,# 0 heilRtgeometrische Zahlefolge wenn fir jede naturliche
Zahl n>1 der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder stets gleich derselben reellen
Zahl g#0 ist:

a%l =q (NON*, a, # 0, q# 0)

Im Alltagsleben treten geometrische Zahlenfolgen vor allem bei Wachstumsproblemen (z. B. Bakte-
rienkulturen, radioaktiver Zerfall, Anwachsen von Sparguthaben durch Verzinsung, also bei so
genannten dynamischen Prozessen) auf. Die Glieder einer geometrischen Zahlenfolge entstehen aus
dem Anfangsglied adurch fortlaufende Multiplikation mit dem QuotientenUnter der Voraus-
setzung, dass dekannt ist, erhalt man als rekursive Darstellung fir geometrische Zahlenfolgen:
h+1=&q
Das heif3t: Jede geometrische Folge ist durch ihren Anfangswartialen Quotienten q eindeutig
bestimmt.

Eine geometrische Zahlenfolge mit dem Anfangsglieé & und dem Quotienten q =2 beginnt
also mit

al a1=5

&=a-(q 53225 =10
p=30=3 210225 2=20
=% q=3 ¢ a,=20-2=5-2=40

Das n-te Glied erhalt man, indem man das Anfangsgliedagz 0) (n—1)-mal mit g multipliziert.
Als ein einfaches explizites Bildungsgesetz lasst sich daher vermyters, ao" *1 Der Beweis
kénnte wiederum durch vollstéandige Induktion erfolgen.

Satz B 3 Bildungsvorschrift einer geometrischen Zahlefolge
Ist (&) eine geometrische Zahlenfolge, so gilt fir alle natirlichen Zahterd:n

a=a -9 1 (QOR, g=0)

Jedegeometrische Zahlenfolgejast genau dann

» streng monotowachsendwenn g > 0 und q > 1 oder;a< 0 und 0 < q < 1;
* streng monotofallend,wenn g >0und 0 <q<1odera Oundq>1;

e alternierendwenn g < 0.

1 Nehmen wir an, dass 100 Kdrner etwa 2 g wiegen (wobei dieser Wert in Abhangigkeit von Sorte, Feuchtig-
keitsgehalt usw. schwankt), dann wirden allein die auf dem 64 Feld liegenden Kdérner ein Gewicht von etwa
9,2-16%.0,02 g = 1,84 - #3 t besitzen, was dem rd. 350-fachen der Weltjahresernte von 1994
(ca. 534,7 - 19t) entsprache. Das Volumen der Korner auf dem 64. Feld hatte bei 15 Mill. Korner pro Kubik-
meter eine GréRRe von rd. 610 km
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Charakteristisch flir geometrische Zahlenfolgen ist des Weiteren, dass das mittlere Glied von drei
benachbarten Gliedern stets dasmetrische Mittél der zwei anderen ist, was auch zu dem Namen
.geometrische* Zahlenfolge fiihrt. Wenn namlich

a_1=a-d "2 a=a - Tund g.1=a

ist, dann gilt:

Ja 1B = Jle D) Hay ) = /a2 2*-D =g.d 1= g (8, q>0)
Beispiel B 20: B 20
Fur die geometrischen Zahlenfolgen
a) —3;—6;-12;-24; -48; ... b) 6;18; 54; 162; 486; ... c) 400; 80; 16; 3,2; 0,6¢;
ist das explizite Bildungsgesetz gesucht.

Losung:

a) Wegen a=-3 und g =2 erhalt man,& (-3)- 2%
b) wegen a=6 und g =3 erhalt mannaG-S‘“l,
c) wegen a=400 und q-—é ist @= 400-é =t

Beispiel B 21: B21
(a,) sei eine geometrische Folge.

a) Man bestimme das 7. Glied der Folgg (ait a; =48 und q = -

b) Die Folge (g) mit den Anfangsgliedern 2; 6; 18; 54; ... ist um drei Glieder fortzusetzen.

c) Man bestimme die explizite Bildungsvorschrift vop) (@it a = 2000 und g= 1024.

Losung:

a) Nach Satz B 3 gilt &= & - of, woraus folgt: a= 48 (—2§ = 3072.

b) Die Division benachbarter Glieder der Zahlenfolge fuhrt zu g = 3. Daraus ergeben sich

die Folgenglieder 2; 6; 18; 54; 162 486; 1458.

c) Aus & =a-q folgt q3=%§g 125 AIsmstq Ausicl:al-qfolgtal=ag-%',

somit g = %5 = 2500 und demnach, & 2500 - é §-1
Auch bei geometrischen Folgen lassen sich Partialsummen bilden. Betrachten wir noch einmal das

Beispiel von der ,Erfindung des Schachspiels”“. Fir die entsprechende geometrische Zahlenfolge
(ay = 1; 2; 4; 8; 16; 32; ...;2~ 1 erhalt man zum Beispiel folgende Partialsummen:

s =1 =1 =1
S, =1+2 =1+1-2 = 3
3 =1+2+4 =1+1.2+122 =7
4—1+2+4+8 =1+1.2+1%21.2 =15

564 1+2+4+8+. +B=1+1.2+1.2+ . +1.5% =18.18°
Genau ergibt sich nach miihevoller Rechenarhgit=48 446 744 073 709 551 615.

) pas geometrische Mittel zweier positiver Zahlen a und astb . Der Name ,geometrisches Mittel" erklart
sich aus folgendem Sachverhalt: Wenn a und b MaRzahlen der Lange von Rechteckseiten sifad,Js0 ist

die Maf3zahl der Seitenléange eines Quadrats, das den gleichen Flacheninhalt wie das betrachtete Rechteck hat.
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Zu einer Formel fiir die n-te Partialsumme einer (allgemeinen) geometrischen Zahlenjohgie (a
a, = a - "~ ! fiihrt folgende Uberlegung. Es gilt:

s1=a =a
S=ata =atad
3= +ata =a + a0+ aq
Sty taty =a + a0 +aq’+ad’

SiTatatat..taq =atagtad+rac+agi+ .. +ag’" " *+ag’ !

Wir multiplizieren diese n-te Partialsummygnsit g und subtrahieren das Produkt gvan s, Also:
S =g+ a + e+ ad +ad .. +ag’ A+ ag’
A% = adg+ad+ad’+ad .. +ad *+ad "+ ad
$-0-% =a-ad"
S(1-0a) =al-d)

Bei Division beider Seiten der Gleichung durch (1 —q) (mﬁt]q folgt daraus

n
S, = a- %‘_—qq bzw. bei Erweiterung mit (-<1) s &- ——1

Satz B4 Partialsumme einer geometrischen Zahlefolge
Ist (&) = &; &; &; ay; ... eine geometrische Zahlenfolge, so gilt fur deren n-te Partialsumme

s=yad '=a-I @21)

k=1

Die Giiltigkeit dieser Summenformel kann mithilfe des Verfahrens der vollstandigen Induktion
bewiesen werden.

Beispiel B 22:

Man ermittle fur die geometrische Zahlenfolgg) (@it 3 =—1 und g = -2

a) die explizite Bildungsvorschrift, b) das Folgegliegl a c) die Partialsumme g
Lésung:

a) Wegen a=-1 und q=-2 gilt nach Satz B 3; a(-1)- (-2} 1
b) Fir n=8 folgt somit g= (1) (—23 128.

c) Fir gogilt nach Satz B 4 ;5= Z 1) (-2~ 1=(-1)- (‘2)1011 =341.

Beispiel B 23:
Man stelle eine Formel fiir die Summe der ersteniN®) Potenzen von 3 auf.

Losung: & = 3; q =30 sn:S-%_l :% @*+1-3)

Die Erkenntnisse Uber geometrische Zahlenfolgen lassen sich fir die Bearbeitung vielfaltiger prak-
tischer Probleme anwenden.

Banken und Sparkassen gewahren Kapitalanlegern in der Regel einmal im Jahr (meist am Jahres-
ende) Zinsen. Diese Zinsen werden in der nachsten Zinsperiode dem Kapital zugeschlagen und mit
verzinst. Man spricht von so genann#nseszinsen.
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Beispiel B 24: B 24
Ein Bankkunde lasst ein Kapital von 508Gur 3 Jahre bei einem Zinssatz von 4 % auf

seinem Konto. Auf wie viel Euro ist sein Kapital nach genau 3 Jahren angewachsen?

Losung:

Bekannt ist das Anfangskapitap k 5000€, der Zinssatz p % = 4 % sowie die Laufzeit

n = 3 Jahre. Bestimmt werden soll das Endkapitatiach 3 Jahren.

Anfangskapital: Ko = 5000€
Kapital nach einem Jahr: k= 5000€ + 50105054 € = 5000€ + 200€ = 5200€
Kapital nach zwei Jahren: & 5200€ + 22205 € = 5200€ + 208€ = 5408€

Kapital nach drei Jahren: & 5408€ + 22222% € = 5408€ + 216,3%€ = 5624,32€

Nach einer Laufzeit von genau 3 Jahren betragt das Endkapital runeE5624

Auf die Art und Weise wie in Beispiel B 24 auch fir gro3ere Laufzeiten das Endkapital zu ermitteln
erfordert einen unverhaltnismafig hohen Aufwand. Zu einem eleganteren Losungsweg gelangt man,
wenn man die Folge der Jahreskapitalbetrage=&8000; 5200; 5408; 5624,22; ... naher betrach-

tet: Es lasst sich feststellen, dass es sich hierbei wé’%ﬁ.\h = 1704 vermutlich um eine geo-
metrische Zahlenfolge handelt. Durch folgende allgemeine Uberlegungen gelangt man zu einer
einfachen Formel fur die Berechnung von Zinseszinsen bei einem AnfangsKgpital

Kapital

i . — Kolp _ _
« nach einem Jahr: K= KW’% = Ko- (1 +1_F50) = Ky-q
. K,p
+ nach zwei Jahren: K= K1+—110—0 = K- (1 +l—go) =K-q = Ko+ f
, K, Cp
* nachdreiJahren:  4& Ky + 2= = K2-(1+1_F(’)0) =K-q =K

: K
« nach n Jahren: K= Kpo1t 55— = Kn_l-(1+%(-)) = K_1:g = Koo'

Es entsteht (wie vermutet) eine geometrische Folge mit dem Anfangsglie&saund dem Quo-
tienten g=1 +£6 Aufzinsfaktogenannt). K = Ky- (1 +£6 ' heiRt dieZinseszinsformel.

Bezogen auf das Beispiel B 24 kann man nun das Endkapital nach z.B. 10 Jahren einfach berechnen:

K1o=5000€ - (1 + %) ¥0=5000- 1,04 € = 7401,22€
Beispiel B 25: B 25
Bei folgenden Zinseszinsaufgaben wird jahrliche Verzinsung angenommen:
a) Welches Kapital ergibt sich, wenn 408@enau 10 Jahre mit 5% verzinst werden?
b) Zu wie viel Prozent Zinsen war ein Kapital von 80 &@usgeliehen, das nach genau
3 Jahren ein Endkapital von 912932%ufwies?
c) Nach wie viel Jahren hat sich ein Kapitg| \¥erdoppelt, fiir das durchgehend 8,75%
gewahrt wird?
d) Wie hoch muss ein Kapital sein, damit es bei einer festen Verzinsung von 6% nach ¢enau
10 Jahren die Héhe von 12 08Cerreicht hat?
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Lésungen:
a) Durch Anwendung der Zinseszinsformel erhalt mag=+4000 - 1,05’ € = 6515,58€.
Das Endkapital betragt also 6515658
b) Aus der Zinseszinsformel erhalt man p = @-&‘gﬂ— 1% . Damit ergibt sich
0

p = 1003 9%3%%?)029— 1§ = 4,5. Das ausgeliehene Kapital war mit 4,5% verzinst.

, InK, - InK . )
c) Mittels der Formel n =0 %0 ynd wegen des Endkapitgls RKg erhélt man:
PO
In%umo
25
n2Ko—InKg _ "2Kg 12

= 8,26.

In1,0875 ~ In1,0875 In1,0875
Nach etwa% Jahren verdoppelt sich unter den angegebenen Bedingungen das Kapital.

K
d) Nach der Formel K= “;) = erhélt man I§= 11200628 €=6700,73€.
1550 '
Man misste also etwa 67&anlegen, damit das Guthaben unter den angegebenen Bedin-
gungen nach 10 Jahren auf 12 @@ngewachsen ist.

NebenWachstumsprozesstassen sich aucherfallsprozessenithilfe von Folgen beschreiben und
einer rechnerischen Bestimmung zuganglich machen.

Beispiel B 26:

Durch Kernzerfall verringert sich die Masse des radioaktiven Isotops lod 131 pro Tag um

9,5 %. Mit anderen Worten: Die Masse an einem bestimmten Tag ist jeweils gerade 90,5 % der
Masse des Vortages.

a) Welche Masse an lod 131 ist nach 1 Tag, nach 2, 3, 4 bzw. 5 Tagen von den urspriinglich
1000 mg noch vorhanden?

b) Der Zerfallsprozess lasst sich durch eine geometrische Folge beschreiben. Die rekursive
und explizite Darstellung ist anzugeben.

c) Nach wie viel Tagen ist aufgrund des Kernzerfalls nur die Halfte der Ursprungsmasse vor-
handen (so genannte Halbwertzeit)?

Losung:

zu a): Die vorhandene Masse an den ersten funf Tagen ist:
8 = 1000 mg a= 1000 mg %’05 = 905 mg a =905 mg %3 = 819,0 mg
a; =819 mg %%g =~ 741,2 mg a=741,2 mg %%g =~ 670,8 mg

zu b): Mit g = 1000 mg und g = 0,905 erhalt man die

« rekursive Darstellung: . 1= 0,905-3 -« explizite Darstellung: @= 1000 - 0,905~ 1

zu ¢): Zu bestimmen ist n fur,& %1 :

Aus %1 =3-d"~ 1 folgt nach Division durchsaund Logarithmieren

In% =Inq"~ ! bzw. (hach den Logarithmengesetzen) In0,5=(n—1)-Inq.

. _ In0,5 _ .
Also: n—-1 =h0.905 = 6,94 und damit & 8.
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Das heil3t also: Etwa nach dem 8. Tag ist die Ausgangsmasse auf die Halfte zerfallen. Nlit
anderen Worten: Die Halbwertzeit von lod 131 betrégt 8 Tage.

Beispiel B 27: ° B 27
Ein Ball wird vom Boden aus bis zu einer H6he von 5 m hoch-
geworfen. Nach jedem Aufprall erreicht er jeweils nur noch

60 % der vorherigen Héhe.

a) Bestimme die ersten 4 Glieder der durch die Weglangen >m !

zwischen dem Auftippen des Balles bestimmten Folge! ] /?
/l // [ ,.
/ / /

Ldsung:

zu a): Die Wegléngen bilden eine geometrische Folge mit 1 m und g = 0,6, also:
a=6m,a=36m und a=2,16 m; allgemein: &=a -~ *=10.0,6-1

b) Welchen Weg legt der Ball bis zum 4. Aufprall (allgemein:
n-ten Aufprall) zuriick?

zub): Esist g=a =10 $S=a+ta=16m
=g ta+taxy=196m s=gqtatayt+tay=2176m
Allgemein:
_, . 1-q v e—10 1-08 _171-06 _ o (1
S =a qu,q:arfl, also: §=10 -3=¢% =10 =5== =25-(1 M6

B 2 Konvergenz von Zahlenfolgen

B 2.1 Grenzwert einer Zahlenfolge

Fur die Folgen (3, (b,) und (g) mit a,= 2th+3. b= ”%1 und ¢ = (1) % (nON*) soll unter-

n .
sucht werden, wie sich die Folgenglieder bei wachsendem n verhalten. Einen ersten Uberblick ver-

mittelt die grafische Darstellung dieser Zahlenfolgen (Fig. B 7alb, C)

a) (a)= (201232 b) () = (=2 0) (G)=(-13)
a, b, ¢
5
4 1 i
3 ) D 5 6 o = o ° °© .
2 > . 4 ' 6 ' &n
1
+ + + + + + + + - _1 °
12345678n ' 12346567 8n
Fig. B 7a Fig. B 7b Fig. B 7c

Wie erkennbar ist, ndhern sich die Glieder der drei Zahlenfolgen flir wachsendes n offenbar jeweils
einer bestimmten Zahl — und zwap)(der Zahl 2, () der Zahl 1 und ) der Zahl O (wovon man
sich durch Berechnen weiterer Folgenglieder Giberzeugen kann). Man sagt: Die Fatyelfamit

D' Firr zahlenfolgen mit einem komplizierteren Bildungsgesetz kann es u. U. zeitsparend sein, sich einen ersten
Uberblick durch deren Darstellung auf dem GTA-Bildschirm zu verschaffen.
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wachsendem n gegen d€&renzwertg = 2. Um diesen Grenzwertbegriff mathematisch exakt fas-
sen zu kénnen, vor allem aber, um die Moglichkeit zu erhalten, den Grenzwert einer Zahlenfolge zu
berechnen, muss man die der Anschauung entnommene Formulierung, dass die Glieder einer Zah-
lenfolgeeiner bestimmten Zahl beliebig nahe komppeazisieren.

Wir betrachten dazu noch einmal die Folgg éb(”%l):

n|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10| 11
R AL
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
by b, bs b, bsbg bgbyg
——t—t—F e ——t——»

0 ! b7 Beb11 4 by Fig. B 8

Die ,Nahe" eines Zahlenfolgengliedes 2um vermutlichen Grenzwert g = 1 wird dabei durch den

Abstandoby, — go bestimmt. Der Darstellung ist zu entnehmen, dass ab n > 10 dieser Abstand kleiner

1
510
gleich 1—10 ist. FUr das n-te Zahlenfolgenglied ist der Abstand von g =1

Dbn—gj:D”%l —1D:D”‘—r1]‘rh =D—%D:%.

al ist. Nur die ersten zehn Zahlenfolgenglieder haben einen Abstand von g = 1, der gréRer oder

Damit Iasst sich nun bestimmen, welche und wie viele Zahlenfolgengliederyaingn Abstand
; 1 _ : i _1_1
kleiner alsm von g = 1 haben. Wir sehely, — g1 = = <15

Alle Folgenglieder ab n =101 liegen in eiriés—Umgebung/on 1. Nur die ersten 100 Folgenglieder

ist fur alle n > 100 erfiillt. Man sagt:

liegen aul3erhalb dieser Umgebung.

. . . . 1 1 1 .. .
Wie klein man nun eine positive Zah(z.B. 1056 * 6600 106500 ...) auch wabhlt, stets gibtwsend-

lich viele Zahlenfolgenglieder, deren Abstand von g kleiner als das vorgegestniur endlich

viele Zahlenfolgenglieder haben von g einen gréReren Abstand. In der Mathematik verwendet man
dafur den Begriff e-Umgebung” und die Sprechweisén jeder (noch so kleine@}Umgebung von

g liegen fast alle Gliedét der Zahlenfolge.”

Definition B 7:
Ist g eine beliebige reelle Zahl ua@ine beliebige (kleine) positive reelle Zahl, so nennt man
das offene Intervall L{g) =19 —¢; g +¢[ die e-Umgebungder Zahl g.

Die Fig. B 9a, b veranschaulichen diesen Sachverhalt noch einmal:

a) Auf der Zahlengeraden b) Im rechtwinkligen Koordinatensystem
a, |
Us(g) (g + g) .
-j( T }|_ g U.(9)
(g-¢) ¢ 9 e (g+e) (=) o ——
Fig. B 9a ™ Fig.B9b

D pie Formulierung ,fast alle Elemente” (einer unendlichen Menge) bedeutet: ,Alle Elemente bis auf endlich
viele Ausnahmen.”
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Auf dieser Grundlage kann nun der Grenzwertbegriff exakt definiert werden:

Definition B 8: B8
Die Zahl g heil3Grenzwert der Zahlenfolge (g), wenn fur jede (noch so kleine) positive

Zahl ¢ fast alle Zahlenfolgengliedef & dere-Umgebung von g — in Kurzform: {y) — lie-

gen, wenn also die Ungleichung, — gI < € ab einem bestimmten n erfillt ist.

Den Inhalt der Definition B 8 veranschaulicht Fig. B 10. Ab eine
gewissen n liegen die Punkte, welche die Folgenglieder darste
in einem Streifen der Breite€2 dessen Mittellinie parallel zur

n-Achse durch g verlauft. . e et .~-} Ny
Oder anders ausgedriickt: Hat eine Zahlenfolged@n Grenzwert [ . -~~~
g,soistab eiqem bestimmtep Gliggdder Zahlenfolge der Abstan W
aller Folgenglieder von g kleiner as Fig. B 10

Folgen, die einen Grenzwert besitzen, bezeichnet ma&oaer gent Folgen ohne Grenzwert hei-
Rendivergent. Um auszudriicken, dasdie Folge (@) den Grenzwert g htverwendet man die
Kurzschreibweise

lima, =g (gelesenl'_imesl) von (g) fur n gegen unendlich gleich.g
n - oo

Existiert der Grenzwert einer Zahlenfolge, so ist er eindeutig bestimmt (s. Aufgabe BA 109). Mit der
Definition B 8 haben wir ein Mittel in der Hand, den Grenzwertnachweis rechnerisch zu erbringen.

Beispiel B 28: B 28
Die Zahlenfolge(n+ 3) ist auf Konvergenz zu untersucheWir ermitteln zunachst einige

Glieder der Zahlenfolge, um ggf. eine Vermutung bezlglich des Grenzwerts zu finden:
n+3 _4_1567 8 . .103. .1003 .
"4'6'8'10’ °°'200 ' “*"'2000 °

Der Grenzwert konntg  sein. Um die Konvergenz zu zeigen, muss nach Definition B 8 hewie-

sen werden, dass fir fast alle n die Ungleich‘&kzi*ﬁ? —¢g gik. Wir gehen wie folgt vor:

(1) Die Unglelchungwwdveremfachqr”n3 % ‘21-3 L ‘Zé % , dermh
n

2n
Die Unglelchunger*n+3 %‘ g und % <e sind also gleichwertig.

(2) Wir formen weiter um und schéatzen a%} €K 3<g-2n,alson >2§g

Wahlt man also belsplelswe|s<_I 75 SO ist n > 15. Das bedeutet: 15 Glieder der Zahle n-
) liegen auf3erhalby —( ), alle anderen aber innerhalb. Mit anderen Worten:
10
Nur d|e ersten 15 Glieder haben v%)n einen Abstand, der gréRer (oder hdchstens g eich)

n+3

folge (

1—0 ist; alle folgenden Glieder liegen nahergzan

D limes (lat.)- Grenze



58 B 2 Konvergenz von Zahlenfolgen

.
100’

Ui ( ), aber fast alle innerhalb diesetmgebung.
100

(3) Die entscheidende Frage ist also, ob es zu jede® eine nattrliche Zahl n gibt, die

Iste = so erhalt man n > 150. Das heif3t: 150 Glieder der Folge liegen aufRerhalb

groRer alsz% ist. Offensichtlich ist das stets der Fall: Auch wdraliebig klein gewahlt
wird und demzufolge fU% ein sehr groRer Wert entsteht, erhalt man wegen der Unend-

lichkeit der Folge der naturlichen Zahlen doch stets eine Zahl n, so dass ab dem Glied

a,, + 1 alle weiteren Folgenglieder naher alksn g —% liegen.

Damit wurde gezeigt, dass die Zahlenfolé%% ) konvergent ist und den Greézwert besitzt.

B 29 Beispiel B 29:
Wir betrachten die Folgen{e= (2"~ % und () = ((-1)"- %1 ).

an
30+

by

1

20+

123456 7n
101
-1

123456 n FigB11 Fig. B 12
Den grafischen Darstellungen dieser Folgen in Fig. B 11 und B 12 kann man entnehmen:
Bei der Folge (g gibt es keine Zahl g, der sich die Glieder mit wachsendem n beliebig dicht

annahern. Die Folge (pist alsodivergent
Man schreibt in einem solchen Fdlm an o= Damit ist gemeint, dass es zu jeder noch so

groRen Zahl K ein n gibt, von dem ab alle Folgenglieder gréRer als K sind.

Bei der Folge (§) nahern sich die Glieder mit wachsendem n fiir gerade n der Zahl 1, fur
ungerade n aber der Zahl —1. Das ist aber ein Widerspruch zu der Aussage uber Existenz und
notwendige Eindeutigkeit des Grenzwerts einer Zahlenfolge (s. Aufgabe BA 109). Auch die
Folge () ist demzufolgelivergent Man nennt die Zahlen —1 und HMaufungswerteder
Zahlenfolge.

Far arithmetische und geometrische Zahlenfolgen lassen sich die Konvergenzaussagen vereinfachen:
a) Jede arithmetische Zahlenfolge)(anit d # O ist dvergent.

b) Jede geometrische Zahlenfolge muti < 1 istkonvergent und hat den Grenzwert 0.

Zahlenfolgen, deren Glieder bei wachsendem n alle Schranken ubertreffer{‘—iz B.( ) oder

(4n2 + 5n + 7)), und Zahlenfolgen, deren Glieder bei wachsendem n unter aIIe Schranken sinken
(z.B. (10— ﬁ)) nennt matestimmt divergent.In solchen Fallen schreibt mdrm nato bzw.

nllinooaﬂ = —oo und spricht dann voaneigentlichen Grenzwerten.Das ist naturhch nur eine sym-

bolische Bezeichnung und bedeutet nicht, dass eine solche Zahlenfolge tatsachlich einen Grenzwert
hat, also gegen eine Zahl konvergiert.
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B 2.2 Grenzwertsatze fir Zahlenfolgen

Um das Bestimmen von Grenzwerten zu erleichtern, versucht man, gegebene Zahlenfolgen auf ein-
fachere Zahlenfolgen mit bekannten Grenzwerten zurtickzufihren. Dabei spielen Zahlenfolgen eine
besondere Rolle, die den Grenzwert 0 besitzen.

Definition B 9: B9
Eine Zahlenfolge, die den Grenzwert g = 0 besitzt, liififolge.

Nullfolgen sind also Zahlenfolgen, die gegen O konvergieren, %B @) ( ) ([2]5l (= 3 )( ).
Es besteht folgender Zusammenhang:

Satz B5 Grenzwertkriterium fiir Zahlen folgen BS
Eine Zahlenfolge (g hat genau dann den Grenzwert g, wenn die Zahlenfolge gaeine
Nullfolge ist.

lima =g < nIiinm(an—g) =0

n- o

Beweis:
Es ist eine Aquivalenzaussage zu beweisen — der Beweis muss also ,in beiden Richtungen* gefiihrt
werden.
I. Beweisen wir zunéch%tiﬂwman =g nIil)nm(an -g)=0
(1) Da (g, konvergent ist, also ein Grenzwert g existiert, gilt nach Definition B 9 fir fastalle a
die Ungleichungia, — gi<e.
(2) Offensichtlich gilt dann auch fur fast allg die Ungleichungi(a,, — g) — @ <¢, denn die
Betragsungleichungem,, — g1 < € undta, — g — @ < € sind identisch.
(3 Daraus folgt aber nach Definition B 9, dass die Zahlenfo|ge gaden Grenzwert O hat. Die
Zahlenfolge (g — g) ist also Nullfolge.
II. Wegen der Identitat der beiden Betragsungleichungen in (2) kann der Beweisgang auch in

~umgekehrter Richtung“ erfolgen. Es gllim a, =Ig I|m (a —g) =0und zusammen mit
. die behauptete Aquivalenz. wW.Z.b.w.
Beispiel B 30: B30

Wir greifen das Beispiel B 28 noch einmal auf und zeigen jetzt mithilfe von Satz B 5, dass die
Zahlenfolge(n+ 3) gegen konvergiert. Dazu mussen wir nachweisen, dass die Zahlenfolje

(”—f—3 -z ) eine NuIIfoIge ist. Dies trifft zu, denn es gilt:
; n+ 3 1y_ |; n+3-n _ 3 _
Ilmoo( 2n 2 )= n||£n°° n _nllinooZn B

Den Zusammenhang zwischen monotonen, beschrankten und konvergenten Zahlenfolgen kann
durch folgenden Satz ausdriickt werden.

Satz B 6: B6
Jede monotone und beschrénkte Zahlenfolgeigakonvergent.
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Aus den Zahlenfolgen (= (3%—3) bzw. (@) = 5; £ ; 3;1 13 ...;2”n+ 3. .und(®= (”—;}

12 1 1 4 ) 5 1
bzw. (i3, = 1,; g ?1 g ”%1 ; ... erhdlt man durch gliedweise Addition die Folge
(a, + b, =6; 4,11 % A ...,3”n+ 2. ....Die Folgen gaund () sind konvergent. Ihre Grenzwerte
wurden in Beispiel B 28 untersucht. Es gﬂlrgnlimwznr:' 3=2und g= nIimm"% = 1. Daher liegt

die Vermutung nahe, dass sich der Grenzwert g yp# Kg) aus der Addition von,gund @ ergibt,

dass also g dim 3n*2
n - o n

= 3 gilt. Analog kann man aysyad (k) durch gliedweise Subtraktion,
Multiplikation und Division bei Beachtung der notwendigen Einschrankungen neue Folgen bilden
und dieselben Betrachtungen durchfiihren. Uber das Konvergenzverhalten von zusammengesetzten
Zahlenfolgen lassen sich folgende Aussagen treffen:

Satz B7 Grenzwertsatze fir Zahlerfolgen
Die Zahlenfolge (g) konvergiere gegengdie Zahlenfolge (§) gegen g

(d.h. lim a, =g, lim b, =g).
Dann gilt:
I|m  (a,£by,) = I|m a, + Iimmbn =00 nIimm(an [b,) = nIimman -nlimmbn =q %

lim a,
aﬂ _N-o _gl
nI|£nmb— _n"L“—mbn =5 (sofern p# 0 und g # 0).

Beweisfuir den Fall der Grenzwertsumme:
. Voraussetzungr:1li£nwan =9 nliﬂnoobn: o5
. Behauptung:nhgwm(an +Db,) :I1I|L“r10<)51n T1|'£noobn S o
« Beweis: Nach Definition B 9 ist zu zeigen, dass fiir jedes reell@ fast alle iIN die Unglei-
chungt(a, + 1)) — (o + )T <e erfillen.
— &> 0 sei beliebig (kleln) gewahlt. Wegdlm n g, gilt nach Definition B 9 die Unglei-
chungra, — g;0< E fur fast alle n. ”
AnmerkungDa die Ungleichung fur jede reelle Zahl gilt, kann man fiir diese natirlich auch
g schreiben. Wir haben also in Kenntnis des Beweiszieles eine ,kosmetische Aufbereitung”
vorgenommen.

- Wegennlimm k= o gilt nach Definition B 9 auch die Ungleichuiig — g0 < % fur fast alle n.

— Nach der Dreiecksungleichunga(+ o< tao+ obo fir a, bOR) und dem oben Ausgefiihrten
folgt: o(ay + ) — (01 + G0 = U — ) + (b — Q)OS Ty — GO+ by — < § +5 =¢
gilt fur fast alle n. W.Z.b.w.

Auf die Beweise der weiteren Aussagen des Satzes B 7 soll hier verzichtet werden.

Bemerkungen:
« Die Grenzwertsatze sind nur anwendbar, wenn die einzelnen Grenzwerte existieren.
« Die Umkehrungen dieser Satze sind nicht allgemeingiltig. So kann zum Beispiel eine Zahlen-
folge (b— ) konvergieren, ohne dass beide Folgen konvergieren (wie Beispiel B 32 zeigen wird).
n
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Beispiel B 31: B 31
Gegeben seien die Zahlenfolgen (in' + )und §3 — ). Zu untersuchen ist, ob die Zahleniolge
(2 + % )- (3 —g )) konvergiert.
1. Wir untersuchen, ob die Grenzwerte der Zahlenfolgen%}(Z + ) un<§ (3— ) existieren:
. nIiinm(z + r}] ) :nliinoo 2 +nIi£n°°% =2+ 0= 2. Der Grenzwert existiert, da der Grenzwerts atz
fir Summenfolgen angewendet werden kann.
. nIiEnoo(S —g ) :nliinoo 3 —nliinwg =3 -0 = 3. Der Grenzwert existiert, da der Grenzwertsatz
fur Differenzenfolgen angewendet werden kann.
2. Da die Grenzwerte der beiden Zahlenfolgen ez + ) undg(s — ) existieren, kann auf die
Folge ((2 +% ) (3—?] )) der Grenzwertsatz fur Produktfolgen angewendet werden.

. nlig1m[(2+%)-(3—§ )= lim (2 +§ ) dim_ (3—§ )=2-3=6

Die Zahlenfolge ((2 J% )-(3 % )) ist also konvergent und besitzt den Grenzwert 6.

Beispiel B 32: B 32

: 2+5n+ 7 :
Es ist der Grenzwert der Zahlenfol £ 3 ) zu ermitteln.
n~—n+

Die Folgen (4 A+ 5 n + 7) und (5%~ n + 3) divergieren — sie wachsen monoton, ohne
beschrankt zu sein. Die Einzelgrenzwetie E/Bn+7) undlim_ (5h—n + 3)
existieren also nicht. Daher ist dwendung de&renzwertsatzefiir Quotientenfolgen auf
i nP+5n+7 y . i - i i
die Folge (45273 ) in der vorliegenden Form nicht mdglich. In einem solchen Fall karin
n~—n+
man vorerst keine Konvergenzaussage treffen. Es darf allerdings auch nicht voreilig ges:hluss-
2
folgert werden, dass dann die Zahlenfol St 7 divergent sei.
g i%i—nz_m 5 ) 9

2+5n+ 7

5 —n+3

Sinnvoll ist, zu versuchen, den Te so umzuformen, dass im Nenner nur noch kon-

stante Folgen oder Nullfolgen auftreten. Das gelingt meist, indem man im Zahler und Nenner
die héchste im Nenner auftretende Potenz von n ausklammert und dann kurzt. Fir
jede naturliche Zahl n > 0 gilt so im vorliegenden Fall:

Ha+5 10 4+§+1
n

4n2+5n+7_ —__nnr
5m—n+3 §D _1.3
r1% Za 5-1+5

Auf diesen umgeformten Quotienten sind die Grenzwertsatze anwendbar. Es gilt:

5.7 5 7
4+2+ 25 =
4n2+5n+7: . n n? _ Ilmoo4+n“£noon+n“£noon2 _4+0+0 _4
n-eosp?-n+3 n-wg 1.3 5 im 1. lim 3 5-0+0 5
N N2 now n-owon w N2

2

Damit haben wir nachgewiesen, dass die Zahlenl‘ci‘é%gt@—rlfg7 ) konvergent ist und den
n“—n+

Grenzwert%1 besitzt.
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B 3 Reihen

Wahrend man zwei, drei, einhundert, auch eine Million Zahlen aufsummieren kann, ist die Addition
vonunendlich vielerzahlen im herkdmmlichen Sinn nicht méglich. Auf Probleme im Umgang mit
solchen ,Summen* mit unendlich vielen Summanden macht das folgende Beispiel aufmerksam:

Beispiel B 33:

Man berechne

a) 1+(-1)+1+(-1)+1 b) 1+(-1)+1+(-1)+1+(-1) +... (Reihe vorranG)Y

Zu a) Diese endliche Summe kann problemlos ermittelt werden und betragt 1.

Zu b) Diese ,unendliche Summe* lasst zwei verschiedene Ergebnisse zu. Je nach Klammer-
setzung von benachbarten Gliedern erhalt man
[L+CED]+[1+CED)]+[1+(-D)]+ ... =0+0+0+..=0 oder
1+[-D)+1]+[(-D)+1]+[-1)+1]+..=1+0+0+ ... =1.

Offenbar darf man eine Summe mit unendlich vielen Gliedern nicht wie eine Summe mit endlich vie-
len Gliedern behandeln. Die Bemiihungen, diese Schwierigkeiten zu umgehen, fiihrten in der Mathe-
matik zur Entstehung des Begriffsnendliche Reihé. Zu einer unendlichen Reihe kommt man,

indem man von einer unendlichen Zahlenfolgeag as, ... ausgeht. Die Summe allgylasst sich

nicht berechnen, da es unendlich viele sind, jedoch kann man Partialsummen bilden:

1 2 3
STAT YA RTATRT T A STATRRT YA
=1 =1 =1

4 n
S4:a_|_+%+%+342 Zq(, veey s,]:al+%+%+a4+.”+a1zzq(;
k=1 K1

und Uber die Folge der Partialsummey) &1 einer Losung des Problems zu gelangen versuchen:

Beispiel B 34:

Aus der Nullfolge gn—li )= 1%
folge (s) = s;; Sp; S3; ... aufgeb
Die Glieder hei3en also
(sn):1;1+% ;1+% +# ;1% + & . =g L 36 ;...;Zzni_

Q i+

% ; ... seidurch fortgesetzte Addition eine Partialsummen-
ut, die untersucht werden soll.

4 4 8 """ 2D & 8 168 3@ 1o
Schon aus der Veranschaulichung dieser Partialsummenfolge
in Fig. B 13 stellt man fest: Je mehr Glieder der Partialsuni-"— "
menfolge ermittelt werden, umso weniger unterscheiden sie—
sich von der Zahl 2. Sie kommen also der Zahl 2 beliebig n%he._
Die Partialsummenfolge (2 2%—1 ) ist konvergent, denn g +— ..
i __L = — i R S
nI|L'nm(2 1 ) nI|£noc 2 nll_r:noo i 2. :
Diesen Grenzwert der Partialsummenfolge interpretiert nraR— - .

als ,Summe* der unendlich vielen Glieder der Folgé—{ ). - 55123
ig.

Nlw
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—

G. &RANDI (1671-1742); italienischer Mathematiker und Theologe.
Ernahman,dass1-1+1-1+1+.1 = 5 gilt.
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Definition B 10: B 10
Ist (&) = a; &; ag; &; ... eine Zahlenfolge so heillt a1 &, + & + g + ... unendliche Reihe

oder kurzReihe. Man schreibt dafuri aund versteht darunter die Folge der Partialsummen
(sn) = ( z a)=a; yt+ta yt+a + @ . Fur den Fall der Konvergenz der Partialsumme n-

folge (s,) hell'St ihr Grenzwert g d&¥ert oder diesSumme der Reihe.
Eine Reihe nennt man konvergent bzw. divergent, je nachdem ob die entsprechende Par ialsum-
menfolge konvergiert oder divergiert.

Bemerkung:
Das Symbol Z @ hat zwei Bedeutungen:

- Es bezelchnet die Reihe, legt also die Bildung der Folyel€¢s Partialsummen fest.
— Es bezeichnet zugleich die ,Summe" dieser Reihe, also den Grenzwert der Partialsummenfolge
(sy) und ist demzufolge keine Summe im Ublichen Sinn.

Beispiel B 35: B35

Es ist die Reihez s 11 auf Konvergenz zu untersuchen. Dazu betrachtet man cie

)(k+2)

1 1 1 1
Folge (g) der Partlalsummen mit nF s g T +n(n+ ) +(n+1)(n+2) . Wegen
1 _ 1 1 . _ 1 1 1 1 2 1
(n+)(n+2)  (n+1) (n+2) gilt %"(E _§)+(§ 4 )+"'+§ n+1 )+n+1 n+2 )
S R R | 1 1 1 11 1
bzw: $=5-3%3 2t wr1 hi Ter 3 nee

Die Partialsummenfolge strebt flir-n c also offenbar gegeé , die Reihe ist konvergent — ihr

Wert bzw. ihre Summe i%t : Z m ]2—‘
k=1

Beispiel B 36: B 36
Die Zahlenfolge E )= 1% % %1 ; ..., die wegerghimm% =0 Nullfolge ist, fuhrt durch fort-
gesetzte Addition zur so genannten harmonischen Reihe:

Ioq+l el Wl 4 4 4 L 1 v L
" 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 16
1,4 ,1 R 1
=1+ +C +=)+E £ £ £ )+ +.. & )+
143 +G )6 % 5 5+t )r e

Wir bilden nun entsprechend den Klammerausdriicken eine Vergleichsreihe, die kleinere: Glie-
der als die harmonischen Reihe besitzt:
1 .1 1 .1 1 1 1
ZR>1+ +_+Z)+é R +é)+'1% 6 T 1s )J%
1 1 1 + 1 o

=1+ + 1 + = + = =
2 2 2 2 2

Da die Vergleichsreihe durch fortlaufende Addition \%on divergent ist, ergibt sich, dass di= har-
monische Reihe ,erst recht* bestimmt divergent ist.

Ist (8, eine arithmetische (geometrische) Folge, so nennt Eank aritlametische (geometrische)
Reihe(s. auch B 1.3).



B8

B 37

B 38

64 B 3 Reihen

%ﬂ )=+oo stets diver-

Arithmetishe Reiha Z (3g + (k—1)-d) sindwegen lim  (n;#&
K=1 n- e

gent und deshalb (weil der Wert solcher Reihen nie existiert) von geringerem Interesse.

Beigeometrishen Reihe z & - d“ltreten in Abhangigkeit vom Quotienten g alle Falle des Kon-

vergenzverhaltens auf: Fur

e [go< 1ist die Reihe konvergent, pgo=1 ist die Reihe divergent.
Insbesondere gilt wegenﬁm l%r\]_;l = I|m — (q -1)= =a71q :

SatzB 8 Konvergenzkriterium fur geometrische Reihen
Die geometrische Relh§ 1ed‘ Lkonvergiert genau dann, wengo < 1 ist. Sie hat dann
die Summe s -13_1q

Wegen ihrer vielfaltigen Anwendung verdient die geometrische Reihe besondere Beachtung.
Beispiel B 37:

Unter Verwendung von Satz B 8 kann man einen unendlichen periodischen Dezimalbruch als
rationale Zahl in der Forrﬁ €0, p und q teilerfremd; p,[dZ) darstellen.

a) Fir den reinperiodischen unendlichen Dezimalb@ey gilt:
27 27
5 = 20 27 o 27 (1 1_ 100 100 _27 _3
0’27_ﬁ)+10000+1000000 ' ZT €00 ¥ "9 99 11
h . 100 100
b) Der gemischtperiodische unendliche Dezimalbrdetv 72 lasst sich wie folgt umformen:
- 72 _ = ky 1
0,4772= 047 +35e oooo *Tooo000 T = 047 Z 1oooo 100 y
72
10000 _ 72 4653 72 4725 21
=G s 99 =047 %550 Sooo beoo 0900 44
100
Beispiel B 38:

Die FiBONAcCI-Folge (s. S. 37 und Beispiel B 6) besitzt die Anfangsglieder B g = 1;
ag=2,4=3,8=5 =8, 8=13;=21; 8 =34; 49=55; 4, =89; g,=144; ...
Bildet man hiervon jeweils die Quotienten zweier aufeinander folgemglernAcci-Zahlen
g, = a“a;1 , SO ergibt sich 1; 2; 1,5; 1,667; 1,6; 1,625; 1,615(38); 1,619(04); 1,617(64);

1,618(18); 1,617(98); ... Vermutlich konvergiert die Folge der Quotienten gegen 1,618. Falls
ein Grenzwert g der QuotientenfolggXexistiert, musslim g= I|m 0,_ 1= Q sein.

n - oo

aLl = an—an_l =1 +an__1 =1+
ah 3 3 qn—l
Daraus erhalt man die quadratische Gleich@ngcq— 1 =0mitder Losung & L +2[5 =1,618.

Daq, =

ist, wirde dies 1%1+ = g zur Folge haben.

Die Quotientenfolge%1 ) besitzt also tatséchlich den vermuteten Grenzwert. Das heif3t: Je
weiter man in der Folge fortschreitet, desto genauer trifft die Beziehung=al,618 - g zu.



	Inhaltsverzeichnis CD
	Inhaltsverzeichnis Lehrbuch
	A - Funktionen
	B - Arbeiten mit Zahlenfolgen und Reihen
	B 1 Zahlenfolgen
	B 2 Konvergenz von Zahlenfolgen
	B 3 Reihen

	C - Weitere Eigenschaften von Funktionen
	D - Differentialrechnung und ihre Anwendung zur Untersuchung von Funktionseigenschaften
	E - Grundfragen der Integralrechnung
	F - Weitere Anwendungen
	G - Analytische Geometrie und lineare Algebra
	H - Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundfragen ihrer Anwendung
	J - Statistik
	Register

	mb1def: 
	mb6: 
	mb1_2: 
	b6: 
	b1_2: 
	b_01: 


