STOCHASTIK

H Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundfragen
Ihrer Anwendung

Jeder Mensch, der aufmerksam seine Lebensumwelt beobachtet, bemerkt Vorgénge, deren Ereig-
nisse sich nicht mit Sicherheit vorhersagen lassen, da ihr Eintreten vom Zufall abhéngt. Derartige
Vorgange zu beschreiben und zu beherrschen ist das Anliegen der Wahrscheinlichkeitstheorie und
der Statistik, fur die der zusammenfassende Begriff ,Stochastik” Giblich geworden ist.

Die historischen Wurzeln d&#vahrscheinlichkeitstheorieliegen im Interesse an Gliicksspielen und

im Streben nach quantitativen Aussagen tber Gewinnchancen. So wandte sich 1654 Chevalier Antonie
GombaudE MERE (1610-1685), ein am Hof Ludwig des XIV. lebender Philosoph und Literat, an

den berihmten Mathematiker BlaisesAL (1623—-1662) mit der Fragéfas ist wahrscheinlicher:

bei vier Wirfen mit einem Wiurfel mindestens eine Sechs zu werfen, oder bei 24 Wiirfen mit zwei Wr-
feln mindestens eine Doppelsechs zu werfenBeispiel H 58) Durch diese und ahnliche Fragen zu
Glucksspielen wurde zwischen den MathematikexscRL und PierrebE FERMAT (1601-1665) ein
interessanter Briefwechsel angeregt, der als Geburtsurkunde der Wahrscheinlichkeitstheorie gilt.
Lotterien als eine Form von Gliicksspielen ziehen die Menschen von jeher in ihren Bann. lhre Wurzeln
reichen bis in die Republik Genua des 17. Jahrhunderts zuriick. Nach Deutschland kam das so ge-
nannte Genuesische Lotto ,5 aus 90" im 18. Jahrhundert. Friihzeitig verband man mit dem Lotto auch
soziale Anliegen. So ordnete man z.B. jeder der 90 Zahlen den Namen eines unverheirateten Madchens
zu. Die funf Madchen, deren Losnummern gezogen wurden, erhielten eine Aussteuer von 50 Talern ....
Wenngleich der Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung schon l&ngst weit tiber
Glicksspielprobleme hinausreicht, finden solche Fragen natirlich auch noch heute gerade im Alltag
immer wieder reges Interesse — sicher mehr noch als viele andere mathematische Probleme. Nehmen
wir ein Beispiel:

Anton, Katrin und Jonas — wieder einmal in ,Kleingeldnot* — diskutieren tber einen erfolgversprechenden,Bipp$éb“.

Vor ihnen liegt eine Tabelle mit den Ziehungshéaufigkeiten der einzelnen Zahlen in den 2320 Ausspielungen seit 9. 10. 1955.

Anton meint: ,Vielleicht sollten wir diejenigen Zahlen nehmen, die in den vergangenen Jahren am wenigsten gezogen wur-
den, also die 13, die 28 oder die 34" — worauf Katrin entgegnet: ,Dann kannst du auch gleich 1, 2, 3, 4, 5, 6, die ersten 6
Primzahlen oder so etwa Ahnliches nehmen, denn die Ziehungsmaschine ,merkt‘ sich doch nicht, welche Zahlen bereits fri-
her gezogen wurden — bei jeder neuen Ziehung hat jede Zahl die gleiche Chance....,ﬁamlich 1

Anton ist damit nicht einverstanden: ,Aber wenn alle Zahlen die gleiche Chance haben,

muss sich die Ziehungshéufigkeit der einzelnen Zahlen doch zumindest in der Tendenz 13 28 34 8
% néhern — und wie soll das geschehen, wie soll im Lauf der Zeit ein ,Ausgleich’ 1
erfolgen, wenn die bislang ,benachteiligten* Zahlen nicht doch eine groRere 45 16 24 a7 7

Chance haben, gezogen zu werden?*
Hier mischt sich nun auch noch Jonas in die Diskussion ein:

. 1. o ) 14 4 23 30 10 44
,Ob hier der Wert4—9 Uberhaupt richtig ist? Vielleicht muss man
doch bei jeder Ziehung im Auge behalten, was zuvor gesche-
hen ist, ob also die Wahrscheinlichkeit, dass bei der th 12 13 22 i L B
nachsten Ziehung die ,13‘ drankommt, davon beein-
flusst wird, dass sie bei den vorausgegangenen 20 35 37 5 46 18 22 25
2320 Ziehungen nur 230-mal gezogen : 4 / ’
wurde?* 17 a1 19 9 27 31 2 6 19
Welchen Tipp sollte man den Dreien
fur ihren Tipp geben?

33 42 26 36 3 21 48 38 49 32

(s. Beispiel H 44)
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H 1 Zufallsexperimente

H 1.1 Ein- und mehrstufige Zufallsexperimente; Ergebnismengen; Baumdiagramme

Die Wahrscheinlichkeitstheorie untersucht Vorgange, deren Ausgang jeweils vom Zufall abhéngt und
demzufolge nicht mit Sicherheit vorhersagbar ist. Derartige Vorgange werden (im Gegensatz zu
deterministischen Vorgangen) &lsfallsexperimente, zufallige Vorganoger auch algorgénge mit
zufélligem Ergebnisezeichnet.

Definition H 1:

Einen Vorgang nennt matufallsexperiment, wenn dabei mindestens zwei Ergebnisse mdg-

lich sind und esor Ablauf des Vorgangeaschtvorhersagbar ist, welches der moglichen Ergeb-
nisse eintreten wirduRerdem kann ein Zufallsexperiment (wenigstens prinzipiell) beliebig oft
und in gleicher Weise (d.h. unter einem bestimmten Komplex von Bedingungen) ablaufen.

Bei solchen vom Zufall abhangigen Vorgangen kénnen die mdglichen Ereignisse also nur mehr oder
weniger ,wahr-scheinen”, mehr oder weniger wahrscheinlich sein.

Damit die Wahrscheinlichkeitstheorie alsithematisch&heorie des sinnvollen Vermutens Zufalls-
experimente untersuchen kann, muss man den Vorgang mathematisch beschreiben. Zu diesem
Zweck werden in einem mathematiscidodell die fir die Untersuchung wesentlichen Eigen-
schaften des realen Vorgangs erfasst und die unwesentlichen unberticksichtigt gelassen. Bei dieser
Modellbildung fasst man in einem ersten Schritt alle méglichen interessierenden Ergebnisse des
Zufallsexperiments zu einer Menge (im Sinne der Mathematik) zusammen. Es ist Ublich, diese
Menge als Ergebnismenge zu bezeichnen un@rait symbolisieren.

Definition H 2:
Eine MengeQ heil3tErgebnismengeeines Zufallsexperiments, wenn jedem fir die Beobach-
tung moglichen Ergebnis genau ein Element@usigeordnet wird.

Beispiel H 1:
Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines Tetraeders mit den Augenzahlen 1 bis 4

Beobachtungsziel geeignete Ergebnismengen:

* Welche Augenzahl wird geworfen@; = {1; 2; 3; 4}; Q, ={1; 2; 3; 4; 5}
(Q kann ein Ergebnis enthalten, das niemals eintritt.)

e Wird eine 4 geworfen? Q3 = {4; keine 4}
* Wird eine 1 oder eine 3 geworfen@, = {1; 3; weder eine 1 noch eine 3}
ungeeignete Ergebnismengen:

Qs = {1; gerade Zahl}

(Ergebnis ,3" ware nicht erfasst.)

Qg = {1, 3; keine 3}

(,1* wéare durch ,1" und ,keine 3“ erfasst.)
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Bei der Angabe der Ergebnismeri@ggehen wir von idealisierten (modellhaften) Bedingungen aus.

In obigem Beispiel darf so das Tetraeder nicht ,auf Kippe“ stehen bleiben; es darf nicht entzwei oder
verloren gehen usw. Auch darf kein Ergebnis eintreten kdnnen, das nizleriasst ist oder das
durchzwei oder mehrerElemente vof2 beschrieben wird. Es ist allerdings gestattet, @assyeb-

nisse enthéalt, die niemals eintreten kdnnen. Man wird bei der Konstruktion einer geeigneten Ergeb-
nismenge&Q ferner darauf achten, dass sie einerseits moglichst klein ist, also keine unnétigen
Elemente enthalt, und dass sie andererseits hinreichend grof3, hinreichend fein ist, d.h. alle dem Be-
obachtungsziel entsprechenden Ergebnisse umfasst.

Definition H 3: H3
Besteht ein zufélliger Vorgang aus mehreren, nacheinander ablaufenden Teilvorgangen. <o
spricht man von einemehrstufigen Zufallsexperiment,bei k Teilvorgangen (KN \ {0}) von
einemk-stufigen Zufallsexperiment.

Die Ergebnisse eines k-stufigen Zufallsexperiments lassen sich in Bmendiagramm der
Ergebnisseerfassen, woraus man ihre Darstellung als k-Tupel leicht ablesen kann.

Beispiel H 2: /A (A A) H2
Axel undBernd spielen gegeneinander. A A A B A
Sieger ist derjenige, der zuerst zwei Spiele/ \B < B
gewonnen hat. Von jedem Spiel wird der B (A;Bi B)
Gewinner notiert; ein Remis gibt es nicht. \ A" EAN
B B (BAB)
T ®:B)

(1. Stufe) (2. Stufe) (3. Stufe)
Q={(AA), (A B; A), (A; B; B), (B; A A), (B; A; B), (B; B)}

Interpretation Baumdiagramm der Ergebnisse  k-Tupel
Gewinner des ersten Spiels  erste Stufe erste Koordinate
Gewinner des zweiten Spiels zweite Stufe zweite Koordinate
Gewinner des dritten Spiels, dritte Stufe (wenn vorhanden) dritte Koordinate
wenn dies ausgetragen wird (wenn vorhanden)

Fir k = 1 entarten k-Tupel zu ,Eintupeln®, die i. Allg. ohne Klammern geschrieben werden.

Beispiel H 3: H3

Zufallsexperiment:  Ein normaler Spielwurfel wird so lange geworfen, bis zum ersten Mz | die
Augenzahl 3 erscheint, héchstens aber viermal.

Beobachtungsziel:  Beobachtet wird bei jedem Wurf, ob die Augenzahl 3 fallt oder eine: von
3 verschiedene AugenzaBl

Ergebnismenge: Q=1{3,(3;3),(3;3:;3),8:3:3:3),8 3 3 3 )}

Wiirde man im Beispiel H 3 den Spielwurfel so lange werfen, bis zum ersten Mal die Augenzahl 3

erscheint, so ergabe sich bei sonst gleichem Beobachtungsziel die Ergebnismenge

Q={3,(3;3):(3;3;3), ...}. Diese® ist keine endliche Ergebnismenge, sondern besitzt (abzahl-
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bar) unendlich viele Elemente. Eine Ergebnismenge mit endlich vielen oder héchstens abzahlbar
unendlich vielen Ergebnissen heilkidkrete ErgebnismengeBei den weiteren Betrachtungen
beschranken wir uns zunéachst antlliche Ergebnismengen

Umfasst die Ergebnismenge sehr viele Elemente, so verwendet man haufig nicht die aufzahlende
Schreibweise.

Beispiel H 4:

Zufallsexperiment:  Ein normaler Spielwdrfel wird finfmal hintereinander geworfen.
Beobachtungsziel:  Beobachtet wird bei jedem Wurf die gefallene Augenzahl.
Ergebnismenge: Q = {(wq; Wy; Wg; Wy Wg) DWq, Wo, ..., W5 {1; 2; 3; 4; 5; 6}}

Das heif3t: Die Ergebnismengeist die Menge aller 5-Tupel gwws; Ws; Wy; Ws), wobei jede
Koordinate wdie Zahlen 1 bis 6 annehmen kann. Die Anzahl der Elemen@ betragt daher
Q0= 6 = 7776.

Beispiel H 5:
Zufallsexperiment:  Aus den funf Schulerinfdiartha Anita, Tina, Heike undesther sollen

genau drei fur die Kommission ,,ABI-Zeitung-1" ausgewahlt werden.
Beobachtungsziel:  Beobachtet wird, welche drei Schiilerinnen in die Kommission gewahlt

werden, und zwar unabhé&ngig von der Reihenfolge ihrer Wahl.
Das (in Gedanken erstellte) Baumdiagramm der Ergebnisse enthalenstéer Stufélinf Ver-
zweigungen fur die Ergebnisse M, A, T, H und E, inaleeiten Stuféei jedem Ergebnis der
ersten Stufe jeweils vier Verzweigungen fir jeweils diéevier Schillerinnen, die in der ersten
Stufe nicht gewahlt worden sind, sowie in détten Stufgeweils drei Verzweigungen fir
jeweils alledie drei Schiilerinnen, die weder in der ersten noch in der zweiten Stufe gewahit
worden sind.
Die dabei erhaltene Ergebnismefeumfasst alsé - 4 - 3 = 6aripel. Dem Beobachtungsziel
besser angepasst ware es aber, wenn man z.B. die sechs Tripel-Ergebnisse (A; E; H), (A; H; E),
(H; A; E), (H; E; A), (E; A; H), (E; H; A) au€, aus denen man jeweils ablesen kann, in wel-
chem Wahlgang A, E bzw. H gewéhlt worden ist, zu éemn Dreiermengei&rgebnis
{A; E; H} zusammenfassen wirde. Aus diesem ist dann nur noch abldabsh, E und H
gewahlt worden sind — unabhangig von der Reihenfolge, in der dies geschah. Damit ergibt sich
eine zehnelementige Ergebnismenge:
Qu = {{A; E; H} {A E; MY, {AS ES T {AS H; ML, {AS H; T {A M; T3 {ES H; M},

{E; H; T}, {E; M; T}, {H; M; T}}

H 1.2 Zuféllige EreignisseVerknlpfen von Ereignissen

Beim Beobachten eines Zufallsexperiments interessiert man sich meist nicht nur daftir, welches
Ergebnis eintritt, sondern auch, ob ein Ergebnis mit einer bestimmten Eigenschaft festzustellen ist.
Besitzt ein Ergebnis die Eigenschaft A, so sagt mankEdkignis A ist eingetreten. Fur die Kenn-
zeichnung eines Ereignisses A verwendet man im entsprechenden mathematischen Modell neben der
verbalen Darstellung audie Menge aller der Ergebnisse ai2swelche die Eigenschaft A besitzen.

Damit muss einerseits jedes Ereignis als Teilmeng&Xdarstellbar und andererseits jede Teil-

menge vorQ als Ereignis interpretierbar sein.
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Definition H 4: Ha

(1) Jede Teilmenge A der endlichen Ergebnisméngeil3tEreignis A.

(2) Stellt sich das Ergebnis e ein und gilt &, so sagt man, dd&reignis A tritt ein .

(3) Die Menge alleffeilmengenvon Q nennt marEreignisrauml) und bezeichnet sie (siehe
auch Satz H 1) mit2 (oder in Anlehnung aRotenzmengmit 0 (Q)).

Satz H 1: H1
BesitztQ genau n ElementeQ0 = n, nON\{0; 1}), so gibt es 2 verschiedene Teilmengen
von Q, d.h. 2 unterschiedliche Ereignisse iff 2Damit gilt alsor2®n= 277,

Der Beweis konnte mittels der Methode der vollstandigen Induktion erbracht we

1

2

—

—

Beispiel H 6: H6
Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines Tetraeders mit den Augenzahlen 1; 2; 3; 4
Ergebnismenge: Q ={1; 2; 3; 4} mitoQO = 4
einige Ereignisse: A ={Augenzahl ist weder prim noch ungerade} g){4}

B ={Augenzahl ist gerade oder prim} = {2; 3; 4}

C ={Augenzahl ist kein Teiler von 12} = @

D ={Augenzahl ist nicht gréRer als 4}&
Ereignisraum: 2 ={0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1; 2}.{1; 3}, {1; 4}, {2; 3}, {2; 4}, {3; 4},

ks 25 &g i 25 A (L B 40 25 &5 4y, ©
%= 2%0= 2= 16

Wird eine 3 geworfen, so treten die folgenden acht Ereignisse ein, die alle dadurch gekenn-
zeichnet sind, dass sie das Fallen der Augenzahl 3 — ggf. kombiniert mit anderen Augenzahlen
—umfassen: {3}, {1; 3}, {2; 3}, {3; 4}, {1; 2; 3}, {1; 3; 4}, {2; 3; 4}, {1, 2, 3, 4} =Q

Definition H 5: H5
Die n einelementigemeilmengen der n-elementigemgébnismenge heilRétlementarereig-
nisseoder auchatomare Ereignisse A nennt marunmaogliches Eeignis, wennA = 0 gilt,
undsicheres Ereighiswenn A =Q gilt. Es seien A, B12°

Symbot Sprechweise Mengenbild:
_ o B B
A DasGegenereignis (komplementéres 0
Ereignis) A (lies: A quer) tritt genau A A
dann ein, wenn A nicht eintritt. T

Der Begriff Ereignisraum wird statt des nahedjenden Bgriffs Ereignismenggerwendet, weil im Ereig-
nisraum noch Operationen (z.B.undJ nach Definition H 5) zwischen seinen Ereignissen erklart sind. In
Analogie dazu sind die Begriffe Vektaum und Zahlebereich (mit den Operationen Addition, Multipli-
kation usw.) statt der Begriff Vekitmengeund Zahlemengegebrauchlich.

Wir definierenhier Ereignisse, was man haufig durch die Bezeichnung ,A := {Augenzahl nicht 3}* (also
durch die Verwendung von ,:=" im Sinne vggei definiert als) kennzeichnet. In diesem Buch wird auf
eine solche Schreibweise verzichtet.
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Symbol: Sprechweise: Mengenbild:

BOA Das Ereignis Bieht das Ereignis A A Q

nachsich. Das heif3t: Immer wenn B B

eintritt, tritt auch A ein.

AnB Das Ereigni#\ und B (A geschnitten B) - 5 0
tritt genau dann ein, wersowohlA als A A
auchB eintritt. _ B
A
AOB Das Ereigni#\ oder B (A vereinigt B) ° ° 0
tritt genau dann ein, wermindestens A A
einesder Ereignisse A, B eintritt. o B
A\B Das Ereigni#\ und nicht B ° 2 0
(A minus B tritt genau dann ein, wenrf* A
A eintritt undgleichzeitigB nicht ein- = B
tritt. AAB=An B
AnB Hochstens einesdler Ereignisse A, B tritt 5 5 o)
ein, wenrentwedeA oderB oderkeines? A
von beidereintritt. — B
AnB =A0OBY A
AOB Das EreignisVeder A noch Btritt 5 5 a
genau dann ein, werkeines der beideft A
Ereignisse A, B eintritt. — B
AOB =AnBY A
(An B)O(A nB) Das Ereigni€ntweder A oder Biritt e _° a
genau dann ein, wergenau einesler A A
Ereignisse A, B eintritt. a B
AnB=0 Die Ereignisse A und B sinthverein- y Q
bar. Das heif3t: A und B kénnen nicht
gleichzeitig eintreten. B

Die in der obigen Definitiorgyveils links stehenden Mengenbilder werdervédsfeldertafeln und
die rechts stehenden Al€NN-Diagramme bezeichnet.

D AnB =A OB undA OB = A n B werden al®E MORGANsche Regel bezeichnet (Augusties
MORGAN, britischer Mathematiker und Logiker (1806 —1871))
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H 1.3 Absolute und relative Haufigkeiten; empirisches Gesetz der grol3en Zahlen

Bei der mathematischen Beschreibung eines Zufallsexperiments durch eine angemessene Ergebnis-
mengeQ und einen entsprechenden Ereignisraihfiehlt noch eirMaf fiir die jeweilige Gewiss-
heit, dass ,Wahr-Scheinen® des Eintretens eines Ereignissss®.

Beispiel H 7: H7
Q ={1; 0} mit 2= {0, {1}, {0}, Q} kann man beispielsweise interpretieren als Ergebnismenge
folgender funf Zufallsexperimente:

* Werfen einer Miinze mit fur Zahl; O fir Wappen

* Werfen eines Kronenverschlusses tfifir nach oben geoffnet aufgefail® fiir nach unten
gedffnet aufgefallen

* Werfen eines normalen Wirfels nifir Augenzahl 5mit O fir nicht die Augenzahl,5 m

« Einstellung der Ampel auf meinem Schulweg, wenn ich morgens in ihren Kreuzungsbe reich
fahre mitl fur Ampel rot O fir Ampel grin(lUmschaltphasen werden vernachlassigt)

- Bestimmen deRANDOMPFunktionswerte8 rand(2) — 1 bzwint(rand() - 2) oder
int(0,5 - rand(2)) mit dem Taschenrechner (Fig. H 1, Fig. H 2 und Fig. H 3).

3@ Hl;érnra Craslvc, Utfl"‘;r' Pr"rgsmID l:!learr'E a—z...] ngrétvjr'a Craglvc, Dtm;r Pr"rgsl\v\ID\lftilear'r'E a—z...] ngrétvjr‘a Craslvc, Dtmver‘ Pr‘rgsmID Clear‘FE a—z...]
nr:rmu T ) s FIEL . = Farmt 27 1.5
" prand(2) -1 O.] |®intCranddl-2) 1. [®inti.5 rand(2)) o.
" prand(2) -1 1. [®intirandd)-23 O.| |"inti.5 rand{2)) ilg
" prand(2) -1 O.] |®intCranddl-2) 1. [®inti.5 rand(2)) ilg
" prand(2) -1 1. [®intirandd)-23 1. [®inti.5 rand(2)) ilg
®rand(2 -1 O.f = intlrand( -2 . [®int.5: randi2)) .
" prand(2) -1 1. [®intirandd)-23 O.| |"inti.5 rand{2)) o.
" rand(2) -1 1. [mintirandd) -2 1. [minti.5- rand(2)) ilg
rand{2>-1 intCrand{3*¥2> int{0.5%rand{2>>
TIRIN FAD AFFROR FIINC_7750 (A AR AT FINEC 8720 TAIN FAD_AITD FONC 8720
Fig.H1 Fig. H 2 Fig. H3

Der Gedanke von Tabeka aus Klasse 11a ,Hochstwahrscheinlich darf ich morgen im Chemieunter-
richt gemeinsam mit Knut und Laura experimentieren* zeigt, dass es im alltaglichen Sprachgebrauch
fur die Zufalligkeit des Eintretens eines Ereignisses ein gefiihlsmaflig mehr oder weniger fest veran-
kertes Mal3 gibt. Dieses Mal besitzt eine nicht-numerische Messskala, die von ,unmdglich” bis
»Sicher” reicht und viele (sich teilweise Uberlappende) Messbereiche wie ,gewiss", ,ziemlich

sicher®, ,zweifelhaft®, ,wahrscheinlich®, ,héchst unwahrscheinlich* usw. aufweist. Umfragen zei-
gen, dass dieses im Alltagsleben haufig hinreichend nitzliche Maf3 der Zufélligkeit stark subjektiven,
meist nur qualitativen sowie oft intuitiven Charakter tragt. DisabjektivéVahrscheinlichkeitsbe-

griff ist somit fiir eine mathematische Charakterisierung stochastischer Vorgénge un¢  ignet.
Tabeka trifft ihre Entscheidung tatséachlich nur subjektiv, qualitativ und auch nur mehr oder weniger
intuitiv. Aber ihre bisher gesammelten Erfahrungen beim Einteilen in Experimentiergruppen spielen
dabei eine gewisse Rolle. Zu einer verlasslicheren Prognose fiir das Eintreten dieser Gruppenbildung
kame sie, wenn sie derartige Gruppeneinteilungen vielfach beobachtet und analysiert hatte. Nehmen
wir einmal an, Tabeka habe die Gruppeneinteilung (bei ansonsten gleichen Nebenbedingungen)
n-mal beobachtet und dabei gezahlt, wie haufig das Ereignis

A = {Knut, Laura und Tabeka bilden eine Experimentiergruppe}
eingetreten ist. Dies fuhrt zu folgender Begriffshildung:

1 Beim TI-92 ist der Wertebereich veand(2) die Zweiermenge {1; 2} und der voand( ) das Intervall
10; 1.
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Definition H 6:
Die Zahl H,(A), die angibt, wie oft bei n-maligem Realisieren eines Zufallsexperiments das
Ereignis A eingetreten ist, hei@bsolute Haufigkeitvon A.

Absolute Haufigkeiten erhalten erst einen hinreichenden Informationswert, wenn man sie im Ver-
gleich zur Gesamtzahl n der Realisierungen des Zufallsexperiments betrachtet:

Definition H 7:
Ist H,(A) die absolute Haufigkeit eines Ereignisses A bei n-maligem Realisieren eines Zufalls-

experiments, so heil3}A) = H”r(]A)

dierelative Haufigkeit des Ereignisses A.

Durch das Bezeichnen von absoluten bzw. relativen Haufigkeiten eines Ereignisses A bei n Realisie-
rungen des Zufallsexperiments mit den SymbolgfHbzw. h,(A) kann leicht der Eindruck ent-

stehen, dass diese Zahlen nur von n und A abh&ngen. In Wirklichkeit erhalt man trotz jeweils
gleichen n und A bei verschiedenen Realisierungsreihen des Zufallsexperiments in der Regel ver-
schiedene KA) und demzufolge ebenfalls verschiedep@ Diese Erfahrung lasst auch die rela-

tive Haufigkeit als ein in der Mathematik unbrauchbares Malf? fur die Zufalligkeit des Eintretens
eines Ereignisses erscheinen.

Beispiel H 8:

a) Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen einer Miinze mit den SéfsgperundZahl
Ergebnismenge: Q ={W, Z}
Urlisten zu 13 Realisierungen des Zufallsexperiments  ;5({és féllt Zahl})

WWZZZWWZZZZWW L =054
ZWWZWWZZWZZZ2Z 2 =062
WZZZWZZZZWZWZ 2 =0,69
ZZWZWWWZWZZWW 2 =046

b) Zufallsexperiment: Einmaliges Bestimmen des FunktionswerteRANDOMFunktion
rand(2) — 1 mithilfe des Taschenrechners
Ergebnismenge: Q ={0; 1}
Urlisten zu 100 Realisierungen durch Erstellen von Listen (Folgen) aus jeweils 100
(rand(2) — 1)-Funktionswerten mithilfe d&equenceBefehls:sedrand(2) — 1, i, 1, 100)
(Fig. H 4; ,i, 1, 100" bedeutet hier ,fir alle natiirlichen Zahlen i von 1 bis 100“.)
h,o{Funktionswert 1 wird ausgewahlt}) erhalt man, indem man die Anzahl (absolute H&au-
figkeit) der Einsen als die Summe aller Funktionswerte 0 und 1 (wegen 1 + 0 = 1) aus der
Liste berechnet und diese durch 100 dividiert:
sum(sedrand(2) — 1, i, 1, 100)): 100 (Fig. H5)

S debralcatc other Fron o[ 1ear” sz | e dEhra[coTc o er [pran o|c1est oz |
o Suniseqirand(2) - 1,4.1, 1080
TH - 53
0 sum(seq(r‘and(fﬁ)a— 1,i,1,100% 65
sum{seqirand(2) —1,i,1, 1000
- 160 ol
®cegirand(Z)—-1,i.1, 100) o Suniseq(rand(2 —1,i,1, 108) 45
. 1. 8. 1. 1. @ - O, Gk e[ "
seqgCrand¢2>—1.3.1.100> : «Lseqrand<2>—1,3.1.1003>>-100 :
AN RAD APFRIL FINC 1750 Flg H4 HAIN EAD AFFRIE FNC /30 Flg H5
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Dass die relative HaufigkeifA) nicht nur von n und A abhangt, sei am Beispiel eines einfachen
stochastischen Vorgangs etwas genauer untersucht:

Ein Kronenverschluss wurde mittels Wirfelbecher 1000-mal geworfen und in einem Versuchsproto-
koll eine , 1“ registriert, wenn der Kronenverschluss nach oben geéffnet, bzw. eine ,0“, wenn er nach
unten getffnet auffiel. Fir das Ereignis A = {der Kronenverschluss féllt nach oben geoffnet auf}
berechnet man die relativen Haufigkeiten

* hyo(A)  fur die ersten 20 Wiurfe, fiir die zweiten 20 Wiirfe, ..., fur die 50-ten 20 Wiirfe,

* hyoofA) fur die ersten 100 Wurfe, fir die zweiten 100 Wirfe, ..., fur die zehnten 100 Wiirfe,

* hyoi(A)  nach insgesamt 20-mal-i Wirfen miti = {1; 2; ...; 50}, also nach 20, 40, ..., 980,

1000 Wiirfen.
[ hoo(A) [N10dA) | hogi(A) | i | hog(A) [h10dA) | hooi(A)
111101111111 112111111110,95 0,9500| 26 {01111 1111111101 010110,80 0,7115
2 | 0101001111 10111 110110,70 0,8250| 27 {11011 1111111111 101110,90 0,7185
3 | 11011 10101 00111 101110,70 0,7833| 28 | 00010 10101 00011 101110,50 0,7107
4 11111010100 11101 111100,70 0,7625| 29 (0111101101 11111 11113110,85 0,7155
511111111111 11111 110110,95 0,80 | 0,8000| 30 |{111111111011101111110,90 0,79 | 0,7217
6 (10011 11101 11110 001100,65 0,7750| 31 {011111011100111111110,80 0,7242
7 | 1011011100 11011 111110,75 0,7714| 32 {10111 1111111111 100110,85 0,7281
8 | 10111 1110001111 111010,75 0,7688| 33 | 1101011100 11001 111110,70 0,7273
9 (01011 11010 11011 111110,75 0,7667| 34 {11001 11110 01001 001110,60 0,7235
10 | 10110 11111 11000 00001 0,55 0,69 | 0,7450| 35 | 1011011011 11101 010100,65 0,72 | 0,7214
11 | 01111 11011 00101 011110,70 0,7409| 36 {01111 0101101111 11113110,80 0,7236
12 | 11111 00111 10111 110110,80 0,7458| 37 | 01101 01101 01011 011110,65 0,7216
13 | 01100 01011 11001 10001 0,50 0,7270| 38 {11011 1111111111 001110,85 0,7250
14 | 1111011000 11111 111110,80 0,7321| 39 {00011 01101 11010111110,85 0,7231

15 | 11101 1110011111 111310,85 | 0,73 | 0,7400| 40 | 1111111010 11011 111310,85 | 0,76 | 0,7263

16 | 1101010011 01011 01131 0,65 0,7344| 41 | 11011 11011 10111 100000,65 0,7244
17 | 1111001101 11001 10100 0,60 0,7265| 42 | 11011 11011 11101 111100,80 0,7262
18 | 11111 00111 11110 01011 0,75 0,7278| 43 | 1111111111 11111 001310,90 0,7302
19 | 00111 11001 11011 111300,70 0,7263| 44 | 01000 11101 11111 011110,70 0,7295

20 (1101111110 11000 011Q10,65 | 0,67 | 0,7225| 45 | 01010 10110 01111 110110,65 | 0,74 | 0,7278

21 110111 1111011101 101010,75 0,7238| 46 | 10011 1111011111 010110,75 0,7283
22 (1101111101 01110 101100,70 0,7227| 47 | 01101 00000 11001 111100,50 0,7234
23 (11111 10101 01011 110110,75 0,7239| 48 | 01101 11010 11011 00000 0,50 0,7188
24 110110 11000 00001 01111 0,50 0,7145| 49 | 11111 11101 11001 111110,85 0,7214
25 | 00101 10000 11011 110310,55 | 0,65 | 0,7080( 50 | 10111 1111110101 111110,85 | 0,69 | 0,7240
Tab.H 1

Fur das Erfassen und Auswerten der Ergebnisse des obigen Experiments kann der GTA wirkungsvoll
eingesetzt werden. Man gibt dazu die Ergebnisse der einzelnen Wurfserien in Form von Listen

(s1, s2, ..., s50) ein und ermittelt daraus die interessierenden relativen Haufigkeiten.

Wirde man zusatzlich die relativen HaufigkeitgggA) errechnen, so ergébe sich:

fr die | ersten zweiten dritten vierten flnften 200 Wiirfe
hoodA) [0,745 0,700 0,720 0,740 0,715

Der Auswertungstabelle H 1 und obiger Ergdnzung ist zu entnehmen, dass die relativen Haufigkeiten
h,o(A) recht stark (ndmlich zwischen 0,50 und 0,95) schwanken, die relativen Haufigkgiéy) h
hingegen nur noch zwischen 0,65 und 0,80 und die relativen HaufigkgjtgA)sogar nur noch
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zwischen 0,700 und 0,745 variieren, was die nachfolgende Graphik veranschaulicht. Die Stabdia-
gramme zeigen, wie sich die Verteilungen mit zunehmender Lange der Serie enger um eine (fiktive)
Achse gruppieren.

rel. rel. rel. i
HAL. HAU. HALL. i 6
020+ 0201 0201
010+ 0101 0101
o ho(A) T hooA) T T T T T (A
0,5 08 1= 05 08 1 05 08 1 i

Besonders deutlich ist in der Spaltg;(A) der Tab. H 1 sowie in dem nachfolgenden Diagramm

(Fig. H 7) abzulesen, dass die relativen Haufigkeiten mit zunehmender Anzahl der Realisierungen
des zufalligen Vorgangs in der Tendenz immer weniger schwanken, dass sie sich stabilisieren, wenn-
gleich (im Unterschied zu Grenzwerten) auch immer wieder einmal etwas gré3ere Abweichungen
auftreten kénnen.

G i
1,0 201 Fig. H7
0,9
0,8 -

LML
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12345678910 15 20 25 30 35 40 45 50

Dieses Stabilisieren von relativen Haufigkeiten und damaldiehmendeRaten des Informations-
gewinns begréRer werdendeRealisierungsanzahlen des Zufallsexperiments sind im Laufe der sys-
tematischen Untersuchung zufalliger Vorgange immer wieder beobachtet worden. Man fasst diese
Erkenntnis in folgenden Satz:

Satz H 2: Empirisches Gesetz der grof3en Zahlen

Ist A ein Ereignis, das bei einem zufélligen Vorgang beobachtet werden kann, dann stabilisieren
sich die relativen Haufigkeiten () mit wachsender Anzahl n von Vorgangsrealisierungen
jeweils gegen einen bestimmten Wert.

Beispiel H 9:

Zufallsexperiment:  Bestimmen dBAANDOMPFunktionswertesand(2) — 1, interpretiert als
~einmaliges Werfen einer Taschenrechner-Miinze*

Ergebnismenge: Q ={0; 1}

Gegen welchen Wert stabilisieren sich die relativen Haufigkejje) des Ereignisses

A = {der Funktionswert ist 1}?
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Um den stabilen Wert vor,(A) zu bestimmen, ist das Zufallsexperiment hinreichend oft z.
realisieren. Dies kann durch wiederholte manuelle Betatigung der ENTER-Taste nach Eingabe
derRANDOMFunktion geschehen. Sehr umstandlich wéare die Weiterverarbeitung dieser
Daten zu R(A). Schneller und einfacher gelangt man zum Ziel, wenn maSegunenzBefehl

des Taschenrechners mittels der Eingsdafrand(2)-1, i, 1, 100) nutzt und die Werte durch
Anfligen von ,— listel* in einer Liste anzeigen lasst (Fig. H 8).

Der nachste Schritt besteht darin, zu zahlen, wie oft das Ereignis A unter den ersten i (fiir
i=1;..; n)l) Elementen von listel eingetreten ist. Hierzu lassen wir den Taschenrechner fort-
laufend die kumulierten Summen zu den jeweils ersten i Elementen der Wurfserien-Liste bil-
den, wodurch eine neue Listes{e2) der absoluten Haufigkeiten(A) furi=1; ...; n entsteht

(Fig. H 8). Um zur Liste der gesuchten relativen Haufigkei{e) ifliste3) zu gelangen, wird

jedes Element {A) von liste2 fortlaufend, d.h. mithilfe desegBefehls, durch die jeweilige
Elementenummer i dividiert. Wir ermitteln damit also die relative Haufigkeit der bis zu dizser
~Stelle* aufgetretenen Wurfwerte ,1“ (Fig. H 8).

Der Taschenrechner bietet auch die Mdglichkeit, die Entwicklung der relativen Haufigke ten
grafisch zu veranschaulichen. Dazu interpretieren wir liste3 als Folge und stellen diese auf dem
Bildschirm grafisch dar (Fig.H 9, H 10).

Stillschweigend wurde bisher von einer Serie mit n = 100 Wirfen ausgegangen, wofir sich
hioA) = 0,44 ergab. Der Taschenrechner ermdglicht es jedoch, mit anderen (gré3eren) Reali-
sierungsanzahlen zu experimentieren, um das Stabilwerden der relativen Haufigkeiten rioch
besser sichtbar werden zu lassen.
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Richard von Mses(1883-1953) versuchte 1918 das empirische Gesetz der grol3en Zahlen mathe-
matisch Uber den Grenzwertbegriff zu beschreiben, um auf diesem Weg eine Grundlage fiir eine
mathematische Theorie des Zufalls zu legen. Dieser Theorieansatz vieEswdrde kontrovers
diskutiert. Er fand Zustimmung bei den Anwendern, wurde jedoch von Mathematiktheoretikern auf-
grund von innermathematischen Widerspriichen in seinen Grundannahmen ab¢  :hnt.

H 1.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung;KoLMOGOROW sches Axiomensystem; Additionssatz

Der Wert, gegen den sich die relativen HaufigkeitgA)eines Zufallsexperiments stabilisieren, ist
nur abhangig vom Ereignis A und scheint daher geeignet zu sein lal&fiir die Zufalligkeit, fir
das Wahr-Scheinen des Eintretens von A, als ein MaR fir\8eihescheinlichkeit. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch vknaquentistische%% Wabhrscheinlichkeitsbegrifider (in Anlehnung
an die haufig zu Grunde liegenden Statistiken) statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff.

D Die entsprechend&egAnweisung ,i, 1, n, 1* kann wegen der Standardschrittweite 1 kirzer mit i, 1, n*
geschrieben werden.
2) frequens (lat.) — haufig, wiederholt
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Es stellt sich aber nun die Frage, wie dieser stabile Wert (der zwar existiert, aber unbekannt ist)
bestimmt werden kann, wenn es nicht mdglich ist, bei hinreichend vielen Realisierungen des Zufalls-
experiments das Eintreten bzw. Nichteintreten von A zu beobachten. Einen Ausweg fanden Mathe-
matiker dadurch, dass sie aufhérten, ein Maf3 fur die Zufallighkeqilizit* durch eine umgangs-
sprachliche Bedeutungsangabe exakt definieren zu wollen. Vielmehr versuchten sie, eine Definition
-mplizit“ zu geben, indem sie — &hnlich wie bei der Charakterisierung der Schachfiguren — die
Gultigkeit gewisser Regeln fordern fur die Beziehungen zwischen dem Malf3 der Zufélligkeit und den
Ereignissen, deren Zufélligkeit gemessen werden soll. Sgichmative* Festlegungen, die in die-

sem mathematischen System nicht zu beweisen sind, werdexiatse (von dem griechischen

Wort alwpa — Verlangen) bezeichnet. Ein (mdglichst kleines und in sich widerspruchsfreies) Sys-
tem von Axiomen sollte einerseits einen bestimmten Teil der Realitat modellhaft widerspiegeln und
andererseits jene mathematiktypische begriffliche Exaktheit aufweisen, die fur logisch zwingende
Schlussfolgerungen, fiir mathematische Beweisfilhrungen notwendig ist.

Um einenaxiomatischen Wahrscheinlichkeitsbegriffzu finden, um das Malf3 der Zufalligkeit imp-

lizit durch Axiome sinnvoll zu charakterisieren, betrachten wir — unter Bertlicksichtigung des empi-
rischen Gesetzes der grof3en Zahlen (Satz H 2) — einige Eigenschaften der relativen Haufigkeiten
h,(A). Diese missten namlich beim Ubergang zu ihren stabilen Werten, d.h. beim Ubergang zu den
Wahrscheinlichkeiten P(A), erhalten bleiben.

Fir h, gilt: Fur P miisste dann gelten:

Wenn A, BO29, so Wenn A, B122, so

(1) 0= hy(A), (1) 0=sP(A),

(2) hy(A) =1, (2) P(A)<1,

B) M@ =1, () PO =1,

(4) m(@) =0, (4) P(@) =0,

(5) hy(A OB) = hyA) + hy(B) firA n B=0, (5) P(AOB) = P(A) + P(B) fiir An B =0,
(6) hy(A O B) = hy(A) + hy(B) — (A n B), (6) P(AOB)=P(A) + P(B) — P(An B),
(7) (A)=1-hK(A), (1) PA)=1-P(A),

(8) AOB O hy(A) < hy(B). (8) AUBO P(A)<P(B).

Der russische Mathematiker Andrej NikolajewitschUKioGorow (1903-1987) fand im Jahre
1933, dass bereits drei dieser acht Regeln fur ein entsprechendes Axiomensystem gentigen.
Eingeschrankt auf endliche Ergebnismengen, lauteAxiasnensystem der Wahrscheinlichkeits-
theorie von KOLMOGOROW :

Definition H 8:

Eine Funktion P, die jeder Teilmenge A einer endlichen (Ergebnis-)Meregee reelle Zahl
P(A) zuordnet, heiltVahrscheinlichkeitsverteilung (Wahrscheinlickeitsfunktion oder auch
Wabhrscheinlichkeitsmal3), wenn sie folgenden drei Bedingungen genugt:

Axiom 1 (Nichtnegativitat): P(A) =0,

Axiom 2 (Normiertheit): PQ) =1,

Axiom 3 (Additivitat): P(AOB) =P(A) + P(B), fallsAMB=0

1 Das Symbol P wird gewahlt in Anlehnung an das lateinische pitstbilitas daswahrscheinlichkeit
bedeutet.
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Aus den drekoLMOGOROWschen Axiomen lassen sich fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P eine
Reihe von Folgerungen gewinnen, die alle den Eigenschaften der relativen Haufigkeit entsprechen.

Satz H 3: Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung H3
1) P(A)=1 (2) P@=0 (3) PR )=1-P(A)

(4) P(AOB)=P(A) + P(B)— P(A B) (AdditionssatzY)

(5) A0B O P(A)<P(B) (6) P(A) =egAP ({e}

Die grundlegende Beweisidee zu den einzelnen Aussagen des Satzes H 3 liegt wegen des Axioms 3
in der Zerlegung eines Ereignisses in zwei geeignete (unvereinbare) Ereignisse. Zum Finden einer
geeigneten Zerlegung kdnnen entsprecherede\\Diagramme oder Vierfelder-Tafeln hilfreich

sein. Am Beispiel des Beweises fiur die Aussagen (2), (4) und (5) soll dies illustriert\  den.

Beweis zu (2):

1=PQ) nach Axiom 2

1=PQOOMItQN0=0 eine magliche Zerlegung vaa in die zwei unverein-
baren Ereigniss@ und @

1=PQ)+P®O nach Axiom 3

1=1+P() nach Axiom 2

0=P@O w.z.b.w.

Oder:

PQ)=PQ OO mit Q n0=0, also

PQ) =PQ) + P(0) nach Axiom 3 und damit

0 =P w.z.b.w.

Beweis zu (4):

P(AOB)=P(AO (A n B)) eine mogliche Zerlegung vonA B
in die zwei unvereinbaren Ereignisse A uhdn B
P(AOB)=P(A) + PA n B) nach Axiom 3
P(AOB)=P(A) + PA n B)
+ P(An B)-P(An B) 0 addiert
P(AOB)=P(A) + P(A& nB)O (A n B))
—P(An B) nach Axiom 3
P(AOB)=P(A) + P(A OA) nB) nachDistributivgesetzeriir Mengen oder der ent-
—P(An B) sprechenden Vierfeldertafel

P(AOB)=P(A) + PQ n B)—P(An B) nach Ereignis-Gegenereignis-Gesetzen fir Ereignisse
P(AOB) =P(A) + P(B) — P(An B) w.z.b.w.

Beweis zu (5):

AOBO B=AO(BN A) mtAn(BnA)=0
O P(B)=P(A) +P(EBn A) mitP(Bn A)=0 nach Axiomen 3 und 1
0 P(B)=P(A) w.z.b.w.

Liegen die Wahrscheinlichkeiten P({e}) aller n atomaren Ereigniss@Z@}vor, so kann man ins-
besondere unter Verwendung von Satz H 3 (6) die Wahrscheinlichkeiten aller zugehnbEgeig-2
nisse ermitteln.

D Die Aussage desxioms 3der Definition H 8 bezeichnet man afseziellerAdditionssatz
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H 10 Beispiel H 10:
Zufallsexperiment:  Dreistufiger Materialtest auf Rei3festigkeit (stufenweise Erhéhung der
Belastung bis zum Zerreil3en)
Ergebnisi ([{1; 2; 3}): Material reif3t bei Belastungsstufe (Bst.) i
Ergebnis 4: Material halt den Belastungsstufen 1 bis 3 stand.

Wahrscheinlichkeitsverteilung: e | 1 | 3 | 4
P{e}) [0.07 [0.62 | 0,09
P{2}) =1-P{1}) - P{3}) -P¢{4}) =1-0,07-0,62-0,09 =0,22
P({hélt der Bst. 2 stand}) =P({3;4}) = =0,62 + 0,09 =0,71
P({ist auf Bst. 2 zu testen}) = P({2; 3; 4}) =0,22 + 0,62 + 0,09 =0,93
oder
=P{1}) =1-0,07 =0,93

H 1.5 Vier- und Mehrfeldertafeln; Zerlegungen der Ergebnismenge

Beim Berechnen der Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen ist es oft zweckmafig, sich die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten mittels einer Vier- oder Mehrfeldertafel zu veranschaulichen. In die-
sem Zusammenhang geht es immer um Zerkegungder Ergebnismend® in Ereignisse, von

denen bei jeder Realisierung des entsprechenden zufélligen Vorganggsrsatsinesgintritt.

H9 Definition H 9:
Ereignisse A, A,, ... , A aus 22 mit den folgenden drei Eigenschaften bilden &eadegung
der Ergebnismeng@:

(1) Jedes der Ereignisse besitzt eine positive Wahrscheinlichkeit, d.).>F{Adr alle
i 0{1; 2; ...; n}.
(2) Die Ereignisse sind paarweise unvereinbar, d.ha A; =0 flr i #j.
(3) Die Vereinigung aller Ereignisse ist das sichere Ereignis, diiil A, O ... O A, = Q.

Sind E und F zwei Ereignisse aug, 2o lasst sick grob zerlegen in
Q=EOE bzw. Q=FOF

T

oder feineriM=(En F)O(En F)O(En F)O(E n F):

E E
F EnF EnF
F EnF EnF

Tragt man im Innern und an den Randern der Felder die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ein,
so ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die verfeinerte Zerlegun@.von



H 1.5 Vier- und Mehrfeldertafeln; Zerlegungen der Ergebnismenge 365

E E
F PEnF)=p PENnF)=p PF)=p+m
F PEnF)=p PEnF)=p PF)=p+p
P(E)=n+Pps PE)=p+mM
Beispiel H 11: H11

Aufgrund von Beobachtungen weil3 man, dass beim Einschalten einer Anlage das Bauteil A mit
der Wahrscheinlichkeit 0,070 und das Bauteil B mit der Wahrscheinlichkeit 0,010 ausféllt. Dass
A und B ausfallen, tritt mit der Wahrscheinlichkeit 0,022 ein. Mit welcher Wahrscheinlich<eit
fallt wenigstens eines dieser beiden Bauteile beim Einschalten der Anlage aus?

Um diese Aufgabe zu I6sen, tragt man zuerst die gegebenen Wahrscheinlichkeiten

P(A) =0,070; P(B)=0,10 und P@#B)=0,022

in eine entsprechendkerfeldertafel(l) ein undvervollstandigt dann diesgafel (11):

0 (1)
B B B B
A | 0,022 0,07 A 0,022 0,07 — 0,022 = 0,048 0,07
A A | 0,10-0,022=0,07§ 0,93-0,078=0,852 1-0,07=0,93
0,10 0,10 1-0,10=0,90
Berechnen der gesuchten Wahrscheinlichkeit: B&) = 0,078 + 0,022 + 0,048= 0,148
oder P(AOB) =1-0,852 = 0,148

oder P(AOB)=0,07 + 0,10-0,022 =0,148

Beispiel H 12 Vierfeldertafel mit Parametern H12
Gegeben: P(E)=0,3 gesucht: P(E) L
P(F)=0,8 P(En F)O (E n F))

Da man in die Vierfeldertafel aufgrund der gegebenen Werte (durch Fettdruck markiert) nur die
Wahrscheinlichkeiten an den Randern eintragen kann, belegt man eine der Wahrschein ichkei-
ten im Innern mit einem Parameter, um die weiteren Wahrscheinlichkeiten dann in Abhangig-
keit von diesem Parameter zu bestimmen.

E E Bedingungen an: 0 <asl
E a 0,8 —a 0,8 0<08-a<1 0 -0,2<0<0,8
0<0,3-a<1 0 -0,7<a0<0,3
F| 03-a | a-0,1| 0,2 0<a-0,1<1 0 0,1<a<1,1
0,3 0,7 O 01<a0<0,3

PEOF)=P(E)+P(F)-P(B F)=0,3+08a=1,1-q

mit 1,1-0,%1,1-a<1,1-0,1und damit 081,1 —a<1.
P(EnF)O(EnF)=PENF)+PEnF)=a+a-0,1=2-0,1

mit 2-1-0,K20-1<0,6—-0,1 und damit 0& 2a — 0,1<0,5.
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Beispiel H 13 Mehrfeldertafel (mit zwei Zeregungenvon Q)

Die Ereignisse E E, und & mdgen eine Zerlegung der ErgebnismeQdalden. Mittels der
vervollstandigten Sechsfeldertafel sind Whrscheinlickeiten P({f oder B tritt ein}),
P{E, und K treten ein}) und P({es tritt Foder nicht A ein}) zu berechnen.

E; E Es
p; =0,80-0,10-0,30 = 0,40 ,g 1-0,80 =0,20
A|1010| p; (030 080 p,=050-p =0,10 p=p;—0,01-p=0,09
~ =0,10 + =0,19 =1-p-050 =0,31
Al p | ps [00L] Ry Ps R B B
ps 050 p
P({E; oder B tritt ein}) =P(g OEy) =ps+ 0,50 = 0,69

P{E,und K tretenein}) =P(kn E3) =P(@) =0
P( E; oder nicht A tritt ein}) = P(§0 A) = 0,30 + 0,01 + p+ p, = 0,30 + p = 0,50

Das im Beispiel H 13 durch die Mehrfeldertafel gegebene Modell eines Zufallsexperiments liel3e
sich beispielsweise in folgender Weise interpretieren: In einer Schule ist es Tradition, dass am Ende
der 10. Klasse jeder Schiler (genau) eine vierstiindige Klausur zu schreiben hat, wobei er einmal
zwischen den Fachern Physik, Mathematik und Biologie und zudem jeweils zwischen zwei Leis-
tungsanforderungsstufen wahlen kann. Erfahrungsgemal entscheiden sich 10 % fur Physik auf der
héheren Anforderungsstufe 1 und 30 % fur Biologie auf der Anforderungsstufe 1. Nur 1 % wollen

in Biologie in der niederen Anforderungsstufe 2 schreiben. 50 % der Schiler wéhlen Mathematik.
80 % der Schiler entscheiden sich fur eine Klausur auf der Anforderungsstufe 1.

Beispiel H 14 Mehrfeldertafel (mit drei Zeregungernvon Q)

Schuler eines Gymnasiums in Wahrstadt mussen mindestens einen Leistungskurs aus den
Fachern Biologie (B), Chemie (C), Physik (Ph) besuchen. Erfahrungsgeman wahlen 70 % der
Schuler Biologie und 60 % Chemie. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schuler nur Physik aus-
wahlt, betragt 0,10, dass er nur Biologie wahlt, 0,25. 15 % der Schiuler entscheiden sich nur fir
Physik und Chemie, wahrend sich 30 % der Schiler fur alle drei Facher entscheiden. Es sind
die folgenden Wahrscheinlichkeiten pis g5 zu berechnen, wobei der betrachtete Schiiler
jeweils auf gut Gliick ausgewéhlt worden sei:

p; = P({der Schiiler entscheidet sich fir Chemie und Biologie})

p, = P({der Schuler entscheidet sich fur mindestens eines der Facher Chemie und Biologie})
ps = P({der Schuler entscheidet sich fur hdchstens eines der Facher Chemie und Biologie})
p4 = P({der Schuler entscheidet sich fur genau eines der Facher Chemie und Biologie})

ps = P({der Schiiler entscheidet sich fiir genau eines der drei Féacher})

ps = P({der Schiiler entscheidet sich fiir mindestens zwei der drei Facher})

c © _ Aus der Vierfeldertafel lassen sich folgende
0,70 B { a 22 Ph Gleichungen ablesen und sukzessive l6sen:
' 0,30 b } on f d=1-070=030
g 3 { 015 | 0.10 e =1-0,60=0,40
c 0 c=d-0,15-0,10-0=0,05

0,60 e Ph b=e-0-0,10-0,25=0,05
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a=060-0,30-0,15-¢c=0,10 f =0,30 +b + 0,15 + 0,10 = 0,60

Aus der egénzten Mehrfeldertaferhalt man fir die gesucht®vahrscheinlickeiten:

p;=P(CnB)=a+0,30=0,40

pp=1-PC n B)=1-(0,10 + 0) = 0,90

ps=P(C n B)+P(C n B)+P(Cn B)=(0,10 + 0) + (0,25 + b) + (0,15 + ¢) = 0,60

ps=P(C n B)+P(Cn B)=0,50

ps=P(Cn B n Ph)+PC nBn Ph)+PC n B n Ph)=c+0,25+ 0,10 = 0,40

ps=P(C n B n Ph)+P(Cnh B n Ph) + P(Ch Bn Ph)+P(Cn Bn Ph)
=b+0,15+a+ 0,30 = 0,60

H 2 Gleichverteilung

H 2.1 Der Begriff Gleichverteilung(L APLACE -Experimente)

Wir betrachten das Zufallsexperimgainmaliges Werfen eines Wiirfelsiit der Ergebnismenge

Q ={1; 2; 3; 4; 5; 6}. Die Erfahrungen beim Werfen eines normalen (nicht gezinkten) Spielwurfels
sowie das Wissen uber die symmetrische Form und die homogene Masseverteilung eines solchen
Waiirfels besagen, dass jede seiner sechs Augenzahlen mit derselben Wahrscheinlichkeit gewurfelt
wird. Die sechs atomaren Ereignisse {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} erscheinen uns glsichwahr-
scheinlich

Definition H 10: H 10
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Zufallsexperiments (mit endlicher Ergebnismen je ,
heiltGleichverteilung, wenn alle zugehdrigen atomaren Ereignisse die gl®ié&iaschein-

lichkeit besitzen. Diese Bedingung nennt rhamLAC E-Annahme ) Kann man bei einem
Zufallsexperiment von der Gultigkeit denkLACE -Annahme ausgehen, so spricht man vor
einemLAPLACE -Experiment.

Es seiQ = {eq; &; ...; 6.} die Ergebnismenge eines zufalligen Vorganges: Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P heif3t also dann Gleichverteilung, wenn{Xfe ... = P({e}) = p gilt. Diese Bedin-

gung wird erfillt, wenn die Wahrscheinlichkeit p den V\%ert hat (in Analogie zum Wiirfel mit

p= é ). Dieser Wert fiir p ist aber auch die einzige Mdéglichkeit, um der genannten Bedingung zu
genugen. Deshalb stellt g%z nicht nur eine hinreichende, sondern auch eine notwendige Bedingung
fur das Vorliegen einer Gleichverteilung dar.

Satz H 4: Wahrscheinlichkeit bei LAPLACE -Experimenten H4
Fur jedes apLACE-Experiment gilt: Bestel® = {e;; &; ... ; &} aus n Ergebnissen, so tritt
jedes Ergebnis; & [{1; 2; ...; n}) mit der Wahrscheinlichkeit P({p = % = ﬁ ein.

D Zufallsexperimente, bei denen eine Gleichverteilung sinnvollerweise angenommen werden kann, wurden
insbesondere von dem franzésischen Mathematiker Marquis Pierre SimapLdes (1749-1827) unter-
sucht. lhm zu Ehren werden sie daher alsLiacE -Experimente bezeichnet.
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Beweis:

DaQ ={eq; &; ...; &} die Ergebnismenge eineabLACE-Experiments ist, so missen nach der Defi-
nition H 10 alle atomaren Ereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeif}Pde.. = P({e,}) = p be-

sitzen. Folglich gilt P({g}) + ... + P({e}) = n- p. Die linke Seite der Gleichung ist nach Axiom 3
(Definition H 8) aquivalent zu P({¢ O ... O{e}), da fiur alle iC){1; ...; n — 1} jeweils die Unver-
einbarkeit{q; ...; 8} n {ej+1} =0 erfulltist. Wegen {g; &; ... ; 6} =Q und PQ) =1 (nach

Axiom 2) ergibt sich damit1 =n-p bzw. -= w.z.b.w.

Die Grundidee dieses Beweises besteht wiederum (wie bei der Herleitung weiterer Eigenschaften
der Wahrscheinlichkeitsfunktion P aus dem.MoGOROWschen Axiomen) darin, ein geeignetes
Ereignis (hielQ) in geeignete (unvereinbare) Ereignisse (hier in atomare Ereignisse) zu zerlegen.

Diese Modellannahme ,Gleichverteilung” bei einem Zufallsexperiment (mit endlicher Ergebnis-
menge) kann mit sehr unterschiedlichen sprachlichen Wendungen ,signalisiert* werden — z.B.:

« ,Man kann auf jedes Ergebnis des Zufallsexperimanitsler gleichen Chancsetzen.”

« ,Keinesder mdglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments ist hinsichtlich seines Eintretens
bevorzugt

- ,Es wird mit einemidealen (symmetrischen, fairen, einwandfreien, ungezinkten, homogenen,
nicht manipulierten, hPLACE, L-) Wurfel geworfen.*

« Vier @auRerlich gleiche Kugeln werdgauf gut Gluck” (,blind“, ,rein zufallig®, ,wahllos")
einer Urne entnommen usw.

Wenn man keinen Grund hat, das Eintreten irgendeines der Ergebnisse des Zufallsexperiments fur
wahrscheinlicher als das der jeweiligen anderen zu halten, dann geht man von der Gultigkeit der
LAPLACE-Annahme aus. Dieses vomRLACE angegebenBrinzip des unzureichenden Grundes

wird vor allem durch geometrische oder physikalische Symmetrien objektiviert.

H 15 Beispiel H 15:
a) Einmaliges Werfen eines ,fairen* Wurfels:

Q={1;2;3;4,56); [QO=6; P(1) =P(2) = ... = P({6}) = §
b) Werfen einer ,idealen* Minze:
Q= {W; z) 0=2, PAWY = P((Z) =

¢) Inge entnimmt einer Urne mit vier gleichartigen von 1 bis 4 nummerierten Kugeln ,,auf gut
Glick" zwei Kugeln gleichzeitig.
Q={{1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {2; 3}, {2; 4}, {3; 4}, QO=6;

P({L; 2)) = P({L; 3 = .. = PU{3; 4 = £

H 2.2 Rechenregel fir die Gleichverteilung (PLACE -Regel)

In Kenntnis der gleich gro3en Wahrscheinlichkeiten B{fe P({eo}) = ... = P({e}) = r—l] fur jedes
der atomaren Ereignisse sollen nun die Wahrscheinlichkeiten fur entsprechende zusammengesetzte
Ereignisse berechnet werden.

HS Satz H5: LAPLACE -Regel

Fur jedes Ereignis A2 gilt die Rechenregel:
_ |Al _Anzahl der fur A giinstigen Ergebnisse
P(A) Q] bzw.  P(A) Anzahl aller méglichen Ergebnisse
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Beweis:

Aus der Definition der Gleichverteilung und der ForderungdestoGorowschen Axioms 3
(Definition H 8) P(ALl B) = P(A) + P(B) fiir An B = Dfolgt fiir ein beliebiges k-elementiges Ereig-
nis A = {e;; &; ...; gJaus dem Ereignisraum2

P(A) =P({ey; &; ...; a) = P({elt O{ex} O ... U{eW) = P(feyd) + P({ex}) + ... + P({e}), also

P(A) o e T ta T . Danach gilt P(A) ‘LA‘ w.z.b.w.
|A|

Den mit obiger Rechenregel aufgrund depLACE-Annahme ermittelten Wert P(A)‘Q‘ nennt man
haufigL APLACE -Wahrscheinlichkeit von A oder aucklassische Wahrscheinlichkeitvon AD

Beispiel H 16: H 16
Fur das einmalige Werfen eines idealen Wirfels(yit {1; 2; 3; 4; 5; 6};,0Q0 = 6 sowie

P{1) =P{2}) =... =P({6}) = %. Daraus folgt beispielsweise:

P({Augenzahl ist 2 oder 3}) =P@23) £ =8,

P({Augenzahl ist ungerade}) =P({1; 3; 5}) % =05

P({Augenzahl ist eine Primzahl}) = P({2; 3; 5}) % =05

P({Augenzahl ist gerade und prim})= P({2}) é—- = @1

P({Augenzahl ist 7}) = P(p = g -0

P({Augenzahl ist kleiner als 10}) = B = g =1

Beispiel H 17: 7 H17
Gegeben sei ein vierreihigeaGON-Brett. Dies besteht odglee

aus vier Reihen von Hindernissen, wobei sich in der k-ten

Reihe genau k (K{1; 2; 3; 4}) Hindernisse befinden (Fig.

H 11). Unter der vierten Reihe sind funf Facher ange-

bracht. Wir lassen nun eine Kugel geeigneter Gré3e von

oben (den Gesetzen der Schwerkraft folgend) durch alle

Reihen herunterrollen. An jedem Hindernis hat die Kugel

dieselbe Chance, nach rechts (r) bzw. nach links () abge- ﬁ g g "

lenkt zu werden. Wie groR3 ist die Wahrscheinlichkeit &
dafir, dass die Kugel in das Fach Il fallt? VY Fig. H 11
LOsung:
I I M v \%
(@AH))
(@A)
(o) () ()]

(r;rlr) (r; 1 1,r) (A
(r; ;) (A (AHA))
() (A ;) (! (RHR)!

1

—

1812 hielt lapLACE den BegriffWahrscheinlichkeiin dieser ersten formalen, aber eingeschréankten Form
fest.



H 18

370 H 2 Gleichverteilung

Wie man sieht, enthalt die zugehdrige Ergebnisméhgenau 16 Elemente®@n = 16). Fur

den Weg der Kugel gibt es also insgesamt 16 Mdglichkeiten, wobei jeder dieser Wege dieselbe
Chance hat, von der Kugel eingeschlagen zu werden. Damit giladiate-Annahme. Fir

das Ereignis, dass die Kugel in das Fach Il fallt, sindléd|Ergebnisse glinstig, diEnau eine
Linksablenkung (l) beschreiben:

P({die Kugel falltins Fach II}) = P{(r; r; r; I), (r; r; 1 6), (r; ;65 0), (1, r5 15 1)) =1‘16 =0,25

Die mathematische Untersuchung voxPLACE-Experimenten erweist sich nicht nur fir Glicks-

spiele als nitzlich, sondern sehr viele reale zuféllige Vorgénge lassen sich — zumindest angenahert —
als LapLACE-Experimente auffassen: Fallt beim einmaligen Munzwurf ,Zahl* oder ,Wappen* ?

Wird das zu erwartende Kind ein Madchen oder ein Junge? Beide zufalligen Vorgange kénnen —
zumindest angenahert (es gibt einen Uberschuss an Jungengeburten im Verhéltnis von etwa 51 : 49)
— durch dasselbe stochastische Modell, nAmlich eine zweielementige Ergebni@wefigé} und

die Gleichverteilung mit P({1}) = P({0}) :—; , beschrieben werden. Doch nicht immer ist die An-
nahme der Gleichverteilung so offensichtlich oder so direkt méglich.

Beispiel H 18: ©'ALEMBERTsches Paradoxon)
Zwei Miinzen mit den Seiten ,Zahl“ und ,Wappen“ werden gleichzeitig geworfen. Es interes-
siert nur, welche Seiten oben liegen (und nicht, welche Seite bei jeweils welcher Miinze oben
liegt). Als Ergebnismenge bietet sich an
Q = {zweimal Zahl, einmal Zahl und einmal Wappen, zweimal Wappen}

= {zweimal Zahl, genau einmal Zahl, keinmal Zahl} = {2; 1; 0}.
Die Anzahl aller moglichen Ergebnisse betragt also 3. Hieraus zog der franzésische Mathema-
tiker D'ALEMBERT (1717-1783) den Schluss, dass jedes der drei atomaren Ereignisse mit der
Wahrscheinlichkeié eintritt. In Wirklichkeit sind aber die drei atomaren Ereignisse nicht
gleichwahrscheinlich. Dies wird deutlich, wenn man sich z.B. vorstellt, dass die beiden
Munzennacheinandegeworfen werden. Dann werden namlich aus deranbeziiglichQ
atomaren Ereignis {1} = {einmal Zahl und einmal Wappen}zieibeziglichQ, atomaren
Ereignisse {(Z; W)} = {zuerst Zahl und dann Wappen} und {(W; Z2)} = {zuerst Wappen und
dann Zahl}. Man erhalt auf diese Weise also zwei atomare Ereignisse beziglich einer ,aufge-
blasenen* vierelementigen Ergebnismetyye= {(Z; Z}, (Z; W), (W; Z2), (W; W)}.

Z (Z; 2) 2
Z
W (Z; W)
— 1
Z (W; 2)
W
I} (W; W) 0
Q Q
Bei der Ergebnismend®, haben die vier atomaren Ereignisse alle die gleiche Chance einzu-
treten, besitzen also dieselbe Wahrscheinlichkeit ;11 = . Damit ergeben sich folgende Wahr-
L

scheinlichkeiten fur die bezugli€h atomaren Ereignisse:

P(2) = PU(Z: 2) = & P} = PUZ W), W: 2))) = & P((O}) = PW; W) = L.
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Beispiel H 18 zeigt, wie man manchmal eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die keine Gleichvertei-
lung bez. einer Ergebnismeng@sdst, tiber den Umweg einer Gleichverteilung einer anderen Ergeb-
nismenge, ermitteln kann. Bei diesem Umweg ,verfeinert”, d.h. vergroRert man die urspriingliche
Ergebnismeng® so, dass allaeuenatomaren Ereignisse v@}) tatsachlich gleichverteilt sind. Sie
treten dann mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ein Qjtigilt nun also die APLACE-Annahme.

H 2.3 Verschiedene Modelle fur ein und dasselbe Zufallsexperiment

Die Wahl der Ergebnismenge und damit die Wahl des mathematischen Modells fiir ein Zufallsex-
periment ist durch die Beschreibung des zufélligen Vorgangs héufig nicht eindeutig festgelegt. Drei
solchen Wahlmd@glichkeiten sowie deren Einfluss auf den Rechenweg beim Bestimmen von Wahr-
scheinlichkeiten auf der Basis dexALACE-Annahme wird im folgenden Beispiel nachgegangen.

Beispiel H 19: H19
Im Halbfinale einer im K.o0.-System ausgetragenen Schulmeisterschaft im Schachspiel stehen
zwei Schulerinnen und zwei Schiiler. Die Aufteilung dieser vier Personen auf die beiden zu bil-
denden Besetzungen am Schachbrett soll ,auf gut Gliick” erfolgen. Wie grof3 ist die Walr-
scheinlichkeit dafur, dass das Halbfinale in gemischten Besetzungen ausgetragen wird~

Modell 1:Man mischt vier Zettel mit jeweils dem Namen von genau einem der vier Teilnet mer
und zieht nacheinander ,blind“ genau zwei Zettel, ohne dass der zuerst gezogene vor der zwei-
ten Ziehung wieder eingemischt wird. Die Personen, deren Namen die beiden gezogenen Zettel
tragen, bilden die eine Besetzung, die beiden tbrigen die andere. Entsprechend der Fre gestel-
lung interessiert nur die Unterscheiduvigdchen(M), Junge(J). Sie fuhrt bei Bericksichti-
gung der Reihenfolge der Ziehung zu der vierelementigen Ergebnismenge
Q ={(M; M), (M; J), (J; M), (J; J)} sowie zu dem uns interessierenden Ereignis
A={(M;J), (3; M)}.
Die atomaren Ereignisse vof? 8ind aber nicht gleichwahrscheinlich. Wahrend es fur das I=in-
treten des Ergebnisses (M; M) die zwei Realisierungsmoglichkeiten ,zuerst Madgher M
dann Madchen Mausgelost” und ,zuerst Madchern, Mnd dann Médchen Mausgelost®, d.h.
die beiden geordneten Paare;(Ml,) und (M,; M,) gibt, existieren fur das Ergebnis (M; J) dic
vier Realisierungsmaglichkeiten (M), (Mq; B), (Mo; J), (M,; b). Analoges gilt auch fur
die Ergebnisse (J; J) und (J; M) duis,Blasen” wir also die Ergebnismeng@ekinstlich auf,
verfeinern wir die vierelelementige Ergebnismefgeu der zwdlfelementigen Ergebnismenge
Q = {(M1; Mp), (Mg; My), (My; J), (Mg ), (Ma: &), (Mi ), (3; My), (31 M), (i M),

(I M2), (3 &), (B W}
so ist jetzt die bPLACE-Annahme gerechtfertigt. Flr das Ereignis A gilt demzufolge:
P(A) = P({eine gemischte Besetzung wird ausgelost}) = P({(M; J); (J; M)})
=PE(My; J), (M1; B), (Mg &y), (M2; ), (J1; My), (i Mp), (&i M), (B M2)})

2

8

3

Rle

Q]

Modell 2: Zeichnet man einen der am Auslosungsverfahren beteiligten Halbfinalisten;jz.B. J
willkdirlich aus, dann lassen sich die méglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments ,Ziehen ,auf
gut Gluck' genau eines aus den drei Namenszetteln voivibund 3* durch die Angabe sei-

nes moglichen Spielgegners interpretieren. Dies fuhrt zu der Ergebnisther{gé;; Mo; b},
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fur welche die laPLACE-Annahme gerechtfertigt ist. Somit ergibt sich als Wahrscheinlichkeit
fur das uns interessierende Ereignis, dageden M oder gegen Mzu spielen hat:

. _2
P(A) = P(My; M) = £
Modell 3: Registriert man bei der ildodell 1beschriebenen Auslosung nur, ob die zwei aus-
gelosten Personen entweder beide Madchen sind oder nicht, so fiihrt dies zu einer zweielemen-
tigen Ergebnismeng® = {m; nm} (mit m: nur Madchen ausgelogshdnm: nicht nur Madchen
ausgelost Diese Ergebnismenge entspricht aber nicht der gestellten Frage, da das zu betrach-

tende Ereignis A =dine gemischte Besetzung wird ausgglasicht als Teilmenge vo@
darstellbar ist.

Beim Vergleich dieser drei Modelle erweist sich einerseits eine dem Zufallsexperiment und der
gestellten Frage gut angepasste, nahe liegende Ergebnismendge yerBModell 1) nicht unbe-

dingt auch bezuglich des rechnerischen Aufwands als so gut geeignet.

Andererseits muss eine ,grobe" ErgebnismeiigggdmModell 2 mit minimalem Rechenaufwand

zur Bestimmung der gesuchten Wahrscheinlichkeit nicht auch so nahe liegend, so leicht zu finden
sein, weil erst eine gewisse Umstrukturierung des eigentlichen Ablaufs des Zufallsexperiments
erforderlich ist.

Aus diesen Erfahrungen ergeben sich dieps fur die Wahl einer geeigneten Ergebnismenge

« Die Ergebnismeng@ muss sowohl dem Zufallsexperiment als auch dem diesbeziiglich betrach-
teten Ereignis A entsprechen. A muss also stets eine Teilmenge des ge@é&tdien

* Man sollte versuchen, die Ergebnismefso zu wahlen, dass alle atomaren Ereignisse
gleichwahrscheinlich sind, dass also dielLACE -Annahme gerechtfertigt ist und damit die
LAPLACE-Regel P(A) :% angewandt werden kann.

* Unter Wahrung der APLACE -Annahme sollte die Ergebnismenge méglichst ,,grob” sein, d.h.
moglichst wenige Elemente enthalten.

Das nicht selten mihsame Suchen nach einer geeigneten ErgebniSinerigeWahrung der
LAPLACE-Annahme kann man unter Zuhilfenahme eines Baumdiagramms zu umgehen versuchen.

H 2.4 Baumdiagramme; Pfadregeln

Kann man bei einem Zufallsexperiment davon ausgehen, dass alle seine atomaren Ereignisse gleich-
verteilt sind, so lassen sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten I%J‘A) = durch Abzahlen der fur

A gunstigen“ und der ,mdéglichen” Ergebnisse bestimmen. Dieses Abzahlen war bei den bisher
betrachteten Beispielen sehr einfach. Damit man sich auch bei etwas komplizierteren, mehrstufigen
LAPLACE -Experimenten nicht verzahlt, d.h. einerseitklich alle Méglichkeiten z&hlt und ande-

rerseits auckeine Moglichkeit mehrfach zahlt, lasst sich wiederum edaumdiagramm nutzen.

Um daraus aber nicht nur wie Baumdiagramm der Ergebnisale zugehdrigen Ergebnisse als n-

Tupel ablesen zu kénnen, sondern auch die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung, schreibt
man an jede Verzweigung, an jeden Ast die Wahrscheinlichkeit, mit der das entsprechende Ergebnis
bzw. Ereignis dieser Stufe eintritt.
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Beispiel H 20: H 20

Zufallsexperiment:  Aus einer Urne mit genau drei Kugeln (zwei blauen und einer weif,en)
werden nacheinander, ohne Zuriicklegen und ,auf gut Glick” zwei
Kugeln enthommen.

Gesucht: P(A) = P({die weil3e Kugel wird als zweite Kugel enthnommen})

Baumdiagramm:

Da die lLapLACE-Annahme fuiQ, gerechtfer-

NI

b, =2 (ba; bo) o i . . .
L P e—w (by; W) tigt ist, tritt jedes seiner Ergebnisse mit der
=5 2 —_
4 1 Wahrscheinlichkei}L < =04 ein.

3, _Z—b (b by) o 6 .
2 T (by; W) Nach der lapLACE-Regel erhalt man somit fir
2
3 1 b w: by) die gesuchte Wahrscheinlichkeit
— " W 2
Y ST, by PR =Py W), (b W = 5 =& =3

Q mitoQ, 0=6

Wiirde man das Baumdiagramm aus obigem Beispiel

ker dem gestellten Problem anpassen, so vereinfachte %/b (!

S|cf1, wie net?enstehende Darstgllung ze|"gt. AuBerdem /%/ \ .

erhélt man eine kleinere Ergebnismetyéir die aber die

LAapLACE-Annahme nicht gerechtfertigt ist. Somit stellt % \b WD)

sich die Frage, ob man fir die Berechnung von P(A) ni QmitQu=3

doch auf das im Beispiel H 20 dargestellte komplizierte. .

Baumdiagramm und damit auf die groRere Ergebnism@pgauriickgreifen muss.

Um darauf eine Antwort zu finden, betrachten wir das Beispiel H 20 noch einmal etwas genauer.
Augenfallig ist dabei, dass fur jedes atomare Ereignjsgit w [Q | einerseits P@}) = ‘Q— = %

gilt und dass andererseits das Produkt der beiden Wahrschemllcrg@lter% und , die langs des zu
fuhrenden Weges stehen, ebenfélls ist.

Im vereinfachten Baumdiagramm stehen l&ngs des Pfades zu dem atomaren Ereignis{tb; w)}

die Wahrschemllchkelteé uréj mit dem Prodékt . 1 = , d.h. der Wahrscheinlichkeit von
P{(b; w)}) = P(A). Multipliziert man jeweils die Wahrschelnlichkeiten langs der Pfade, die zu den
atomaren Ereignissen {(b; b)} bzw. {(w; b)} fihren, so erhalt man an%log % = %bzw. % 1=,
d.h. dieselben Werte wie P({{th,), (by; by)}) bzw. P({(w; by), (w; by)}). Diese Auffalligkeiten

legen die Vermutung nahe, dass bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment die Wahrscheinlichkeit

eines atomaren Ereignisses gleich ist dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, der
dem entsprechenden Ergebnis im Baumdiagramm entspricht. Das wére eine sehr einfache, prakti-
kable Rechenregel. Versuchen wir daher diese Vermutung zu untermauern, indem wir uns in einem
weiteren Beispiel diese ,Produktregel“ mithilfe der relativen Haufigkeiten plausibel machen.
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H21 Beispiel H 21:
Einer Urne mit (genau) sieben Kugeln (vier roten, zwei griinen und einer weifl3en) werden ,auf
gut Glick" nacheinander zwei Kugeln entnommen, und zwar

a) ZiehenohneZurucklegen oder b) Ziehanit Zurucklegen.
Baumdiagramm: Baumdiagramm:
% r (nr) r (r;r)
r 2—g (9 % g g
é % w o (r;w) 7 w o (r;w)
2 5 ro(gn = ro(gr
! 9 t—9 (@9 0 2—g (@9
5 wo(Gw) 4 W (gw)
% %/ r (wr) i ro (w;r)
E §—9 Wwo % g W9
7 W (w;w)
Q={r;rn),(09),.. Wg} ©DQD=8 Q={(r;r),(;9),.. Ww} 0Q0=9
Wabhrscheinlichkeiten der atomaren Ereignis Wahrscheinlichkeiten der atomaren Ereignisse
Es gilt: ) Es qilt: H(d)
s =P} =hy ({r}) = fir eine 3 =P({g}) = h, ({gh) = —— fur eine
hlnrelchend groR3e Anzahl n von Realisierur hinreichend grof3e Anzahl n von Realisierun-
gen der ersten Ziehung gen der ersten Ziehung
O H,{rD :‘—‘-n:‘% von n 0 Hy{g}) =§-n:§ von n
O Hydr ) =2 von H() = 2-(2:n) O Hy{(@: W) =3 von H(fgh = 3-(2-n)
=@ 4 =G 2y
({(r a)}) Hp({ (9; W)} )
0 h({(r; 9P = "— 2.8=22  0OnEewp= =122

Es ist also sinnvoll, das Produkt g - der Es ist also sinnvoll, das Produkt % - der
Wabhrscheinlichkeiten langs des griin mar- ~ Wahrscheinlichkeiten 1&angs des griin mar-
kierten Pfades, der zum Ergebnis (r; g) kierten Pfades, der zum Ergebnis (g; w)
fuhrt, als Wahrscheinlichkeit des atomaren fiihrt, als Wahrscheinlichkeit des atomaren
Ereignisses {(r; g)} zu interpretieren. Fiih-  Ereignisses {(g; w)} zu interpretieren. Fuh-
ren wir diese Uberlegung in analoger Weis  ren wir diese Uberlegung in analoger Weise

fur die weiteren sieben Ergebnisse ¥on fur die weiteren acht Ergebnisse \@n
durch, so ergibt sich die gesuchte Wahr- durch, so ergibt sich die gesuchte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. scheinlichkeitsverteilung.
e | o) | bw)| @n| @9] @wl W] Wwg) (Ww)
3|42 | 4124|221 |21|14]|12 ;
Q) PAe) |\ 75|76 |76 |76 |76 |76 |76]|7 6 |Cnal
4 4 | 42| 41|24 22|21 |14]12]|11
b PN 773777777777
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Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter
Ereignisse:

PA(r; g); (g; w)h)= P{(r; 9)}) + P({(g; W)})

_4 2 .2 1 _5 _
=785 % 7217024
Die Wahrscheinlichkeit von {(r; 9); (9; w)}
ist also gleich der Summe der ,Pfadwahr-
scheinlichkeiten® 1angs der rot markierten

Pfade von {(r; )} und {(g; w)}.

Wabhrscheinlichkeiten zusammengesetzter

Ereignisse:
PA(r; 9); (9; w)h=P{(r; 9)}) + P((g; w)})
=4.2,2 1 10 _49p
77 7 7 49 7

Die Wahrscheinlichkeit von {(r; g); (g; w)}
ist also gleich der Summe der ,Pfadwahr-
scheinlichkeiten® langs der rot markierten
Pfade von {(r; g)} und {(g; w)}.

Aus den Uberlegungen zu den Beispielen leiten sich die folgenden drei Regeln fiir ein Baumdia-
gramm eines mehrstufigen Zufallsexperiments ab.

Satz H 6: H6
Erste Pfadregel(Produktregel):

Die Wahrscheinlichkeit eines atomaren Ereignisses ist gleich seiner Pfadwahrscheinlichkeit
(d.h. gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, der dem zugehdrigen
Ergebnis entspricht).

Zweite Pfadregel(Summenregel):

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller
der Pfade, die zu seinen zugehdrigen Ergebnissen fuhren.

Verzweigungsregel:

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten an den Asten, die von ein und demselben Verzwi-
gungspunkt ausgehen, ist stets 1.

Die exakten Beweise der beiden Pfadregeln erfolgen mit der Herleitung der Séatze H 12 und H 13.

H 2.5 Zahlprinzip bei k-Tupeln

Ein Zufallsexperiment bestehe darin, dass zuerst eine L-Miinze, dann ein L-Wrfel, anschlieRend ein

L-Tetraeder und zum Schluss nochmals eine L-Miinze geworfen wird. Wie grof3 ist die Wahrschein-

lichkeit des Ereignisses

A = {mit den beiden Mlinzen das Gleiche, mit dem Wirfel eine gerade und mit dem Tetraeder eine
Primzahl werfen}?

Es handelt sich um ein vierstufiges Zufallsexperiment. Zu seiner ndheren Untersuchung bietet sich

ein Baumdiagramm an, wobei dessen Zeichnen hier allerdings recht aufwandig wére. Aber das vier-

stufige Zufallsexperiment erflllt auf jeder Stufe die Laplace-Annahme und die Wahrscheinlichkeit

von A ist daher nach derbLACE-Regel P(A) 2‘%—“ zu bestimmen. Damit reduziert sich das Problem

des Berechnens von P(A) auf das Bestimmen der Anza@ileandCAn. Solche mehr oder weniger

kompliziertenAnzahlbestimmungen sindeGenstand de ombinatorik®), derkunst des geschick-

ten und teilweise trickreichen Abzéhlens.

Stellt man das obige vierstufige Zufallsexperiment in Gedanken durch ein Baumdiagramm dar, so ist

zu erkennen, dass der Baum aufelsten Stufewei Verzweigungen, d.h. zwei mdgliche Ergeb-

nisse (ndmliclzahl undWappei aufweist. Auf dezweiten Stufgibt es an jedem dieser beiden

1 combinare (lat.) - zusammenstellen, verbinden
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Ergebnisse sechs Verzweigungen (fur die Augenzahlen 1 bis 6 des Wiirfels), d.h., das bisher zwei-
stufige Zufallsexperiment hat 2 - 6 = 12 verschiedene Pfade, also 12 ErgebnissedAtiédeStufe

bestehen nun an jedem dieser 12 Ergebnisse vier Verzweigungen (fiir die Augenzahlen 1 bis 4 des
Tetraeders), d.h. insgesamt (2 - 6) - 4 = 48 verschiedene Pfade bzw. 48 Ergebnisseaiidui¢nler

und damit letzteistufegibt es schlie3lich an jedem der 48 Ergebnisse wieder 2 Verzweigungen (fur
ZahlundWappei). Das heil3t: Das vierstufige Zufallsexperiment weist insgesangt-4) - 2 = 96
verschiedene Pfade, also 96 Ergebnisse auf. Jedes dieser 96 Ergebnisse kann aufgrund der Vierstu-
figkeit des Zufallsexperiments als ein 4-Tupel dargestellt werden, wobei

« dieersteKoordinate des 4-Tupels mit den moglichen Ergebnisseargem Stufed.h. mit den
Ergebnissen W oder Z des ersten Miinzwurfes,

« diezweiteKoordinate mit den méglichen Ergebnissenzeeiten Stufed.h. mit den Augenzah-
len 1, 2, 3, 4, 5, 6 des Wirfelwurfes,

« diedritte Koordinate mit den mdglichen Ergebnissendtéten Stufed. h. mit den Augenzahlen
1, 2, 3, 4 des Tetraederwurfs,

« dievierteKoordinate mit den moglichen Ergebnissenderten Stufegl. h. mit den Ergebnissen
W oder Z des zweiten Munzwurfes

belegt werden kann. Als Ergebnismenge erhalten wir somit
Q ={(mq; w; t; mp) oMy, my L{W; Z}, w [{1; 2; 3; 4; 5; 6}, t{1; 2; 3; 4} mit IQ0=2-6-4 - 2.
Interessiert nun z.B., wie viele Ergebnisse zu dem eingangs genannten Eré&igfismt
A = {mit den beiden Miinzen das Gleiche, mit dem Wirfel eine gerade und mit dem Tetraeder
eine Primzahl werfen}
gehoren, so zahlt man analog ab:
CAO=0{(m4; w; t; mp) OWOm, {M; Z}, w {2; 4; 6}, t0{2; 3}, m,=m}0=2-3-2-1

Als Wahrscheinlichkeit von A ergibt sich P(A)% ggg; é: =0,125.

Satz H7 Zahlprinzip fur k- Tupel
Wenn ein Ereignis A aus den k-Tupelg;@; ... ; §) besteht, wobei fir

» das 1. Tupelelement genawun; Auswahlmaoglichkeiten,
» das 2. Tupelelemen} genawun, Auswahlmaoglichkeiten,

+ das k-te Tupelelemenj genawn, Auswahlmaglichkeiten

existieren, so gibt ;- n, - ... - n, verschiedene solcher k-Tupel, d.h: n, - ... - r verschie-
dene Ergebnisse in A.

Man kann auch sagen:

Die Anzahl der

* k-Tupel, fur deren Koordinaten eg, m, ... bzw. rp Auswahimoglichkeiten gibt,

* Mdglichkeiten, aus jeder der k Mengen mitm, ... bzw. rp Elementen genau ein Element aus-
zuwabhlen,

» Ergebnisse eines k-stufigen Zufallsexperiments qitya ... bzw. r, (unabhangig voneinander
eintretenden) Ergebnissen auf den einzelnen Stufen

betragt steta; - n, - ... - ny.
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Beispiel H 22: H 22
Wie viele Ergebnisse sind beim gleichzeitigen Werfen von funf verschiedenfarlzigesde-
Wirfeln moglich?

Losung:

Sinnvollerweise stellt man jedes mdgliche Ergebnis dieses Zufallsexperiments als 5-Tug el
(Wq; Wo; Wa; Wy; Wi) dar, bei dem jeweils die erste Koordinatgamgibt, welche Augenzahl
mit dem ersten Wurfel geworfen wird, die zweite Koordinajewelche Augenzahl mit dem
zweiten Wurfel geworfen wird usw. bis zur fiinften KoordinateAds Ergebnismeng@ erhalt
man dann

Q = {(wq; Wy; Wa; Wy Wg)IW7, W, Wa, Wy, W5 {1; 2; 3; 4; 5; 6}}.

Nach dem Zahlprinzip fur n-Tupel erhalten wWe0=6-6-6-6-6 =% da alle Koordinaten

w, bis wg jeweils die sechs Belegungsmdglichkeiten 1, 2, 3, 4, 5, 6 besitzen.

Beispiel H 23: H 23
Aus einem Buchstabensatz wurde in einem Leserahmen
a) das Wort BLUME und b) das Wort ANANAS

zusammengestellt. Diese Buchstaben werden von einem leseunkundigen Kind fallen gelassen.

Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Kind beim erneuten Legen eines Wor-
tes aus denselben Buchstaben (rein zufallig) wieder das urspriingliche Wort erhalt.

LOsung:

ZuU a):

Den beschriebenen zufélligen Vorgang kdnnen wir als fiinfstufiges Zufallsexperiment auffas-
sen, wobei auf der ersten Stufe der erste Buchstaibeden Leserahmen gelegt wird, auf der
zweiten Stufe der zweite Buchstabgusw., bis der fiinfte Buchstabe dpelegt ist. Als Ergeb-
nismenge bietet sich somit eine Menge von 5-Tupeln der Gestglbgbbs; b,; bs) an. Jede

der finf Koordinaten kann einer der Buchstaben B, L, U, M und E sein, d.h.

by, by, bs, by, b5 O{B; L; U; M; E}. Es muss dabei aber beachtet werden, dass keiner der Buch-
staben mehrfach auftreten darf, d.R,,l, bs, by und i missen paarweise verschieden sein.
Diese letztgenannte Bedingung kann man symbolisieren d{lsghbs; bs; by; bs} 0= 5.
Zusammengefasst also:

Q ={(by; by; bs; by; bg)tby, ...,b5 0{B; L; U; M; E} und b 1; by; bg; by; bs} o= 5}.
Die Anzahl aller méglichen ErgebnisseCinergibt sich nach dem Zahlprinzip fir k-Tupel:

Qr=5-4-3-2-1420.

Da fur die Ergebnismendeim vorliegenden Fall dieAPLACE-Annahme sinnvoll ist, I&sst sich

die gesuchte Wahrscheinlichkeit nach deplace-Regel (Satz H 5) berechnen:

P{BLUME}) = P({(B; L; U; M; E)}) = ﬁ — 1—20 = 0,0083.

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass von allen jeweils aus den 5 Buchstabizn B,
E, L, M und U bestehenden 5-Tupeln gerade dasjenige mit der Anordnung B; L; U; M; E getrof-
fen wird, ist rund 0,0083.
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zu b):

Um fur {ANANAS} eine geeignete Ergebnismen@eaufzuschreiben, muss man beachten,

dass hier — im Unterschied zu BLUME — nicht jeder der Buchstaben nur einmal im Wort
erscheint. Mithilfe eines kleinen , Tricks" kann man trotzdem analog zu Fall a) vorgehen: Dieser
Trick besteht darin, dass man bei den im Wort ANANAS mehrfach auftretenden Buchstaben A
und N durch Nummerierung kinstlich eine Unterscheidbarkeit einfuihrt. Staihéedreifach
vorkommenden Buchstaben A definiert mandii beztglich der Auswahl verschiedenen
Buchstaben A A,, Az und statt desinenzweifach vorkommenden Buchstabens Najiei
bezuglich der Auswahl verschiedenen Buchstabgmhl Damit ergibt sich:

Q = {(bq; by; bg; by; bg; bg)by, ..., b5 O{A 1; Ag; Az Ny No; S}undfby; ...; bgt 0= 6}.
Qn=6-5-4-3-2-1=720

Aufgrund der wiederum gerechtfertigteafL ACE-Annahme lasst sich nun die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit folgendermalRen berechnen:

P({ANANASY) = P({(b1; by bs; by; bs; be) [ thy, by, s THA 1; Agi Ag} und
by, by D{N 1; Nj} und by = S}) = =220 = 2,
P{ANANAS}) = 0,017.

Im obigen Beispiel H 23 haben wir das Zahlprinzip fiir k-Tupel in spezieller Weise angewendet: Die
k-Tupel (a; &; ...; a) mit{aq; &; ...; a8 0= kwurden hier aus den Elementen einer k-elementigen
Menge gebildet. Das heil3t: Fur jedes der k-Tupel wurde die gesamte Menge ,aufgebraucht".

Die einzelnen k-Tupel unterscheiden sich also lediglich durch die Anordnung der zur Verfiigung ste-
henden k Elemente. Dabei standen k Auswahimdglichkeiten fiir die Koordjnéie @ noch

(k — 1) Moglichkeiten, fur gnoch (k — 2) Moglichkeiten usw. und schlieB3lich figinar noch 1, Aus-
wahl“-Mdoglichkeit zurVerfiigung. Die Gesamtzahl denordnungsmadglickeiten odeiPermutati-
onenbetrégt damit insgesarkt (k — 1) - (k — 2 - ... -1. Man schreibt fir ein solches Produkt
k-(k=1)-(k—=2)-...-auchk! (gesprochen k Fakultat*). Fassen wir die verschiedenen Formulie-
rungsvarianten flr den obigen Sachverhalt zusammen, so lasst sich feststellen:

Die Anzahl der

« k-Tupel, deren Koordinaten verschiedene Elemente aus einer k-elementigen Menge sind;

« Mdglichkeiten, die Elemente einer k-elementigen Menge anzuordnen;

oder (in der Sprechweise der Kombinatorik)

« dieAnzahl derverschiedeneRermutationen von k Elementen (ohneWiederholung)

betragt jeweilk - (k—1) - (k—2)-... -1 = k! (kKON \ {0}).

H 2.6 Z&hlprinzip bei n-elementigen Mengen

In einer Urne mdgen sich genau 16 Kugeln befinden, und zwar sechs weif3e und zehn rote. Dieser
Urne werden nacheinander ,auf gut Glick" genau sieben Kugeln enthommen, ohne dass man dabei
eine Kugel wieder zuriicklegt. Es ist die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A = {es werden genau
vier weil3e Kugeln enthommen} zu bestimmen.

Um P(A) als Quotienten aus der Anzallo der ,fUr A glinstigen® Ergebnisse und der Anzafab

waller moglichen® Ergebnisse zu berechnen, ermitteln wir zuerst eine geeignete Ergebni@mnenge

Da die Kugeln nacheinander und ohne Zuriicklegen entnommen werden, bietet es sich an, folgende
Ergebnismenge zu verwenden:
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Qr ={(ky; ... ; kp) OKq, oo, kg OfW s s Wei Tg; s g und Ok 45 .. k}o =7}
mit 0Q;0=16-15-14-13-12-11-10

Dabei istw als weil3e und als rote Kugel zu interpretieren. Weil aber fiir das Ereignis Réiken-
folge der herausgenommenen Kugeln uninteressant ist, wére es singvatteter 7-Tupeals
Ergebnissasiebenelementige Mengéadso ,,ungeordnet®) zu wahlen:

Oy ={kq ... kpiky, ..., kg D{w q; ..; wg g5 oo g und K4 ... kp}O= 7}
Diese Ergebnismend®,, hat weniger Elemente al&;. Daall den 7! Stlickon 7-Tupeln au®r,
die sich nur in der Reihenfolge ihrer Koordinatenbelegung unterscheiden gieiemenin Qy,
entspricht, gilt

O = [ _ 16m150140137120 10 10_ 16 150140131127 10 100 9'_ 16! _(i6
M 7! 71 7! O o ~7m 070

Hierbei bedeutet die anomialkoeffizienbezeichnete Kurzschreibwelgg (gesproahiber R:

oo — n! o ; —

60 = KEn =1 fur n, KON und k< n sowie 0! = 1.

Um die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) bestimmen zu kénnen, bendétigen wir noch die Anzahl
CAOder fur A ,gunstigen” Ergebnisse, die sich analog@y, 0 berechnen lasst. Die AnzalfDo ist
gleich dem Produkt aus

. derAnzahI% der Moglichkeiten, aus 6 weien Kugeln genau 4 auszuwahlen, und

. derAnzahIBlg(E der Méglichkeiten, aus 10 roten Kugeln genau 3 auszuwahlen.
[ﬁj il
30
d&
070
Beim Berechnen der Wahrscheinlichkeit P(A) wurde — ausgehend vom Z&hlprinzip fur k-Tupel — ein
Z&ahlprinzip fur Mengen verwendet:

Somit ergibt sich P(A)

Satz H8 Zahlprinzip fir Mengen H8

Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Merge)(lst % .

Man kann auch sagen:

Die Anzahl

» aller Mdglichkeiten, k Elemente aus einer n-elementigen Menge auszuwahlen;

« derungeordneten Stichproben ohne Zurticklegeom Umfang k aus einer n-elementigen
Menge;

« der Mdglichkeiten, in einem n-Tupel genau k Platze zu reservieren;

oder (in der Sprechweise der Kombinatorik)

« die Anzahl deKombinationen ohne Wiederholung von n Elementen zur k-ten Klasse

N 1)
betragt]ewen%E k)l (fir n, KON, k< n).

D ware die Reihenfolge der k Elemente zu beriicksichtigen, wiirde es sich also z.B. geoeineteStich-
probe (ohne Zurticklegen) h?ndeln o] ent?,tanden aus jeder k-elementigen Teilmenge dann k! von k-Tupeln.
Ihre Gesamtanzahl wéage & k=t =n-(N-1. - (n—k+1). In der Kombinatorik spricht

Kk)! —k)!
man danrvon Variationeno neV\%ederhoﬁurg !
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Beispiel H 24:
Es ist die Wahrscheinlichkeit P (A) dafur zu bestimmen, dass beim Zahlenlotto ,6 aus 49*
(ohne Zusatzzahl) die Zahl 40 als grof3te der sechs Gewinnzahlen gezogen wird.
LOsung:
ErgebnismengeQ ={{z ; ... ; g} 0zy, ... , s 0{1; ...; 49 und z < z, < ... < Z}
Q= @3 = 13983816 ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus den 49 Kugeln

060
die sechs verschiedenen Gewinnkugeln auszuwahlen.
Ereignis: A={{z; ...; z5; 40}z, ..., {1, ...; 3%} und z <, < ... < Z}
tAc= B = 575757 ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus den 39 Kugeln

mit einer Nummer kleiner als 40 die finf verschiedenen noch auszuwéhlen-

den Kugeln ,auf gut Glick* zu ziehen.

BN
050 _

™9
060

Wabhrscheinlichk.: P(A) ‘Q‘ = 0,041 (da kkpLAacE-Annahme hier gerechtfertigt.)

Die fur das Anwenden der Zahlprinzipien fur k-Tupel und fir M{E R o b o e =2 ]
gen erforderlichen Rechnungen lassen sich durch den Einsatz
GTA wesentlich vereinfachen, da in den entsprechenden Unte

nus (beim TI-92 erreichbar z.B. durch [2nd][KTH)[7](Proba- [*'% . - SRR
" . . . " nCrE49’ 6; PRI

bility)) sowohl die Anzahl n! der Permutation als auch die Aannnﬁr(iJ?,.S)R:nnngﬁx(tl?,ﬁ)sm

%Eder Kombinationen ohne Wiederholung (mitte{sr) sofort Fig. H 12

angegeben werden. In Fig. H 12 sind als Beispiele die Berechnung
von 17! und die Lésung der Aufgabe aus Beispiel H 24 wiedergeéében.

H 2.7 Urnenmodelle; Ziehen mit und ohne Zurlicklegen; hypergeometrische Verteilung

Henriette und August wiinschen sich nichts sehnlicher, als eine Familie mit wenigstens einem Mad-
chen und wenigstens einem Jungen zu werden — freilich einerseits nur mit so vielen Kindern, wie fr
die Erfullung ihres Wunsches notwendig sind, und andererseits mit hdchstens funf Kindern, auch
wenn dabei ihr Hauptwunsch nach einem Pérchen nicht erfillt sein sollte.

Um durch Umfragen auf empirischem Wege einen akzeptablen Schéatzwert beispielsweise daflr zu
erhalten, dass August und Henriette bei dieser Familienplanungsstrategie drei Kinder haben werden,
istim Rahmen des Stochastikunterrichts praktisch unmoégl™ -

08 J
Es ware viel zu aufwéndig (oder eventuell in Deutschland 0B I
unmdglich), hinreichend viele Familien mit einer derartige o-d < 55~ M
Strategie der Familienplanung ausfindig zu machen und : ] & JcN
befragen, dass eine fundierte Schatzung maoglich wirde. o2 T~ M
Daher suchen wir nach einer empirischen Ersatzvariante. \6 &J
57

Das Umsetzen der Familienplanung von August und Henri %M < .
lasst sich aus stochastischer Sicht als das Realisieren eir %65 |v|°< 0t
funfstufigen Zufallsexperiments auffassen, das durch das Y G

S6

nebenstehende Baumdiagramm sinnvoll modelliert werde

D Die Anzahl( ) derVariationenohneWiederholung erhalt man mittat®r.
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kann. Dazu machen wir die Modellannahmen, dass keine Mehrlingsgeburten auftreten und dass —
wie Geburtsstatistiken zu entnehmen ist — die Wahrscheinlichkeit einer Jungengel&ig und
die einer Madchengeburfp= 0,486 betragt.

Dasselbe Baumdiagramm wiirde aber auch das folgende Zufallsexperiment charakterisieren;

In einer Urne befinden sich genau 1000 Kugeln (514 hellblaue und 486 rosaﬁrlﬁh’eew Urne

werden ,auf gut Glick* und mit Zuriicklegen so viele Kugeln entnommen, bis erstmalig Kugeln bei-
der Farben oder bis fiinf Kugeln entnommen worden sind.

Vergleicht man nun den zufélligen Vorgang ,Kinder von Henriette und August* entsprechend ihrer
Strategie der Familienplanung und das beschriebene Zufallsexperiment mit einer Urne, so stellt man
fest, dass zwischen beiden eine Strukturgleichheit besteht, d. h. beide zufalligen Vorgange sind durch
dasselbe mathematische Modell, d.h. durch

« dieselbe Ergebnismenge= {0; 1} und
« dieselben Wahrscheinlichkeiten ihrer atomaren Ereignisse P({1}) = 0,514 sowie P({0}) = 0,486

beschreibbar.

Eine derartige Strukturgleichheit zwischen einem praktischen zufélligen Vorgang und einem Urnen-
modell ermoglicht es, reale Vorgdnge mit zufalligen Ergebnis nachzuspielen sgieutiaren.

Dadurch werden interessierende Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen mithilfe eines entsprechen-
denUrnenmodelk experimentell ermittelbad.h. sie lassen sich durch ihre risfan Haufidgeiten

mit hinreichender Genauigkeit annahern. Das ist vor allem bei solchen ein- oder mehrstufigen zufél-
ligen Vorgangen von grof3em Interesse, wie das Beispiel der Familienplanung von Henriette und
August zeigt, die selbst gar nicht bzw. nur mit sehr hohem Kosten- oder Zeitaufwand hinreichend oft
realisiert werden kénnen.

Beim Ubergang zum Urnenmodell ist zu beachten, dass ein solches nur dann nutzbar ist, wenn

« derzu simulierende zufallige Vorgang nur endlich viele mogliche Ergebnisse aufweist bzw. durch
diese sinnvoll zu charakterisieren ist,

« die Wahrscheinlichkeitstabelle jedes einfachen (Teil-)Zufallsexperiments bekannt ist und deren
Wahrscheinlichkeiten nur rationale Zahlen sind. Die letztgenannte Voraussetzung ist aber in der
Praxis bedeutungslos, da einerseits irrationale Zahlen nur theoretischen Wert besitzen und durch
rationale Zahlen stets mit hinreichender Genauigkeit zu approximieren sind und andererseits
jedes Modell die Realitdt sowieso nur angenahert wiederspiegeln kann.

Wie das folgende Beispiel zeigt, muss es zu einem Zufallsexperiment nidih kltnenmodell

geben. Dabei soll von der Variante abgesehen werden, dass lediglich die Gesamtanzahl der Kugeln
in der Urne bei Beibehaltung des Verhaltnisses der Anzahl der verschiedenfarbigen Kugeln verandert
wird, denn dies flhrt zu keinem qualitativ andersartigen Urnenmodell.

1) Zur Anzahl der hellblauen und rosafarbenen Kugeln kann man gelangen, in dem man die Wahrscheinlichkei-
ten der Jungen- und der Madchengeburten als gleichnamige (gemeine) Briiche sgm%p
v = 11(;36%' Die Z&hler dieser Bruiche geben an, wie viele Kugeln von den einzelnen Farben zu nehmen sind,
der Hauptnenner entspricht der Gesamtzahl der Kugeln dieser Urne. Dieses Verfahren zur Bestiickung der
Urne mit verschiedenfarbigen Kugeln kann auch bei Sachverhalten angewandt werden, bei denen die zuge-

hdérige Wahrscheinlichkeitstabelle mehr als zwei Wahrscheinlichkeiten enthalt.
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Beispiel H 25:
Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines mit den Augenzahlen 1 bis 6 beschrifteten
L-Wurfels mit der Ergebnismenge= {1; 2; 3; 4; 5; 6} und den atomaren
Ereignissen A= {i} fur i 0{1; 2; 3; 4; 5; 6}.
Das Zufallsexperiment soll mithilfe eines Urnenmodells simuliert werden.
Ldsung:
Simulationsvariante 1:
Einer Urne mit genau sechs Kugeln, die paarweise verschiedenfarbig sind, wird ,,auf gut Glick"
genau eine Kugel enthommen.
Q, = {Kugel mit der Farbe i gezogen{1; 2; 3; 4; 5; 6}}, 0Q,0=6
P(A) = P({Kugel mit der Farbe i gezogen})‘;Ql—‘ (]3:
Simulationsvariante 2: !
Einer Urne mit genau funf weilen und einer schwarzen Kugel wird ,,auf gut Gliick* nachein-
ander und ohne Zuriicklegen so lange jeweils eine Kugel enthommen, bis man die schwarze
Kugel herausgezogen hat.
Qs ={(kq; ...; kg) OKkq, ..., ks O{w; s} und genau eines def, bis k; ist gleich s};0Q,0=6
P(A;) = P({die schwarze Kugel wird als i-te Kugel gezogen})
=P 5tk = sh = o =5
Simulationsvariante 3:
Einer Urne mit genau drei Kugeln (einer weil3en, einer schwarzen und einer roten) werden ,auf
gut Gluck" nacheinander und ohne Zurticklegen genau zwei Kugeln entnommen.
Q3 = {(kl, kz)Dkl, k2 D{W, S, r} und k]_ * kz}, |:|£23[:| =3:2=6
Durch eine (eineindeutige) Abbildung vén aufQ wie z.B.
Ww;s)- 1, w;nN-2, (s;w)-3, (s;nN-4, (r;w)-5, (r;s)- 6kanndas Urnen-
modell als Ersatzwirfel fungieren.
Simulationsvariante 4:
Einer Urne mit zwei weil3en und zwei schwarzen Kugeln (und keiner weiteren aul3er diesen)
werden ,auf gut Glick" nacheinander und ohne Zuriicklegen drei Kugeln entnommen.
Qy ={(kq; ky; k3; kg)Okyq, ky, ks, ks O {w; s} und genau zwei derkk,, ks, k, sind gleich w}
DQ4D:$ 1-1-1=6
Durch eine (eineindeutige) Abbildung vex aufQ wie z.B.
w;w;s;s)-» 1, (w;s;w;s)- 2, (W;sS;s;W)- 3, (S;wW;sS;W)- 4, (S;s;w;wW)-5
(s; w; w; s)» 6 kann das Urnenmodell als Ersatzwiirfel fungieren.

Vergleicht man die verschiedenen Simulationsvarianten, so fallt auf, dass sie sich hinsichtlich der
Gesamtanzahl der bendtigten Kugeln, der Anzahl der benétigten verschiedenen Farben und hinsicht-
lich des Ziehungsvorgangs unterscheiden. Bei der Simulationsvariante 1 ist der Ziehungsvorgang
sehr einfach, dafiir kommen aber sechs Kugeln mit sechs verschiedenen Farben zum Einsatz. Bei der
Simulationsvariante 4 werden nur vier Kugeln mit zwei verschiedenen Farben bendtigt, daflir ist der
Ziehungsvorgang aber deutlich komplizierter. Will man ein Zufallsexperiment durch ein Urnenmo-
dell praktisch, real simulieren, so héngt es von den jeweiligen Realisierungsmdéglichkeiten ab, ob
man sich fir eine Variante mit méglichst wenigen Kugeln und méglichst wenigen verschiedenen Far-
ben oder fiir eine Variante mit einem maoglichst einfachen Ziehungsvorgang entscheidet.
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Nachdem wir ein einstufiges Zufallsexperiment analysiert haben, soll nun ein Beispiel mit einem
mehrstufigen Zufallsexperiment untersucht werden. Dabei werden wir mit dem Sachverhalt konfron-
tiert, dass die Auswahl des Urnenmodells nicht nur vom Zufallsexperiment an sich abhangt, sondern
auch — in Analogie zur Auswahl der Ergebnismenge — von der jeweiligen konkreten Fragestellung
zum Zufallsexperiment.

Beispiel H 26: H 26
Zufallsexperiment:

In einem Aufnahmetest sind zu jeder der genau vier Mathematikfragen jeweils genau funf Ant-
worten (zwei richtige und drei falsche) vorgegeben. Bei jeder Frage sind genau zwei dies:r finf
vorgegebenen Antworten anzukreuzen, und zwar moglichst die beiden richtigen Antworten.
Schler ,Enru von und zum Zufall“ verlasst sich auf den Zufall und setzt die jeweils zwel
Kreuze ,auf gut Glick".

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er |
Frage 3 so:

Mogliches Urnenmodell

Aus einer Urne mit genau funf Kugeln (zwei weil3en fur die als richtig anzukreuzenden Tei-
lantworten und drei schwarzen fur die als falsch einzustufenden Teilantworten) wird 10nf-
mal nacheinander eine Kugel ,auf gut Glick"“ enthommen, ohne dass eine Kugel wieder in
die Urne zurtickgelegt wird;

fiinfmaliges ZiehenohneZuriicklegen und mit Beachtung der Reihefolge:

PA(s;w; s;s;w)p) =3 222120 = 0,1

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er Frage 3 richtig?

Mogliches Urnenmodell
In einer Urne mit genau fiinf Kugeln (zwei weil3en fir die richtigen Teilantworten und drei
schwarzen fir die falschen Teilantworten) werden gleichzeitig, ,,auf gut Gliick” genau zwei
Kugeln entnommen;
zweimaliges ZiehermhneZuriicklegen und ohneBeachtung der Reihefolge:
B
P{Ew}) = B 0,1
R
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er die
vier Fragen so:

Mogliches Urnenmodell
Aus einer Urne mit genau zehn Kugeln (einer weif3en fiir die richtig beantwortete Frage und
neun schwarzen Kugeln fir die falsch beatwortete Frage) werden nacheinander genau vier
Kugeln ,auf gut Glick* entnommen, wobei die entnommene Kugel vor der ndchsten =nt-
nahme wieder in die Urne zuriickgelegt wird;

viermaliges Ziehenmit Zuriicklegen und mit Beachtung der Reiheffolge:

P{(w; s: 5 S)}) =55 m5mon7o = 0:0729

[ x] [ [x]|

Frage 1| Frage# Frage|3 Frage 4

richtig | falsch| falsch| falsch

Wie in den Beispielen H 25 und H 26 betrachtet, lassen sich fiir viele Zufallsexperimente adaquate
Urnenmodelle konstruieren und anhand dieser die anstehenden Fragen klaren.



H9

H 27

384 H 2 Gleichverteilung

Hinweise fiir dissuche nach einem geeigneten Urnenmodell
« Bei einstufigen Zufallsexperimenten kénnen die (endlich vielen) Ergebnisse dulkelydiéar-
ben (einschlie3lich Weil3 und Schwarz) und die (rationalwertigen) Wahrscheinlichkeiten ihres
Eintretens durch den jeweiligéarbenanteil beschrieben werden.
« Bei mehrstufigen Zufallsexperimenten kann sich die Fillung der Urne von Stufe zu Stufe andern.
« Das Ziehen der Kugeln aus der Urne kann entwexitezuriicklegen oderohne Zuricklegen
der jeweils gezogenen Kugel vor der néachsten Kugelentnahme erfolgen.
» Das Ziehen einer Kugel aus der Urne geschieht jeyerifgut Gliick” , d.h., jede Kugel besitzt
die gleiche Wahrscheinlichkeit entnommen zu werden.
» Erfolgt das Ziehen der Kugeiracheinandeunter Beachtung der Reihenfolgeso nutzt man
zum Berechnen der Wahrscheinlichkeiten das Zahlprinzip fur k-Tupel, erfolgt dagegen das Zie-
hen der Kugelmit einem Grifbhne Beachtung der Reihenfolgeso nutzt man das Zahlprinzip
fur Mengen.
Betrachten wir nochmals die im Abschnitt H 2.6 und im Beispiel H 26 Teil b untersuchten Zufalls-
experimente, so erkennt man, dass ihnen allen ein Urnenmodell gleicher Struktur entspricht: Aus
einer Urne, die nur Kugeln zweier Farben enthélt, werden mit einem Griff (ohne Beachtung der Rei-
henfolge und ohne Zuriicklegen) Kugeln entnommen. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den
so entnommenen Kugeln eine gewisse Anzahl der einen der beiden Farben befindet, berechnet sich
aufgrund des Zahlprinzips fir Mengen nach folgendem Satz:

Satz H 9: Hypergeometrische Verteilung
Werden einer Urne mit genau N Kugeln (M weil3e, N — M schwarze) genau n Kugeln ,auf gut
Glick” und ohne Zuriicklegen entnommen, dann gilt

ModN -Mg

3 Chi5h — (N, M, n, mON, 0s m<n, msM
P({genau m weiRe Kugeln entnommen}2—n=m- 1% W ’ ' ’
(fg g s n—ms<N—M, M<N, n< N).

0.0
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Anzahl der wei3en gezogenen Kugeln nennt man
hypergeometrischeVerteilung.

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die betrachteten Urnenmodelle auch praktisch realisiert
werden sollen. Man spricht in diesem Zusammenhang aucteatamUrnenmodellen.

Urnenmodelle kénnen aber auch hilfreich sein, wenn fir ein reales Zufallsexperiment ein geeignetes
mathematisches Modell gesucht wird. Beim ,Ubersetzen” des realen Zufallsexperiments in ein
Urnenexperiment erkennt man vielfach leichter die meist einfachen Strukturen des realen Zufallsex-
periments, das oft nur aufgrund seiner komplizierten (und nicht immer eindeutig interpretierbaren
Beschreibung) in Worten recht kompliziert erscheint. Mitunter sind so auch leichter Analogien zu
bereits friher modellierten Zufallsexperimenten festzustellen. Man spricht in diesem Zusammen-
hang von einemgedanklicherrnenmodell. Wie nitzlich ein solches gedankliches Urnenmodell

sein kann, soll am folgenden Beispiel verdeutlicht werden:

Beispiel H 27:

Heinz und Ingo betreten am ersten Schultag nach den Sommerferien ihren Klassenraum, in dem
die drei Sitzbénke mit je zwei Sitzplatzen der letzten Reihe noch frei sind. Beide Schiiler setzen
sich rein zuféllig hin.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p setzen sie sich beide auf dieselbe Bank?
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L6sung:
9
Variante 1: Zuerst wahlt Heinz einBankaus und dann entscheidet sich Ingo fir &aek
und zwar jeweils ,auf gut Glick".
Ergebnismenge: Qq = {(I; 1), (I; 1), (I; 11), (11; 1), (15 1), (11 0, (1 (i a, (s i}
0Q0=3-3=9
p =P 1), (1), (s p = 3= 2
Variante 2: Zuerst wahlt Heinz eine8itzplatzaus und dann entscheidet sich Ingo fiir einen
der noch freiersitzplatze- jeweils ,auf gut Glick".
Ergebnismenge: Q, ={(i; }) | i, j O{1; 2; 3; 4; 5; 6} und ¥ J}
0Q,0=6-5=30

p=P{(L; 2, (2 1), (3:4), (4:3), (5:6), (6: 52 &

Beide Ergebnismengen scheinen sinnvoll gewahlt zu sein, fur beide ist auetrdiet -
Annahme gerechtfertigt, aber paradoxerweise widersprechen die errechneten Werte fur die
Wahrscheinlichkeit p einander. Wo steckt der Fehler? Welche Lésungsvariante ist die richtige?

Wir versuchen, diese Streitfrage durch Simulation mithilfe eines Urnenmodells zu klarer .

Um ein geeignetes Urnenmodell zu konstruieren, ist zu entscheiden, wie der Vorgang ,setzen
sich rein zufallig® modelliert werden soll. Dafiir gibt es zwei Méglichkeiten
» zweimaliges Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit genau den drei Kugeln I, [l und 111

oder
» zweimaliges Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit genau den sechs Kugeln -, 2, 3,

4,5, 6.
Entscheidet man sich fiir das erste Urnenmodell, so bestatigt die Simulation den \éert p= ,
beim zweiten Urnenmodell dagegen é = . Somit wurde die Frage nach dem richtigen Wert fur

p noch immer nicht beantwortet. Aber beim Ubergang zum Urnenmodell konnte man erkennen,
dass das reale Zufallsexperiment ungenau beschrieben ist, dass die Formulierung ,setzen sich
rein zufallig” auf zweierlei Weise interpretierbar ist und damit zwei verschiedene Urnenino-
delle sowie zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitswerte p zulasst.

H 2.8 Simulation mithilfe von Zufallszahlen

Das Durchfuihren von umfangreichen ZufallsexperimepZéhen von Kugeln aus UrnerZur

Simulation praktischer zufalliger Vorgéange bleibt trotz der o0.g. Vorziige zeitaufwandig und mihsam.
Daher liegt es nahe, diese Zufallsexperimente nochmals — teilweise oder vollstandig — zu simulieren,
und zwar durch ,schnelle Rechner”, durch Computer. Fir derartige Simulationen &afdks
zahlen(genauer: Pseudozufallszahlen) genutzt.

Zufallszahlen gibt man als Folge von ,auf gut Glick" aus der Menge {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}
ausgewdhlten Ziffern an, z.B.

D Die hier aufgefiihrten Zufallszahlen sind mit einem regularen lkosaeder ,erwurfelt”, das die Augenzahlen 0
bis 20 tragt, wobei jeweils nur die Ziffer der Einerstelle registriert wurde.
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45566 18378 06086 79200 57766 72496 11419 81216 71452 73138
02620 63166 64032 54967 41605 93052 54432 89511 77634 50363
26772 81040 51060 18604 05609 15110 75197 42443 57202 83173
45917 60183 08511 63926 40226 66838 60523 82145 79492 66375
42130 89137 76338 44861 44227 27900 85568 34373 61283 68232

Mithilfe einer solchen Ziffernfolge lasst sich der zu Beginn des Abschnitts H 2.7 betrachtete zufal-
lige Vorgang ,,August und Henriette* folgendermal3en simulieren:

Wir fassen die Zufallszahlen als Folge von Zifferntripeln auf, indem wir in den Funftupeln jeweils

die beiden rechten Ziffern (also die 4. und 5. Ziffer) ignorieren. Diese Folge der Zifferntripel ist dann
eine Folge aus den 1000 Zahlen 000 bis 999, von denen wir die 514 Zahlen von 000 bis 513 als Jun-
gengeburten und die 486 Zahlen von 514 bis 999 als Madchengeburten interpretieren. Beginnt man
mit dem aus 45566 entstandenen Tripel 455 in der ersten Zeile und setzt dann in der normalen Lese-
richtung fort, so wiirde man in der angegebenen Interpretation folgende Gruppierungen erhalten (die
immer enden, wenn sich ein ,Parchen” oder ein Flinftupel gleicher Elemente M bzw. J ergeben hat):

JJM  MMJ MMMJ MMMJ MMMMJ M JJJIM M MJ MJ MMMMM
JM MJ JIM

Zufallszahlen kénnen auf sehr unterschiedliche Art und Weise erzeugt werden, z.B.

e durch Ziehen jeweils einer Kugel ,auf gut Gliick* und mit Zurticklegen aus einer Urne mit genau
zehn von 0 bis 9 durchnummerierten Kugeln;

< durch Ziehen jeweils einer Kugel ,auf gut Gluck* und ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit
genau zehn Kugeln (neun schwarzen und einer weif3en) bis zur Ziehung der wei3en Kugel,

« durch Drehen eines Gliicksrades bzw. -kreisels, dessen zehn gleich groRe (Sektoren-) Felder mit
den zehn Ziffern durchnummeriert sind;

« durch Werfen eines regularen lkosaeders (Zwanzigflachs), bei dem jeweils genau zwei der 20
kongruenten Dreiecksflachen dieselbe Ziffer tragen;

e durch Werfen einer ungezinkten Miinze — wobei man jeweils durch vier Miinzwurfe die Dualdar-
stellung der Ziffern erzeugt und die sich dabei ergebenden Zahlen 10 bis 15 ignoriert;

« durch Beobachten geeigneter physikalischer Vorgénge, wie beispielsweise des radioaktiven Zer-
falls (oder friher auch des Rauschens von Elektronenrdhren).

Beim Erzeugen von Zufallszahlen mit einem solchen mechanischen oder ,nattrlichen* Zufallsgene-
rator bleibt ein — wenn auch nur noch einmaliger — hoher Aufwand, der dem Aufwand einer Simula-
tion mittels Urnenmodell gleicht. Die Suche nach einer Vereinfachungsmaglichkeit fihrte zu
Pseudozufallsgeneratoren: Man fand heraus, dass es deterministische Algorithmen gibt, die Ziffern-
folgen — so genannteseudozufallszahler- mit weitgehend denselben Eigenschaften wie echte
Zufallszahlen lieferrt) Bei ~guten“ Zufallszahlen missen die relativen Haufigkeiten des Eintretens
von k-Tupeln (k-elementige Teilfolgen der Zufallszahl fiir alle méglichen positiven natirlichen Zah-
len k) mit einer bestimmten Eigenschaft stabil werden gegen die (mittels Abz&hlverfahren oder
Baumdiagramm zu errechnenden) Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse.

1 Die RandomfunktionRND bzw.rand oderrand (n)) als Zufallsgenerator von Taschenrechnern und Compu-
tern benutzt derartige deterministische Algorithmen und liefert Pseudozufallszahlen (zwischen 0 und 1 oder
1 und der nattrlichen Zahl n).
Beispiel: z beliebig zu wahlen mit 0 = 1; z,,, = gebrochener Teil von (z 1®)
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Zu den haufig angewandten Gutekriterien zahlen:
(1) Fur die relativen Haufigkeiten des Auftretens der zehn Ziffern gilt
1
ha({0) =h{1) =...=h ({9 = 55
(2) Fur die relativen Haufigkeiten des Auftretens der 100 Ziffernpaare gilt
1
ha({(0; 0)}) = hy({(0; 1Y) = ... = hy ({(9; 9)N) = 155
(3) Die 16 Zifferntripel, die 16 Ziffernquadrupel, ... besitzen die zu (1) und (2) analogen Eigenschaften.
(4) BeimMaximumtest, fur den die Zufallszahl als Folge von Zifferntripeln dargestellt worden ist, gilt:
hn({die mittlere Ziffer des Tripels ist groRRer als ihre beiden Nachbarn})
S L2224 497 g ogs

10
(5) BeimPokertest fur den die Zufallszahl als Folge von Fulnftupeln dargestellt worden ist, gelten die nachfol-
genden N&herungen:

009080706 _
5

hn({alle zZiffern des Funftupels sind verschieder} 0,3024;

hn({genau vier verschiedene Ziffern sind im Funftupel}) {benau eine Ziffer tritt genau zweimal im

Funftupel auf})= % -%7 = 0,5040;

hn({genau drei verschiedene Ziffern sind im Finftupel und davon genau zwei doppelt})

[ - 10K00I08 - 0,2160; usw.
(6) BeimRun-Teststimmen die relativen Haufigkeiten fir das Auftreten langer Sequenzen von geraden Ziffern,

von Primzahlziffern 0.A. mit den entsprechenden zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten gut iiberein.

= 0.
0o

Um die Gute einer Zufallszahl zu bestimmen, geniigt es nicht, nur einen der obigen Tests (oder einen &hnlichen
Test) durchzufiihren. Die Zufallszahl 01234567890123456789012... beispielsweise genugt zwar hervorragend
dem Test (1), ist aber nach dem Test (2) als sehr schlechte Zufallszahl einzustufen.

Beispiel H 28: H 28
a) Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines L-Tetraeders
(1) Simulation einer Realisierung des Zufallsexperiments:
Variante 1 Variante 2
rand(4)-Funktion mit dem Wer- rand( )-Funktion mit dem Werte-

tebereich {1; 2; 3; 4} nutzen  bereich ]0; 1[; Ganzzahlbestim-
mung mitint-Funktion M

1 Fz Fz Fy 3 33 1 Few Fiw Fur FE F&
va nge!vnr*a Calc|other FramI0|Clear a-z.. ~ f—|AlaebralCalc [Other Pr‘ngDTClear' a—z...]

= 5l ) El - intirand(-43+ 1 3|
Imnd(‘l) D ERACT FUNC 1750 %t(rand(ﬁznﬁglc):i FUMC 1730
Fig. H 13 Fig. H 14
(2) Simulation von n Realisierungen des Zufallsexperiments:
Variante 1 Variante 2
n-mal einen Wert deand(4)- Funktiontetim Programm-Edi-
Funktion im Home-Editor tor definieren
bestimmen
L i o ol o toc1ear amz.. | _i‘ﬁ contral[FPRI0EF ind. . . [Hade
® rand(4) | | R
* rand(4) L | [i Ronagenytisteraue
B rand(4) 4. i Lrrliste
= rand(4) s i Fandid)rauor
B randdid4) 3. augment(liste, {faugzrr+liste
® rancd(4) 3. H E?gtgr
B rand(4) 2y EndFunc
rand (4>
HMAIN RAD HFFEDR FUNC ?/30. HAIN DEG AFFROR SEQ -
Fig. H 15 Fig. H 16
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oder:
Liste im Home-Editor erstellen

1 Few Fiw Fuw FE F&
va AlgebralCalc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]

und im Home-Editor als Liste au
geben lassen

1 Few Fiw Fur FE F&
- a Algebra|Calc|Other [Pranl0|Clesr a—z..

oder alsHistogrammveran-
schaulichen

FImm) I Fer T T T FEv T G TF T ]
~ f—|Zoom|Trace ReGr‘aph Math D2+

®zeqirand(4), 1, 1,30+ liste
i3

= tet(10, 1473538)
4 1 1
= tet10, 1555550
303 4

4 3 3 2 1 2 1 4 1 4
" seqirand(4), i, 1,100+ liste ® et 10, dddddd]
€44 2 1 2 3 3 3 3 13 1 4 4 4 3 1 2 3
o seq(rand(‘t); i. 1, 100) * liste = tet( 100, FFFFPFr)
3 3 ik €2 3 3 2 1 2 3 4 2 2 4 1p
|_g(1~and(4),1 1 1EIEI)->113te tet {100, ?7?7?7777
FUNC /30 HMHIN RAD EXACT FUMC 4230 HIN RAD AUTO SEQR
Fig. H 17 Fig. H 18 Fig. H 1¢

(3) Ermitteln von R({die Augenzahl betragt héchstens 3})

Variante 1
Listen aus (2), linke Spalte, mit
int undsumweiterverarbeiten

Variante 2
Funktiontetraim Programm-
Editor definieren

und im Home-Editor direkt aus-
geben lassen

1 Fzr Fxw Fyr FE F&
T |A1 dibralcE e ofher Frantolcleat az.. |

8 [conirol 1/0 i [F ird. . . [Mode |

" zeqirand(4), i, 1, 1000 + liste
€2 2 1 1 4 2 4 I 3 1 I 1)

" int
@ 8 e 8 1 o 1

5 liste
100 - t|—F—
1002222
C100—sum¢int(liste 4333100
MAIN RAD AFFROH FUNC E/30
Fig. H 20

Listen aus (2), mittl. Spalte, mi
int undsumweiterverarbeiten

[ liit,e

oo o @ op

t,et,r"a(n EREal
=]
: Loc,al i,liste,augz,relh
! Randsesd x
ioirrliste
: rand(45->au =
f augzza Then
augment(llste L1rasliste
au?ment( liste, {0k )+liste
EndIf )
approxisum{listel nisrelh
: relh
f EndFunc
HMAIN

RAD AT FIML

Fig. H 22

ﬂlc_fé?:raother pron1ofClear a-z..
s
" oG =7
[ het(108, 2247)
100 - sum| int| —————F———
(s ey
100 - Sum[ int[ Let(100, 5399) ]]
" T of
Lmiint(tet(100.33890,4)05-100
lm RAD AFFROR FUNC 7/30
Fig. H 21

Vergleich mit der in diesem Fal
leicht zu berechnenden Wahr-
scheinlichkeit

P(1;2:3)=3 =075

o1 dopraloetc ot hor |Franiolclear a—z.. |
® tetra(200, 3, 147837) .71
® tetra(200, 3, 23458) 735
® tetrs(200, 3, 203040) .75
® tetrs(200, 3, 54321) .78
® tetrs(200, 3, 234427) 795
® tetra(200, 3, 9755 .78
®tetra(200, 3, 444) .72
tetral200.3, 4445
FMAIN Rﬁn HFFROY FUNC 7030
: -
Fig. H 2:

oder als Durchschnitt mehrerer
Realisierungsfolgen

[fx ‘|’ Gd Fow | Faw TE F&
- a Algebra|Calc [0ther Pr"ngDTClear‘ a—z...]

wneanl zeqltetralzon, 3, 10k

n],k,l,m]]
7435
tetPa(ZElEl 3 1E|"k*ll) k 1 1E|))

(b
Flg. H 2¢

b) Zufallsexperiment: Dreimaliges Werfen eines L-Tetraeders
* Ermitteln von Bg{die Augensumme betragt 7})

Funktiontetra3im Programm-Editor definieren und

| hd {— conirol [0 ar Find. . . [Mode ]

|_ Cont,r'ol I/D Uar‘ Fmd Node ]

1 Fer Fiw Fyr FE F&
- a Algebra|Calc|Other Pramll|Clear a-=..

im Home-Editor ausgeben

fhetraiin, a, =0

e " tetrad(200, 7, 12) =
0 Foeal i, fisic,avessrollh .Endéﬂnc " tetra3(200, 7, 23) 165
é%:l iste H " tetral(200, 7, 34 - 205
: rf?nd(45+rand(4)+rand(4)->augs " tetrali200, 7, 450 - 195
augs=a_Then " tetral(200, 7, 560 .17
+
E?ggment(llste,{l}) liste » etra3(200, 7, 67 .22
Eag??ent( liste, {03 2+liste = Letra3(200, 7, TE) .17
r
tetrad(200.7,78>
AN RAD AUTO FUNC HMAIN FAD AFFROE FUNC HMAIN RRD AFFROR FUNC_ 77230

apEr‘ox(sum(11st,e)/n)->r~e1h

Fig. H 25

Fig. H 26

Fig. H 2
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H 3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

H 3.1 Der Begriff bedingte Wahrscheinlichkeitallgemeiner Multiplikationssatz

Nicht selten héren wir von Menschen, die in grof3e Angst oder Lethargie verfallen, da sie bei Gleich-
setzung von schweren Erkrankungen (etwa Krebs oder AIDS) mit dem Todesurteil folgendermalRen
schlussfolgern: Bei mir fiel der entsprechende Test positiv aus, also bin ich erkrankt.

Betrachten wir diese Schlussfolgerung rational, so erkennen wir recht schnell, dass sie sehr voreilig
ist, da man fir einen derartigen Schluss unbedingt Zuverlassigkeitsaussagen Uber den durchgefihr-
ten Test, also ,bedingte” Wahrscheinlichkeiten der folgenden Art bendtigt:

« Wahrscheinlichkeit, dass der Test positiv ausfallt unter der Bedingung, die Testperson ist (wirk-
lich) erkrankt;

« Wahrscheinlichkeit, dass der Test negativ ausfallt unter der Bedingung, die Testperson ist (in
Wirklichkeit) nicht erkrankt.

Die Zuverlassigkeit des Tests sei durch folgende Angaben gekennzeichnet:
— 96 % der erkrankten Personen werden entdeckt;
— 94 % der nicht erkrankten Personen werden als solche erkannt.

Wir ermitteln die Wahrscheinlichkeit P({eine Person mit positivem Testergebnis ist erkrankt}) mit-
tels der uns bereits (fiir die Gleichverteilung) vertrauten Baumdiagramme. Der zu betrachtende
zufallige Vorgang kann als zweistufig angesehen werden, wobei die erste Stufe die beiden mdglichen
atomaren Ereignisse K = {die Person ist erkrankt} ind = {die Person ist nicht erkrankt} und die
zweite Stufe jeweils die beiden méglichen atomaren Ereigr

[+] = {der Test fallt positiv aus} und 0% [+

[-] = {der Test fallt negativ aus} o i {[ :

aufweist. Bereits beim Beschriften dieses Baumdiagramm < 0’06 [+]

erkennt man, dass die Wahrscheinlichkeiten fur die atoma J\P(K) K <

Ereignisse der ersten Stufe fehlen. Die Wahrscheinlichkeit 094 H

P(K) dafir, dass eine rein zufallig ausgewahlte Person (der ent-

sprechenden Bevdlkerungsgruppe) erkrankt ist, wurde nicht angegeben. Auch wenn wir annehmen,
diese Wahrscheinlichkeit sei uns zuganglich, kdnnen wir mittels des obigen Baumdiagramms und
den beiden (uns bisher nur fur die Gleichverteilung) zur Verfugung stehenden Pfadregeln die
gesuchte Wahrscheinlichkeit nicht direkt berechnen, denn wir suchen die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass eine Person erkrankt ist unter der Bedingung, dass ihr Testergebnis positiv ausgefallen ist.
Damit ist die zeitliche Reihenfolge des zu beurteilenden Ereignisses K und der Bedingung [+] im
Vergleich zu der im Baumdiagramm dargestellten kausalen Ursache-Wirkung-Beziehung, die der
natirlichen Zeitachse folgt, vertauscht. Dieses Problem — das BestimnWalhischeinlichkeit

des Eintretens eines Ereignisses A unter der Bedingung @&ass ein gewisses (jedoch nicht siche-
res) Indiz fur sein Eintreten bereits beobachtet worden ist — soll nun genauer untersucht werden.

Erinnern wir uns dazu, wie und aufgrund welcher Erfahrung die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses A definiert worden ist:

Erfahrung Definition H 8

Stabilwerden relativer Haufigkeiten OKMOGOROWsche Axiome

hn(A) "N P(A) 1) P(A) 20 (2 PO =1
(3) P(AOB) =P(A)+PB)furAnB=0




H11

H 10

390 H 3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Demzufolge ergéabe sich fir die

1
relative Haufigkeit des Ereignisses AAnzahl der Realisierungen, in denen A und B eintratem
unter der Bedingung B Anzahl der Realisierungen, in denen B eintrat | 1
_ h(AnB) n
ha(B)
_h(AnB)

hy(ACB) Ao~ XALB)L - paB)Y = py(A)

P(B)
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der
Bedingung B; bedingte Wahrscheinlichkejf P
von A (wenn P(B} 0)

Gestiitzt auf diese Betrachtungen erscheint es sinnvoll, folgendermalRen zu defir  en:

h,(B)

Definition H 11:

Sind P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem endlichen Ereignis%sm/\lze Aund B
Ereignisse aus2mit P(B) > 0, so heil3t die durclz() = P(lf(g)B) definierte Funktion pdie
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der Bedingung B.

Satz H 10:
Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem endlichen Ereignisr%wdegilt P(B)>0
fuir ein Ereignis B aus® so ist B eine Wahrscheinlichkeitsverteilung adt.2

Beweis:
Es ist zu zeigen, dasg Ben drekoLMOGOROWSchen Axiomen geniigt. Dazu geltg A A, = 0.
(1) Wegen P(An B) =0 (nach Axiom (1) fur P) und P(B) > 0 (nach Voraussetzung des Satzes) gilt

Ps(A) = P20 B) > o fir jedes A122. w.z.b.w.

P(B)
(2) Po(@) =HEE2 =EE) =1, weil PBY 0. w.zbw.
_P((A{O0A,)nB) _P((A;nB)O(A,nB)) nach Definition H 11
@) Fe(As DAY = P(B) N P(B) undDistributivgesetz
= (A 0 B)x PR 0 S()B_)P( f1080 420 8) nach Additionssatz H 3 (4)
_ P(A nB)+P(A;n B)-P(D nach Voraussetzung gil& A, = Dund
- P(B) 0 n A =0 fur alle AT2?
_ P(A;nB)+P(A,n B)
= P(B) nach Satz H 3 (2)
P(A,nB) P(A,nB)
- P%B) * P?B) = Ra(A) + (Fs(A2) w.z.b.w.

Jede bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilupg$® also auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Folglich gelten fir B dieselben Rechenregeln wie fiir P:

Ps(®) =0, R(A)=1-R(A), Ps(A0B)=FRs(A)+Pg(B)—Rs(An B) usw.

Bringt man die definierende Gleichung bedingter Wahrscheinlichkeiten von der Quotientenform in
die Produktform, so gibt man dieser einen gesonderten Namen:

1) Diese altere Schreibweise P®) ist schreibtechnisch vorteilhafter alg(R), jedoch hebt die Schreibweise
Pg(A) starker die veranderte Wahrscheinlichkeitsfunktigrhervor.
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Satz H 11: Allgemeiner Produkt- oderMultiplikationssatz H11
Fir zwei Ereignisse A und B mit P(B) > 0 gilt stets P(A) = Rz(A) - P(B).

Satz H 11 gestattet, dBeumdiagramm auch in allgemeinerer Struktur zarwenden.
P(BNA) =P(B) - RB(A)

PoA) A
?®) BﬁA PBnA)=P(B) (L-BA)  =P{B) R(A)
- %A P(B nA)=(1-P(B)) Pz (A =PB )P (A)
B) B
IR@y—a PBnA)=(1-P@B) -(1P; (A)=F Py X )
Der allgemeine Produktsatz ist damit eine Verallgemeinerungrdeen Pfadrege{Produktregel,
s. Satz H 6) im zweistufigen Baumdiagramm.
Jede Datensammlung, die sich\dilsrfeldertafel darstellen lasst, kann man inkbem eineszwei-
stufigen Baumdiagramniisingen. Dabei wird auf der einen Stufe die eine und auf der anderen Stufe

die andere Zerlegung vd@n betrachtet. Mit welcher Zerlegungen man beginnt, spielt rechentech-
nischkeine Rolle. Zu jedevierfeldertafel gehdren alsowveiverschiedene Baumdiagramme

Beispiel H 29: H 29
Nebenstehende Vierfeldertafel soll das Wahl- Wahler ~ Wabhler

. . bis 45 J. Uber 45 J.
verhalten zweier Altersgruppen gegeniber B B

der A-Partei bei der Abgabe der Zweitstimnl\e_

) . Partei A 145% | 27,0% | 415%
widerspiegeln.

sonstige Parteien A 30,4% | 28,1% | 585%

Presseatrtikel 1, 449%  551%
aus dem sich Baumdiagramm und Vierfelder-
tafel rekonstruieren lassen: 48

,Die A-Partei erreichtd1,5 % der abgegebenene™ ~
gultigen Zweitstimmen. Diese Stimmen kame
Uberwiegend (z65,1 %) von Wahlerinnen und %\)\\
Wahlern Uiber 45 Jahre. Bei den Wahlern der
Ubrigen Parteien macht diese Altersgruppe im

Mittel nur 48, 0 % des Stimmenanteils aus.” P(A) =0415 (41,5 %)
P(A)- R\(B) = 0,415 -0,65% 0,270 (27,0 %)

P(A )'PK (B )=(1-0,415)-0,480,281 (28,1 %)

bis 45 J.

_ 02349
py® =2
A-Partei
Uber 45 J.

F6)= 0651

_ 0520 "
sonstige P/&(B) =0, bis45 J.

PR Pi(B) =g g Uber 452

Presseartikel 2, 0322 p patd
aus dem sich Baumdiagramm und Vierfeldertafel po  bis4s K
rekonstruieren lassen: o® =0 Jatre RA) =05 sonstige
,Besalken nur Biirgerinnen und Biirger bis zum 077 Parteien
Alter von 45 Jahren das Wahlrecht, hatte die > iber a5 P =040 — A-Parte
A-Partei noch nicht einmal ein Drittel der Stim- 557 Jahre
men erreicht (ndmlicB2,3 %). Unter den Wéah-

lerinnen und Wabhlern tber 45, &6,1 % der  P(B)=0551 (55,1 %)

Wahlerschaft stellen, verpasste sie 49if0 %  P(B)-Pg (A)=0,551-0,498 0,270 (27,0 %)
knapp die absolute Mehrheit. P(B)- B(A) = (1 - 0,551)-0,328 0,145 (14,5 %)

sonstige

Pya)y =
= 0510 Parteien
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Kehren wir nun — mit der Kenntnis der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten und des verallge-
meinerten Baumdiagramms — zu dem eingangs beschriebenen Testproblem zuriick (s. S. 389):

H 30 Beispiel H 30:
Die Zuverlassigkeit eines Testes fir eine bestimmte Krankheit sei durch folgende Angaben

gekennzeichnet

e 96 % der erkrankten Personen werden durch den Test entdeckt,

e 94 % der nicht erkrankten Personen werden als solche erkannt.

Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit dafurr, dass eine Person, bei welcher der Test positiv
m ausfiel, wirklich die betreffende Krankheit hat.

LOsung:

Wir definieren folgende Ereignisse:

K ={eine rein zufallig ausgewahlte Person ist erkrankt}

[+] = {der Test fallt positiv aus}; [-] sei das Gegenereignis von [+].

Gegeben: R([+]) = 0,96; P ([-]) = 0,94 gesucht: (F(K)
e mitP(Kn [+]) = 0,96 - P(K) (wie dem nachfolgenden Baumdiagramm
Pr(K) = P(Kn [+]) oder dem allgemeinen Multiplikationssatz zu entnehmen ist)
P([+D) o mitP([+]) =P(Kn [+]) + P(K n [+]) (nach Summenregel)

=0,96-P(K) + 0,06 - (1 — P(K)) (nach Baumdiagramm)

096 [+] P(K n [+]) =P(K)-0,96

P(K) K 0,04 [
%H P(K n [+]) = (1-P(K))-0,06 0,96 [P(K) —_096

S K) O
Y- PO S eemi wo06ri=r(R) " 0,00+ 22

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also bei den gegebenen Zuverlassigkeitsannahmen fur den
Test nur in Abhéngigkeit von der Wahrscheinlichkeit P (K) der entsprechenden Erkrankung in
der Bevolkerungsgruppe zu bestimmen. Ohne Kenntnis von P (K), d. h. bei Vernachléassigen der
Basisraten, ist ein Abschatzen der gesuchten bedingten Wahrscheinlighkgjticht mog-

lich. Das nachfolgende Zahlenbeispiel und der Graph (Fig. H 28) veranschaulichen diesen
Sachverhalt noch einmal: = :

P(K) = 0,007 Ry(K) = 0,10 s /"
94+ -

P(K) = 0,07 Py(K) = 0,55

P(K)=0,7 I:[)+](K) =0,97 Fig. H 28 1.(n)— [67C B1%1y5.1 1,1005(n]

H 3.2 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Die in den Beispielen H 29 und H 30 angewendeten Rechenregeln flur bedingte Wahrscheinlichkei-
ten sollen nun verallgemeinert werden.

Unter Verwendung des Baumdiagramms oder des allgemeinen Multiplikationssatzes erhielten wir
im Beispiel H 30

P([+])) = P(Kn [+]) + P(K n [+]) = P(K) - R([+]) + P(K) - P ([+]).
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Um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses [+] zu berechnen, wird also
« zuerstQ in die zwei unvereinbaren Ereignisse K ugd  zerlegt (Definition H 5) und dann
« [+]in die zwei unvereinbaren EreignisseK[+] und K n [+].

Dadurch kénnen die Additivitat von P (Definition H 8) und der allgemeine Multiplikationssatz

(Satz H 11) angewendet werden. Dieses Vorgehen muss nicht beschrankt bleiben auf eine Zerlegung
von Q (Definition H 9) in zwei Ereignisse, sondern kann analog fur eine Zerlegung in n Ereignisse
(nONY{0; 1}) durchgefiihrt werden.

Satz H12 Satz der totalen gollen) Wahrscheinlichkeit H12
Bilden die Ereignisse B B,, ..., B, eine Zerlegung vof, so gilt
P(A) =P(B) - PBl (A) +P(B) - PBz (A)+...+P(B)- PBn (A).

Dieser Satz der totalen Wahrscheinlichkeit stellt eine VerallgemeineruZgvadéen Pfadregel
(Summenregel, vgl. Satz H 6) dar.

Ps,(A) &
B, —— _
Ps,(A) A
Ps,(A) A —
- ~ P(A)=PB) R (A)+P(BY) -5, (A) + ... + P(B) - R, (A)
Pe,(A) A
Ps (A) A
" Py (A) A
Beispiel H 31: H 31
Ein Wanderer gehe vom Ort O aus 0

und schlage an den Weggabelungen
jeweils ,auf gut Glick” eine der
moglichen Richtungen ein. Zu
ermitteln ist die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass der Wanderer zum Punkt
A gelangt, wenn folgendes Wege-
schema (Fig. H 29) zugrunde liegt: A Fig. H 29
LOsung:

A = {Wanderer kommt zum Punkt A};

B; = {Wanderer kommt zum PunkgBur i 0{1; 2; 3; 4}

Die Ereignisse B B,, B3 und B, bilden eine Zerlegung der zugehdrigen Ergebnisménge
Somit gilt nach Satz H 12 fir die gesuchte

1

3 A
Wahrscheinlichkeit P (A): B, 7 —A
4 3 A
— B _
P(R) = 5 PE)-Fs(A) T
=

_1 1 11 1 1 2 _67 _
=i3%izta 1N g 0% B, t__A
T A
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H 3.3 BaYEssche Formel

Das Lésen stochastischer Probleme erfordert nicht selten, bei Kenntnis von bedingten Wahrschein-
lichkeiten der ArtPBl (A),PBz (A), ... die ,umgekehrten” bedingten Wahrscheinlichkeiten der Art
Pa(B1), Pa(B>), ... zu berechnen (vgl. Beispiel H 30). Wir wenden hierfur zuerst die Definition H 11

der bedingten Wahrscheinlichkeit auf die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit an:

Pa(B1) = %

Nutzt man nun zur Bestimmung des Zahlers die erste Pfadregel, den allgemeinen Produktsatz
(Satz H 11) und zur Bestimmung des Nenners die zweite Pfadregel, den Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit (Satz H 12), so ergibt sich diayeEssche Formel:

Satz H 13 BAYESscheFormel (Satzvon Baves)Y)
Bilden die Ereignisse BB, ..., B, eine Zerlegung vof? und ist A ein beliebiges Ereignis aus
29 mit P(A) > 0, so gilt fir jedesd{1; 2; ...; n}

O P(B)) (Pg (A)
AB) = —5m " P(B)) Py (A)+... +P(B)) Py (A) *
Beispiel H 32:

In einem Geratesystem seien die Gerate A, B, C in Reihe geschaltet, d. h., das Geratesystem fallt

genau dann aus, wenn eines der Gerate A, B, C ausfallt. Es sei nicht mdglich, dass zwei Gerate

gleichzeitig ausfallen. Langzeiterfahrungen besagen nun sowohl, dass das System wegen eines

Defekts von A mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,50 ausfallt, wegen B mit 0,30 und wegen C

mit 0,20 — als auch, dass die Sicherung beim Ausfallen von A mit einer Wahrscheinlichkeit von

0,20 durchschlagt, beim Ausfallen von B im Prinzip immer und von C im Prinzip nie. (Ohne

dasseinesder Gerate ausfallt, schlage die Sicherung nicht durch.)

In welcher Reihenfolge sollte man zweckmafigerweise die Gerate kontrollieren (um sie ggf.

auszuwechseln), wenn das Geratesystem ausgefallen und die Sicherung durchgeschlagen ist?

L6sung:

S = {Geratesystem féllt aus} ;

A = {Gerat A ist defekt}; B = {Gerét B ist defekt};

C ={Gerat C ist defekt} mit AABOC=QundAn B=0

AnC=0,BhC=0

Si = {Sicherung ist durchgeschlagen} mitSiS = Si

P({die Ursache fiir das Ausfallen des Systems und das
Durchschlagen der Sicherung ist der Defekt von Gerat A}) 100

_ IAY — b (AY — P(AN Si) _ P(A) [PA(Si)
=Psn si(A) = Psi(A) = P(S)  P(A) TP, (Si) + P(B) [Pg(Si) + P(C) [PL(S)

0,20

_ 0,501D,20 _
~ 0,50[0,20+0,30[1,00+0,20[D,00 Lze

Analog berechnen sich gR gi{(B) = 0,75 sowie B, si(C) = 0,00.

Da die Ursachenwahrscheinlichkeit fiir B groRer als die fir A und die wiederum gréRer als die

fuir C ist, wirde es (statistisch gesehen) sinnvoll sein, die Geréate in der Reihenfolge B, A, C zu

kontrollieren.

D Thomas BYEs (1702-1761); engl. Pastor und Mathematiker
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Beispiel H 33: H 33
In Sterbetafeln statistischer Jahrbiicher werden zu jedem Alter x (ollendetes  N(x)

Jahren) zwischen 0 und 90 die Zahlen N(x) tabelliert, die angeben, f\fgrsiahr x
viele von 100 000 Neugeborenen mindestens x Jahre alt werden. Wirlg 188282 i
betrachten die Ereignisse 20 99181
A, = {ein weibliches Neugeborenes wird mindestens i Jahre alt}, 30 08835
wobei die jeweiligen Personen stets ,auf gut Gliick" ausgewabhlt seien. 40 08146 M
Zu berechnen sind folgende Wahrscheinlichkeiten: 50 96362
a) P({ein weibliches Neugeborenes wird mindestens 70 Jahre alt}) 60 92523
b) P({eine gegenwartig 40-jahrige weibliche Person wird mindestens 70 83332
60 Jahre alt}) €l ggggg

. O . . .90

c) P({eine weibliche Person wird mindestens 90 Jahre alt, wenn sie bich
" : Von 100000 weiblichen

gegenwartig x Jahre alt ist}) Lebendgeborenen erreich

d) P({eine gegenwartig x Jahre alte weibliche Person wird noch rifx-das Alter x
(Sterbetafelauszug

destens 10 Jahre leben}) Deutschland 1995/97)
Losung: L6sung mithilfe des GTA,; die Daten der Spalte N(x) sind &ls
Liste liste dargestellt:
— N(70) i 2N (70) . .
a)P(Ayg = N Der Quotlent—m—ﬁ)- errechnet sich als Quotient des 8-ten
_ 83332 Gliedes vorliste durch das erste Glied vdiste.
~ 100000 e A T S
» §=|Algebra|Calc|[0ther|PramI0[Clear a-z..
=0,83332

{2 92523 83II3Z GOEEZ  ZOE2ZI} + liste|
43 96362 92523 83332 60652 Z20623F
. liste[a]
liztel[l]
L liste[7]
Tizte[s]
@ste[?]/ﬁllste[S]

AD_RFFRDR FUNC_Z/30

. 83332

- 942708

Fig. H 30
_ P(Aggn Ago) i N (60) . g .

b) PA40 (Ago) = A Der Quotlentm errechnet sich als Quotient des 7-ten Glie-

_ P(Ag) _ N(60) : N(0) des vorliste durch das 5-te Glied der Liste.

P(A,0)  N(40):N(0)

— N(60) _ 92523 _

~ N(40) ~ 98146 0:942708
c) PAx (Agg) = '\,'\l((i(;) Die Quotienter{% lassen sich mit d&equenzBefehl

fiir x 0{0; 10; ... 90} als Listeliste2der Quotienten aus dem 10-ten und dem i-ten

Y Glied vonlistefiri=1; ...; 10
darstellen oder grafisch veranschaulichen.

[Fx T Fov T rsz ruv_T 3 FE
| 2 E AlaebralCalc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]

~FLO

=
~ yl=lizteZ[n]
uil=

1
2=
" liste e
100000, 99393, 99181, 98835, 98| | wii=
liste[18] . ] . 4=
= T —. 1,1, 10+ listel uig=
Seq[ Tizteli] ' ' iste 5= nCiB.e = n o d

C.20623 L ZOF489  (20OF933 (208661 b uiS=
(101 listelil. i 1. 10)+]liste2
HAIN EAD_RFF RO FURE 2750 AN FAE RFFRDE e

Fig. H 31 Fig. H 32
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d) PAX (Ax+10 = % Die Quotienter{\l(ﬁi;)lm lassen sich mit d&aquenz
far x 0{0; 10; ...; 80} Befehl als Listdiste3der Quotienten aus dem (i + 1)-ten und
dem i-ten Glied votliste fur i =1; ...; 9
darstellen oder grafisch veranschaulichen.
b1 ool otclotier Pramofiear oz ] [C EREon 1 Beekettapnlotnimas ]

LFLOTS
Flot 1: 1m = = u o,
ul=listeZln] -
uii=

=liste “uggzllsteSEN
{100000. 99393, 99181, 99835, 9EH u3=

. : iz=
. seq[ hlsitsi[;[;]l] i, 1,9] + listed u.ﬁgf
£.99393  .997A67_ .996511 993029 iy
LLi+11/)istelil, i, 1,.9)+]listed
HMHIN FAD AFFROR FUNC 2/=0 HMAIN KA AFFRON SEQ
Fig. H 33 Fig. H 34

H 3.4 Unabhéangigeit von Ereignissen; spezieller Multiplikationssatz

Hat die blaue Augenfarbe eines Kindes etwas mit seiner mathematischen Begabung zu tun? Viel-
leicht ja, denn Jana, das Matheass der Klasse, hat blaue Augen. Vielleicht nein, denn Eugen, das
Matheass der Parallelklasse hat braune Augen. Um der Frage weiter nachzugehen, wahlen wir 1000

Vierzehnjahrige ,auf gut Gluck" aus B B
und Uberpriifen, ob bei ihnen die Merk- _ blauaugig nicht blauaugig
male ,mathematisch begabt* und ,blauM mathematisch 7 43 50
- N . P begabt
augig" ausgepragt sind. Die (fiktiv) M mathematisch

. PR mathematisc
ermittelten absoluten Haufigkeiten wer- nicht begabt 136 814 950

den in eine Vierfeldertafel eingetragen.
143 857 1000

Dass die blaue Augenfarbe keinen Einfluss auf die Begabtheit fur Mathematik besitzt, diese beiden
Merkmale alsainabhéngig voneinandeawuftreten, ware nachgewiesen, wenn der Anteil der 7 blau-
augigen, mathematisch Begabten unter allen 50 mathematisch Begabten genauso grol? ist wie der
Anteil der 143 Blauaugigen unter allen 1000 getesteten Vierzehnjahrigen:

510 =0,14 undilg—gb = 0,143. Beide Anteile sind in guter Naherung (auf zwei Dezimalen gerundet)
als gleich anzusehen. Mit absoluten bzw. relativen Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten liel3e sich
diese Anteilsgleichheit folgendermaf3en schreiben:

HlOOO(B n M)
7 _ HioodB M) _ 71000 _N100dBOM) _p(Bn M) _ Ry(B)
50 H1000M) H1000(M) h1000(M) P(M) O Py(B)=P(B)
1000 i Néaherun
143 _ HiooB) _ _ in guter g
1000 ~ 1000 thOdB) - P(B)

H12 Definition H 12:
Zwei Ereignisse A und B des Ereignisraum%srﬂt P(B) > 0 heiRen genau davoneinander
(stochastisd’?) unabhangig,wenn B(A) = P(A) gilt.

H14 | Satz H 14:
Wenn Bs(A) = P(A) mit P(A) > 0, so gilt auch B) = P(B).

D im Unterschied z.B. zur ,linearen® Unabhangigkeit von Vektoren (s. Definition G 14)
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Beweis:

Nach Definition H 11 ist B) = P(PA(X)B) , woraus nach dem allgemeinen Multiplikationssatz (Satz
Pg(A) CP(B

H 11) und nach obiger Voraussetzund®) = (A P(B) _P(A) P(B) _ P(B) folgt w.z.b.w.

P(A) P(A)
Fir unabhangige Ereignisse vereinfacht sich somit der allgemeine Multiplikationssatz:

Satz H 15: Spezieller Multiplikationssatz H15
Zwei Ereignisse A und B mit P(A) > 0 und P(B) > 0 sind genau dann voneinander unabhéngig,
wenn P(An B) = P(A) - P(B) gilt.

Bemerkungen:
Beim Gebrauch des Begriffes der (stochastischen) Unabhangigkeit von Ereignissen A, B, C mit
P(A) >0, P(B) >0, P(C) > 0 ist zu beachten:
(1) Sind A und Bunvereinbarso gilt P(AQ B) = P(A) + P(B).
Sind A und Bunabhéangigso gilt P(An B) = P(A) - P(B).

(2) Wenn A und B unabhéngig B B
sind, dann sind dies auch A A P(A) - P(B) P(A) - (1 - P(B)) P(A)
undB ,A und B sowié\ 7
undB (vgl. nebenstehende A (1-P(A)-P(B) (1-P(A))-(1-P(B)) | 1-P(A)
Vierfeldertafel). P(B) 1-P(B)

(3) Drei Ereignisse A, B, C heilR@aarweise (stochastisch) unabhéngigyenn
P(An B) =P(A)-P(B) und P(A& C) =P(A)-P(C) und P(B C) = P(B)-P(C).

(4) Drei Ereignisse A, B, C hei3éstochastisch) unabhangigwenn sie sowohl paarweise (stochas-
tisch) unabhéngig sind als auch der Gleichung #@n C) = P(A) - P(B) - P(C) geniigen.

Die praktischeBedeutung stochastischer Unabhéangigkeit zeigen folgende Beispiele:
Nehmen wir an, ein ,Wetterprophet" sage fiir morgen schénes Wetter voraus und er irre sich in 20 %

aller Félle. Ein zweiter ,Wetterprophet" sage dasselbe voraus und die Wahrscheinlichkeit seines Irr-

tums sei ebenfalls 0,20. Schliet man nun daraus, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eindeidgum

0,20- 0,20 = 0,040 betrage, so ist genau das i.A. falsch. Man muss namlich davon ausgehen, dass

die beiden Ubereinstimmenden Wetterprognosen auf denselben Beobachtungsdaten basieren und
deshallmicht voneinander (stochastisch) unabhangipdern im Extremfaltentischsind. Gébe

namlich der zweite Wetterprophet statt einer eigenen Wetterprognose nur das Zitat des ersten Wet-

terpropheten bekannt, so bliebe die Wahrscheinlichkeit fir einen Irrtum gleich 0,20.

Man darf also nicht dem Trugschluss erliegen, dass die Ubereinstimmung zweier Vorhersagen stets

die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums verkleinert.

Beispiel H 34: H 34
In einer Urne befinden sich genau vier Kugeln — zwei weie und zwei rote. Dieser Urne werden
nacheinander a) mit Zurticklegen, b) ohne Zuriicklegen genau zwei Kugeln entnonimen.
Sind die beiden Ereignisse

A = {die erste gezogene Kugel ist weiR} und B = {die zweite gezogene Kugel ist weil3}
voneinander (stochastisch) unabhangig?

Ldsung:

Zu a): Nachstehendem Baumdiagramm sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu entnechmen:
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_2 _1 2 2 2 2 1
PA=3 =3 PBI= 5 % 3 3 s W
P(A B_2 2 _1 4 2__ g
AnB)=3272 ‘
2

Folglich gilt P(An B) =P(A) - P(B), d.h., Aund B
sindvoneinander (stochastisch) unabhangig.

Zu b): Dem nebenstehenden Baumdiagramm sind
die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu entnehmen: —

2 1. 21 2 2
EONE L B —

PAnB)=2-1 =1

Folglich gilt P(An B) # P(A) - P(B), d.h., A und B sinkicht voneinander unabhéngig.

ININ}
—3
|
ININ)
=~ =

N[N}
L
N} |J:!»—\
w(rn
|
= =2

w

2
Z—I’

m

1

i

3

Recht bemerkenswert ist das im Beispielteil b) erhaltene Ergebnis. Dabei verwundert sicher weniger,
dass das Ereignis B = {dmveitegezogene Kugel ist wei3} von dem Ereignis A = {distegezo-

gene Kugel ist weil3} stochastisch abhangig ist, da zwischen dem zuerst eingetretenen Ereignis A und
dem danach eintretenden Ereignis B infolge des Nichtzurticklegens der zuerst gezogenen Kugel auch
eine kausale Abhéangigkeit besteht. Hingegen ist doch erstaunlich, dass auch A von B stochastisch
abhéngt, dass ein spateres Ereignis zur Beurteilung eines friiheren herangezogen wird, obwohl es
offensichtlich keine kausale Abhangigkeit geben k&xas Fehlen kausaler Abh&ngigkeit muss also

nicht stochastische Unabhéangigkeit nach sich ziehen.

H35 ' Beispiel H 35: B B
Man vervollstandige die nebenstehende Vierfeldertafel fi 012
den Fall, dass A und B voneinander unabhéangig sind. '
Ldsung: B
P(B) =1-PB) = 1-0,60 =0,40 0,60
_ ) _P(AnB) _012 _
P(ﬁ n B)=P(A)-P(B)O P(A)= BE -~ 040 0,30
P(A) =1-PA) = 1-0,30 =0,70

P(A nB)=P(A)-P(B)=0,70-0,40 = 0,28
P(A n B)=P(A)-PB)=0,70-0,60 = 0,42
P(A n B) =P(A)-P8)=0,30-0,60 = 0,18

H 36 Beispiel H 36:
Herr Theodor-Claus P. méchte heute Abend mit dem Auto von
A(stadt) nach E(dorf) fahren. Der aktuellen Stauvorwarnkarte /<

Nll—‘

ist zu entnehmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit auf den elp\ a

zelnen Straf3enabschnitten mit Stau zu rechnen ist.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann Herr P. tiber dieses Stra-

Rennetz von A nach E fahren, ohne in einen Stau zu geraten?

Zur Beantwortung dieser Frage werden folgende Ereignisse definiert:

Sag = {Stau auf dem StraRenabschnitt AB}; gS= {Stau auf dem Stral3enabschnitt BC}
Sce = {Stau auf dem StraBenabschnitt CE}; gpS= {Stau auf dem Stralenabschnitt BD}
Spe = {Stau auf dem StralRenabschnitt DE}
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Daraus ergibt sich:
P ({von A nach E ohne Stau})
= P({(AB ohne Stau und BC ohne Stau und CE ohne Stau) oder (AB ohne Stau und BD
ohne Stau und DE ohne Stau)})

P((Sag M Sgc N Sce )T (Sag M Sgp N Spe))

P(Sag N Sac Sce) + PExs N Sgp N Spe ) —P8ag N Sec N Scen Sepn Spe )

(nach dem Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten und bei Annahme der Unabhangigkeit der

Ereignisse)
321,341
453

955 = 0,383

N
(GIES

N

2
3

H 4 Zufallsgrél3en

H 4.1 Endliche Zufallsgrof3en

Bei den bisherigen mathematischen Untersuchungen von zufélligen Vorgdngen konzentrierten wir
uns darauf, die Zufallsexperimente durch geeignete Ergebnism@ngmsn. Ereignisréume%zu
beschreiben sowie die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu bestimmen. Es wurde also ermittelt,
mit welcher Wahrscheinlichkeit P(A) ein Ereignis Aewvartenist. Was aber dieses Ereignis fur
unswertist, was sein Eintreten also an Gewinn bzw. Verlust bringt, wird erst jetzt mit dem so genann-
tenErwartungswerin die Betrachtungen einbezogen. Betrachtet sei folgendes Beispiel:

Andreas wird zu einem Wirfelspiel eingeladen. Dazu ~

2 . i 2_ 2
gen zwei ungezinkte Wurfel bereit, von denen der ein yz PAL2N=553%
' : 1 T3 P{LIN=55=%
Wiirfel (W1) die sechs Augenzahlen 1, 4, 4, 4, 4, 6 tré N 66 36
i Lk s <5 P{L5N =335
und der andere (W2) die sechs Augenzahlen 2, 2, 3,! & 66 36
5. Als Gast darf er sich einen Spielwiirfel auswahlen. s 2/2 P 42} =3-2=2
jeder Spielrunde wiirfelt jeder der beiden Spieler gen: 4 %3 P{(4 3N =33=%
einmal mit seinem Wirfel. Nach jeder Wirfelrunde za s N5 P45} =23=%
der Spieler, dgr die n?gdrigere Augenzahl hat, an sein £ g/g PU(6,2)) = 52=2
Spielpartner die (positive) Differenz der Augenzahlen 6 3 6:3)=L.1-1
X 1 P({( ) )}) 6 6 36
Cent. Fur welchen der Wiirfel sollte sich Andreas ent- X5 Pp{(6:5))= e
scheiden, um zu gewinnen? Q=9

Das Werfen der beiden Wiirfel ist ein zweistufiges Zufs
experiment, das durch das nebenstehende Baumdiagr e,=(6:2) A x
dargestellt werden kann. Daraus ist die neun-element ¢ - g 3) 4:
Ergebnismenge o= (42 L L
Q ={(wq; wy) Owy {1, 4; 6}, w,[{2; 3; 5}} ablesbar.  ¢,=(4;3) 2
Die Wahrscheinlichkeiten ihrer atomaren Ereignisse e e;=(6; 5) \= 1
ben sich nach der ersten Pfadregel. Um seine Entsch &=(1;2) > 4 i

dung zu treffen, interessiert sich Andreas jedoch weni & =(45) 2
fiir die neun moglichen Ergebnisse und die zugehérig €= (% 3) -
Wabhrscheinlichkeitsverteilung als vielmehr fir den LI 9 -

Gewinn bzw. Verlust, den er durch die Wahl des einer  Fall 1: Andreas entscheidet sich fur Warfel 1
bzw. des anderen Spielwuirfels zu erwarten hat.
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Die Spielregeln ordnen jedem zufalligen Ergebnis einen positiven bzw. negativen Gewinn, seinen
Wertin Cent zu. Mit anderen Worten: Jedem mdoglichen Ergetifis wird (sieht man von der Maf3-
einheit ab) eine reelle Zahl zugeordnet.

Definition H 13:

Eine Funktion XQ - R, die jedem Ergebnis[® eines Zufallsexperiments eine reelle Zahl
x zuordnet, heil®ufallsgrof3e (oder auctZufallsvariable) X. Die Elemente des Wertebe-
reichs von X nennt maWerte der Zufallsgrof3e X. Eine Zufallsgrof3e X, die nur endlich viele
oder hochstens abzahlbar unendlich viele verschiedene (Funktions-) \Weste. X, X,, ...
besitzt, heildtiskrete Zufallsgrof3e.Diskrete Zufallsgrof3en mit nur endlich vielen Werten
bezeichnet man auch aadliche ZufallsgroZen

ZufallsgrofRen werden i. Allg. mit den GroBbuchstaben X, Y,

o . . . -4 fure=(1;5)
Z bzw. X, Yj, Z; oder mit einem dem jeweiligen praktischen —2 fure=(L3)
Problem angepassten GroRbuchstaben (z.B. G fir Gewinn) -1 furel{(4;5), (1; 2)}
bezeichnet. X (e) = +1 fur €{(6; 5), (4; 3)}
In dem Wiirfelspiel-Beispiel S. 399 haben wir die Bewertung +2 fure=(4;2)
der Ergebnisse® mithilfe der ZufallsgréRe X beschrie- +3 fure=(6;3)

ben, die der nebenstehenden Funktionsgleichung genugt: t4 fure=(62)

In der Stochastik verwendet man anstatt der in der /
lysis Ublichen Gleichungen fiir Funktionswerte wie

z.B. X (e) = -1 meist nur die Kurzschreibweise X =-
In obigem Beispiel gilt X = -1 genau dann, wenn di
Ereignis A ={(4; 5), (1; 2)} eintritt. Dies erfolgt — nacl

der zweiten Pfadregel — mit der Wahrscheinlichkeit
12,2

36 36 36
groiReX nlmmt den Wert —1 mit der Wahrschein-

lichkeit 12 3 4 an und schreibt
PX=-1)= -14 oderk ({-1}) = 14 . Auf diese Weise ordnet man jedem Werder Zufallsgré3e
X die Wahrschemllchkelt P(X = )<zu. Dabei ist P(X =) gleich der Wahrscheinlichkeit P(A) des
Ereignisses A129, das all die Ergebnisse umfasst, denen die Zufallsgré3e X den;\#eoranet.

S B e T 1 N o e s Nl B B

PR =4) =12

Daflir sagt man auch kirzer: Die Zufal

8 | 4 -y [ 3|1 |78 |1]|2
P({e})‘ ‘36‘3_6‘ ‘ ‘ ‘ P(X"“)‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36

Definition H 14:

Kann eine diskrete ZufallsgroRe &: —» R nur die Werte x o, ..., X,, ... annehmen, so heif3t
die Funktion x'— p = P(X =x;) = P({fece[@ und X(e) =x;}) mit i O{1; 2; ...; n; ...} Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (Wahrscheinlickeitsfunktion) der Ztallsgrof3e X. Die Funktion F
mit F(x) = P(X< x) nennt marverteilungsfunktion der ZufallsgroRe X.
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Als Darstellungsméglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer endlichen ZufallsgréRe wer-
den neben Wertetabellen auch Stab- oder Sdulendiagramme (haufig als Hist&étmneidmet)

und insbesondere zweizeilige Matrizen genutzt. Die Daten aus dem obigen Wiirfelspiel lieBen sich
also auch folgendermafien darstellen:

zweizeilge Matrix: Stabdagranm Histogramm
04 2 1 1 2 3 40 F08 =) b=
X2fs 1 14 7 8 1 2] Loa toa
(36 36 36 36 36 36 36
10,2 102
4 2 2 4% ETEE IR

Mit dieserWahrscheinlickeitsverteilung bav. mit der zugehérigeverteilungsfunktior lasst sich
nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der Andreas bei der Wahl des Wiirfels W1 das Spiel, an

dem er sich beteiligt, auch gewinnt. Fo)
P({Andreas gewinnt}) =P(X>0)=P(X=1) + P(X=2) + P(X = L 1,0 —
=7 48 41 4,2 18 _gg —
3 36 36 36 36 ' 0,8
bzw. P(X>0)=1-P(0)=1-F0)=1-05=0,5 -oe.s_o
Eine Gewinnwahrscheinlichkeit von 0,5 zu haben ist eine rechi ——o
. . . . . 10,4
schwache Information fur Andreas, um sich fir oder gegen ein
Wabhl des Spielwiirfels 1 zu entscheiden. Fundierter kénnte er ¢ -0,2
Entscheidung treffen, wenn er beriicksichtigt, welchen Gewinn | _,Y,'—a_° .,
Verlust er bei der Wahl des Wirfels W1 zu erwarten hat. -4-3-2-1 12 34X

H 4.2 Erwartungswert

Beteiligte sich Andreas mit dem Wiirfel W1 beispielsweise an 3600 Runden des in im Abschnitt

H 4.1 betrachteten Spieles, so wiissten wir auf Grund des empirischen Gesetzes der grof3en Zahlen

und obiger Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, dass er beigtwa  der Runden (d.h. im Mittel bei

300 Runden) jeweils 4 ct, bei et\.ajg der Runden (d.h. im Mittel bei 100 Runden) jeweils 2 ct und

bei etwa%g der Runden (d.h. im Mittel also bei 1400 Runden) jeweils 1 ct zu bezahlen héatte. Dage-

gen durfte er im Mittel bei 700 Runden mit einem Gewinn von je 1 ct, bei 800 Runden von je 2 ct,

bei 100 Runden von je 3 ct und bei 200 Runden mit einem Gewinn von je 4 ct rechnen. Der Gewinn

(in ct) bei 3600 Spielen ergabe sich damit ndherungsweise aus der folgenden Rechnung:
(-4)-300 +(-2)-100 + (-1)- 1400+ 1-700 + 2-800 + 3-100 + 4 - 200 = 600

Dividiert man diese Gleichung durch die Anzahl der Spielrunden, so ergibt sidtrelrschnittli-

cher Gewinn (oder auchittlerer Gewinn) pro Runde von 06l . Das heilt: Die Wahl des Wiirfels

W1 fiihrt auf Dauer gesehen fiir Andreas zu einem Gewinn von jewefis 0,1 ct.

1) Bei dieser Veranschaulichung werden die Wahrscheinlichkeiten PQXi=[{1; 2;...; n}) durch je eine
Rechteckflache dargestellt. In der Regel wéahlt man fir diese Rechtecke einheitlich die Breite 1, so dass die
Rechteckshéhe gleich P(X ) xst. Entscheidend ist aber nur, dass die Rechtecke eines Histogramms alle
dieselbe Breite und jeweils den Flacheninhalt P(X) axfweisen.
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Dieser mittlere Gewinn pro Runde wurde also folgendermal3en berechnet:

~_ HagodX = —4) HagodX =—2) HagodX =—1)
016= (-4 —73550 +(=2) 3600 +(-1) 3600
+1. Hag0oX = 1) + Hae0dX = 2) + H3e00(X = 3) + 4H3s0dX =4)
3600 3600 3600 o 3600 !

0,16= (-4)-hygodX = —4) + (-2) - Beod X = -2) + (-1) - BeodX = -1)
+1-hggodX = 1) + 2 - RgodX = 2) + 3 RgodX = 3) + 4 - RgodX = 4).

Auf Grund der Gultigkeit des empirischen Gesetzes der grol3en Zahlen werden nun bekanntlich rela-
tive Haufigkeiten j(A) bei hinreichend grof3en n stabil gegen die entsprechende Wahrscheinlichkeit
P(A). Der fur Andreas zu erwartende Gewinn ergibt sich demzufolge aus der Gleichung

0,16 = (—4)-P(X=—4) + (=2) - P(X ==2) + (1) - P(X ==1) + 1-P(X = 1) + 2 - P(X=2) + 3-P(X = 3) + 4 - P(X = 4).
Als Verallgemeinerung des oben dargestellten Berechnungswegs auf beliebige (endliche) Zufalls-
groflRen X lasst sich feststellen: Multipliziert man alle méglidhertex; der Zufallsgrofe X jeweils

mit der Wahrscheinlichkeit P(X 5)ihres Eintretens (d.h. mit unsefemwartungihres Eintretens)

und addiert diese Produkte, so erhalt manEfgartungswertler Zifallsgrofie X (in obigem Bei-

spiel den Erwartungswert des Gewinns pro Spielrunde). Ist dieser Erwartungswert fir den Gewinn
eines Spiels 0, so handelt es sich unfaies Spiel.

Definition H 15:

X sei eine endliche Zufallsgrof3e, die genau die Wefitél{d; 2; ...; n}) annehmen kann, und
zwar jeweils mit der Wahrscheinlichkeit P(X §.xDann nennt man die Kenngrof3e
EX=X-PX=X)+X:PX=%)+..+X%:-PX=x)

denErwartungswert der endlichen Zufallsgréf3e X. Fur EX schreibt man auch E(X) bzw.
K(X), py oderp?.

Beispiel H 37:
~pol 2 3 54 ~gl 3 5
) X 09,10 0,20 0,50 0,204 9) XA 0p,45 0,10 0,458]
EX=1-0,10+2-0,20+3-0,50 +5-0,2( EX=1-0,45+3-0,10+5-0,45
EX = 3,0 EX = 3,0
P(X =x;) P(X = x;)
0,6 0,6
0.4 04 ‘
0,2 0,2
! l T : I T : ! : T
1 2 3 5 X 1 3 5 x;
A
~gl 2 4 5Q ~gl 2 5q
B AE 2 03 03 02 @) A= [p,70 0,10 0,207
EX=1-02+2-03+4-0,3+5:0,2 EX=1-0,70+2-0,10+5-0,20

EX=3,0 EX=19

D' Firr die Bezeichnung des Erwartungswertes wird der griechische Bughgg@sprochemi) in Anlehnung
an den Begriff ,Mittelwert* verwendet.
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P(X = X;) P(X = X;)
061 06
04+ 04
021 0.2
1 } ! ! t t l
1 2 é 4 5x 1 AZ 5

Beispiel H 37 zeigt: Der Erwartungswert EX kann

« ein Wert der ZufallsgréRe X sein (Beispiel H 37 a, b), muss es aber nicht (Beispiel H 37¢, d),

« in der Nahe des wahrscheinlichsten Wertes von X liegen (Beispiel H 37a), muss es aber nicht
(Beispiel H 37b, d),

« in der Mitte aller méglichen Werte von X liegen (Beispiel. H 37a, b, ¢), muss es aber nicht (Bei-
spiel H 37d),

e der Bedingung P(X EX) = P(X= EX) = % geniigen (Beispiel H 37c), muss es aber nicht
(Beispiel H 374, b, d).

Der Erwartungswert EX kann auch als 8ichwerpunkt im Sinne der Mechanik — interpretiert

werden. Dazu fasst man die Wahrscheinlichkeitsverteilung \@I’E?( );”D als Verteilung

der Masse 1 auf die Punkteeines masselosen Waagebalkens auf Wobel Jedem Ruikivtasse
= P(X = %) zugeordnet wird.

Es seip der Schwerpunkt dieser Masseverteilung. Dann muss (in Verallgemeinerung des Hebelge-

setzes) die Summe aller Drehmomente bezigligkeich null sein:
n

zl(xi—u)-p =0 Spezialfall n =2

‘Z Kraft mal Kraftarm = Last mal Lastarm
0y Gip-uem) =0 Xy Xz

= pl# A

u p2

O ZX| A Zﬂ 0 -k =U-—X) P
u EX-u-1=0 %P2—HP2 SUPL—X P
O Ho =EX X1 Pyt X P2 = K Py + Py, also

EX=p(prtp)=p-1=n
Der Waagebalken befindet sich genau dann im Gleichgewicht, wenn er im Punkt EX unterstitzt
wird. Der Erwartungswert EX ist also als Schwerpunkt einer Masseverteilung interpretierbar.

Beispiel H 38: H 38
Beim einmaligen Werfen eines L-Wrfels sei X die zuféllige Augenzahl. Gesucht ist der Erwar-
tungswert EX.

LOSUﬂg: a1 gebralcatclother Framiolclear a—z.. |
2 3 45
~ e aa Woea(i,i,1,8) % listel
X=%_L1111;_1D, 42 3 4 5 &3
= = =2 = moegils6,i,1,6)% liste?
[6 6 6 6 6 &1 e’ 16 14 146 106 163 m
®zuniseqiliztel[i]-liste2[il,i.1.60 2d
EX = 1'1' + 21' + 31' F Z% aF % +§ =35 " sun(listel liste?) 3.5
6 6 6 : sum(listel*liste?)
Flg. H 35 HMAIN FAD AUTO FUND 430
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H 39

H 16

H 40

Beispiel H 39:
Beim einmaligen Werfen eines fairen Wrfels werde jeweils das um 1 vergrél3erte Dreifache der

Augenzahl notiert. Welcher Wert ist dann zu erwarten?

Losung. TG Fe Fx Fiy FE F&
» f==|Alaebra|Calc|[0ther |Franld|Clear a-z..

% 7 10 13 16 19]
= g
Y B %-L 1‘ 1‘ 1- 1‘ }D mzeq(lse, 1 1, 6)-)115t.92
6 6 6 6 6 60 6 16 106 L6 1eE 1483
EY — 4% + 7% + 10% + 1% + 1§ %9 ®sym(seq(listel[i]-liste2[il. i.1, 6))11.5

EX=11,5

Beegq(3-itl,i.1, 6)+1iste1
i 13 18 192

®zym(listel - listel) 11.5

sum{listel*liste2)

Flg H 36 RN FAD AUTO FINC 470

Vergleicht man bei den letzten beiden Beispielen die Zufallsgrof3en X und Y sowie deren Erwar-
tungswerte EX und EY jeweils miteinander, so féllt auf: Einerseits erhalt man die mdglichen Werte
y; von'Y aus den ihnen entsprechenden Werteomx X nach der Vorschrift jy= 3-% + 1 und sie

werden mit der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen wie die zugehggigerskalb man

auchY = 3-X + 1 schreibt. Andererseits ergibt sich fur den Erwartungswert von'Y der Wert
EY=115=3-3,5+1=3-EX + 1. Dieser Vergleich lasst die Gliltigkeit folgenden Satzes vermuten.

Satz H 16:

O X X Xn O . . .. e
Ist X = H’ 0 eine endliche Zufallsgré3e, so gilt fur den
(X=%) P(X=x) .. P(X =x,
+b +b .. +b
Erwartungswert der Zufallsgré3e ax EbD . =2 i D
[P(X %) P(X=x%) .. P(X = xn)[|

E(a-X+b)=a-EX+b (a[R).

Beweis:
E(aX + b) = zl (ax+ b)-P(@axX +b=gx b) = Zl (ax+b)-P(X=%

—aZxP(X X)+b- ZP(X Yy=a-EX+b-1=a-EX+b  wz.bw.

Ist X eine endliche Zufallsgrof3e, so gilt also fir lineare Funktionen f: E f(X) = f(EX). Diese Aussage
lasst sich aber nicht auf alle reellen Funktionen verallgemeinern, wie das nachfolgende Gegenbei-

spiel fur die Betragsfunktion belegt:

31 O
!
04
1
X e %1
4

EX :(—1)-421 +o+1§ =0

M

X

_11 1 A4
EDXD—l-Z +0+121 —§¢DEXD

NI O o

Beispiel H 40:

Zufallsexperiment: Zweimaliges Werfen eines idealen Wiirfels mit den Augenzahlen

1,2,3,4,5,6
i Zufallsgrofe Z: Augensumme (Summe der zwei gewurfelten Augenzahlen)

Gesucht: Erwartungswert EZ
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Ldsung:

Z kann als Augensumme die elf Werte 2, 3, Die zu erwartende mittlere Augensumme
..., 12 annehmen. Um deren Wahrscheinlichkann durch Simulation des Zufallsexperi-
keitsverteilung zu bestimmen, Gberlegen wirments mithilfe des GTA ermittelt werden. Im
uns, welchen Ergebnissen welcher Wert von Programm-Editor wird dazu die Funktierw

zugeordnet wird. definiert. Mittelsrand(6) + rand(6) und dem

2 (1;1) Listenverlangerungsbefeligmentist eine

3 (1,2),(21) Liste von n Augensummen zu erzeugen. Das
4 (1,3),(2:2), 3 1) Berechnen des Mittelwertes dieser n Listen-
5 (1;4),(2;3), (3; 2), 4; 1) werte wird durch demeanBefehl erreicht.

6 (1;5),(2;4),(3;3),(4;2),((5;1) ;;E(g?rjt:;ol LBEr[Find. . . [Mode

7 (1;6),(2;5),(3;4), (4;3),(5; 2),(6;1) EFUEESS%Eéaaggs,liste

8 (26),(3:5), (4:4), (5:3), (6:2) S L ——

% e e iy

10 (4;6), (5;5), (6; 4 Enne _

11 (5; 6), (6; 5) . - Fig. H 37 .
12 (6:6) Im Home-Editor wird die definierte Funktion

erw(n, X) aufgerufen. Fir n (Anzahl der Rea-

lisierungen des Zufallsexperiments) wahlen

EZ = 2-316 - 3336 + 4§36 + 46 + % wir hier 200. Die zur Initialisierung des
Zufallsgenerators notwendige Zahl x wird

Daraus ergibt sich:

6 5 4 =
U i lien Dieen W 1%-, beliebig gewahlt, aber jeweils variiert.
+12 3i6 ,also EZ =7. - £2lA1 gebralcsTe [othee prantofclear sz
el 200, 3FT12) T a0
ol 200, 47310 7. 05|
ol 200, G344 =
ol 200, TEFY ¥ 345
ol 200, 9544 7. 075
ol 200, 14522) ==
oyl 200, IZTFE) . 005

Eﬁll:‘w(ZEIEI,BZS'?B) F|g H 38

FAD_AUTO FUNC 7730

Vergleicht man nun die Zufallsgréf3en X (aus Beispiel H 38) und Z (aus dem letzten Beispiel H 40)
sowie deren Erwartungswerte EX und EZ jeweils miteinander, so lasst sich erkennen:

Die moglichen Werte von Z erhélt man einerseits als die verschiedenen Werte der Syummgen x

fur i, kKO{1; 2; ...; 6}, woflr man auch Z = X + X schreibt, was aber nicht zu 2X zusammengefasst
werden darf)

Andererseits ergibt sich flr den Erwartungswert von Z der Wert EZ =7 = 3,5 + 3,5 = EX + EX. Die-
ser Vergleich lasst die Aussage des folgenden Satzes H 17 vermuten.

Satz H 17: H17
Fir beliebige endliche ZufallsgréRen X und Y gilt E(X +Y) = EX + EY.

Der Beweis dieses Satzes kann analog zu dem fiir Satz H 16 erfolgen.

D' Fur ZufallsgréRen X gilt alsoichtdas von den Zahlenbereichen und den Vektorraumen her bekannte Gesetz
X+ X =2X.
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H18 Satz H 18:
Fir voneinander stochastiseshabhangigeendliche ZufallsgréRen X undY gilt die Gleichung
E(X-Y)=EX-EY.

Beweis:
Die ZufallsgroRe X nehme die Wertemit den Wahrscheinlichkeiten P(X 9 %ur i 0{1; 2; ...; m}
und die Zufallsgrof3e Y die Wertg wit P(Y =y ) fur kO{1; 2; ...; n} an. Dann gilt:

E(X-Y)= Z‘ ZXi-yk-P X=xund Y =y)
i=1 k=1

m n

Z Z XY P(X=%)-P (Y =y) wegen der Unabhangigkeit von X und Y
=1 K=1

iXi'P(X”f)' iyk-P(Yzy()zEX-EY w.z.b.w.
= k=1

H 4.3 Streuung

Zufallsgrofien kénnen sich trotz desselben Erwartungswertes in inren Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen wesentlich voneinander unterscheiden:

m 2 3& m 2 3% Bl 2 3%
X2 3 11 Y@ 1o Z=Ho 1 95

B 3 3 o 2 0 10 207

1 o1 Lol 4 _ _ 1 _
Ex=11 +25 +3% =2 EY =1 +%. +§. =2 EZ%- . 3963' =2

Dieser betrachtliche Informationsverlust ist aber auch zu erwarten, da bei der Berechnung eines
Erwartungswertes EX sowohl alle Werteven X als auch alle zugehérigen Wahrscheinlichkeiten

P (X = %) auf diese eine Kenngrof3e EX verdichtet werden. Zur ndheren Kennzeichnung einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung wére eine Zahl geeignet, die angibt, wie stark die einzelnen Werte x
der ZufallsgroBe X von ihrem Erwartungswert EX abweichen, wie weit sistads@n wie stark
sievariieren.

Eine derartige Kenngrdl3e fir die Streuung einer ZufallsgréfZe X misste die Abweichung der Werte
X vom Erwartungswert EX charakterisieren. Es erscheint daher nahe liegend, dem gesuchten Streu-
ungsmal? die Differenz X — EX zugrunde zu legen. Wir Uberlegen uns dazu:

Beispiel:
XABM Xy . X”B Xé%)l 2 SCE
Py Py ... PO ,60 0,10 0,3
EX=1-0,60+2:0,10+3-0,30=1,7
0,7 03 1,3
X — EX X-—Exzs U

ist die zufallige Abweichung der Zufallsgrof3e X von 0,60 0,10 0,30]

ihrem Erwartungswert EX und damit eine Zufallsgré[3e,

weshalb sie als KenngrofRe ungeeignet ist.
E(X- EX) E(X-EX) =(-0,7)-0,60+0,3-0,10 + 1,3- 0,30

ist als zu erwartende Abweichung der Wegteon EX =0

eine Zahl, die aber stets null ist.
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EX-EX)=(x-EX)p+ (-EX)p+ ... + (- EX)
P -EXptxp-EXp+ .+ - EXp,
X Pt X Pt + X% - EX- (B +mt.. + )
=EX-EX-1=0
Dieses Zu-null-Erganzen der positiven und der negat
Werte x — EX wirde vermieden, wenn man jeweils st
der Abweichungen;x EX den Abstandlx; — EXJwahlt.

EOX —EXo=mX; —EXO-pp+ Xo—EXO-pp + ... + X, — EXO- p,
ware ein sinnvolles MaR der Streuung, da durch das
zen der Betragsstriche die Summe ungleich null wir
Diese Kenngrof3e ware jedoch (erfahrungsgemaf b
gemeinen Betrachtungen) wegen der Betrage nicht
praktikabel. Der gleiche gewlinschte Effekt einer po
ven Summe wird erreicht, wenn man an Stelle des B¢
bildens jeweils quadriert.

E(X—EXP = (% — EXP-py+ (o — EXP-pp+ ... + (% — EXF - by,
scheint ein sinnvolles und praktikables MaR der Stre
zu sein, obwohl durch das Quadrieren die mehr als ]
EX abweichenden Wertg starker gewichtet werden g
die Abweichungen kleiner als 1.

ven
att

EoX - EXo=0,7-0,60+0,3-0,10%3-0,30
Set- =0,84
.
pi all-
sehr

Siti-
strag-

E(X — EX)?= (-0,7%- 0,60 +0,%- 0,10 + 1,3- 0,30
ung =0,49-0,60+0,09-0,10 + 1,69 - 0,30
von =0,81
Is

Das gebréauchlichste Mal3 der Streuung.lerVarianz ist heute diese mittlere quadratissheei-
chung, d.h. der Erwartungswert der quadratischen Abweichung der ZufallsgréRe X von ihrem
Erwartungswert EX. Die MalReinheit dieser Varianz stimmt aber infolge des Quadrierens nicht mit

der der Zufallsgrof3e Gberein. Deshalb fithrt man n
aus der Kenngrol3e Varianz ein.

Definition H 16:

Ist X2 g1 X2
by Py p,H

E(X— EXP= (x;— EX)?- py+ (Xp— EX)%- pot ...
auchVarianz Var X von X. Die Quadratwurzel au
genannt und mit DX bzw/VarX

X

Satz H 19:

Fur eine endliche Zufallsgrofie X, die genau die Wertenix i 0{1; 2; ... ;

und die den Erwartungswert EX besitzt, gilt2>0=

och einen weiteren Begriff fur die Quadratwurzel

H 16

eine endliche ZufallsgréRe mit dem Erwartungswert EX, so heil3t

+ (%, — EX}- p, die Streuung® DX oder

s der Streuung V8tdndardabweichung

oder auch mitX), oy, 0 = JU(X — )2 symbolisie&).

H 19

n} annehmen kann
E(X?) — (EX?.

Beweis:
D2X

Z‘XI P(X=x) - ZEXZXP(X ) +

= i(xi—EX)z-P(x:w: jmz—Z-x-EXHEX)?)-P(x:x)

(EX)*- ZP(X %)

=E(X?) - 2-EX-EX + (EX§-1=EX - (EX¥ w.z.b.w.

1) Die fur die Streuung gewéhlte BezeichnurXB: E(X — EXP r

Dispersionfiir Streuung

Uhrt von dem aus dem Lateinischen stammenden Wort

2) Dper griechische Buchstalme(gesprochesigmg wird in Anlehnung arsStandardabweichung gewabhlt.



H 41

408 H 4 Zufallsgrofen

Die zu Beginn dieses Abschnitts aufgefuhrten Zufallsgrof3en X, Y und Z, die zwar denselben Erwar-
tungswert EX = EY = EZ = 2, aber verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen besitzen, weisen
unterschiedliche Streuungen auf.

DZX:E(XZ)—(EX)Zzlz-% +22-% +§-% —(2)?:§;
D2 = E(Y) - (EYP=12.3 + 2.2 + .2 —(2F=1;
DZZ:E(ZZ)—(EZ)2:12-§6 +22'Ilé +32'§%‘(2)2:%

Beispiel H 41:

Lars Spielmann wird ein Gliicksspiel in zwei Varianten angeboten, wobei folgende Spielregel
gelten soll: Der Spieler wirft einmal mit zwei Wurfeln, deren Seitenflachen jeweils mit den
Augenzahlen 1 bis 6 durchnummeriert sind. Wirft der Spieler dabei einen Pasch (n; n), so erhalt
er bei n# 6 den n-fachen und fir n = 6 den fiinfzehnfachen Einsatz zurtick; wirft er die Augen-
summe 7, so bekommt er nur den Einsatz zurlick. In allen tbrigen Fallen verliert er den Einsatz
an den Spielleiter.

Einsatz: Spielvariante 1: € (k> 0) Spielvariante 2: 10 -€ (k> 0)
Lars Spielmann will sich nur an einem fairen Spiel beteiligen. Um zu entscheiden, bei welchem

k-Wert er welche Spielvariante wahlen sollte, berechnet er die Erwartungswerte der jeweiligen
Nettogewinne unter der Modellannahme, dass mit zweLACE-Wiirfeln geworfen wird.

Ldsung:
Ergebnismenge: Q = {(w4, wy)ow,, Wy 0{1; 2; 3; 4; 5; 6}}
PAL N =% PU@ 2D =5 - PAG 6N =5

P{(1; 6), (2:5), (3: 4), (4; 3), (5; 2), (6; 1)}) 3%
P({weder Pasch noch Augensumme 7}§éi

Zufallsgrof3e N:  zufélliger Nettogewinn des Spielers bei einem Einsatz vén e
(e{k; 10 -k} furk > 0)
P(N; = — e) = P({weder Pasch noch Augensumme 7%%2
P(Ne = 0) = P({(1; 6), (2; 5), (3; 4), (4; 3), (5; 2), (6; 1)}) + P({(L; 1)})3—16
P(Ne = e) = P({(2; 2)}) = P(N = 2e) = P({(3; 3)}) = P(N = 3e) = P({(4; 4)} =§1é
P(Ne = 4e) = P({(5; 5)}) = P(N = 14e) = P({(6; 6)}) =336
Je 0 e 2e 3e 4e 1l4¢g
Daraus ergibtsich: N2 4 7 1 1 1 1 15 O Ny x=10-N
B6 36 36 36 36 36 360
. _ 24 7 1 -
Erwartungswert: EN=(-e)-22 +0L +ex + 2%1% + 3& + g—lg L %e- =0
Beide Spielvarianten sirfdir — der Erwartungswert EN= 0 lasstuf Dauer, auf lange Sicht
sowohl keinen Gewinn als auch keinen Verlust erwarten. Die Varianten unterscheiden sich
jedoch trotzdem wesentlich voneinander, was deutlich wird, wenn man von einer nur geringen
Anzahl von Spielrunden ausgeht. Beteiligt sich Lars etwa genau einmal an dem Spiel, so gilt

z.B. P({Lars verliert genau seinen Einsatz}% 60, . Das heit aber: Mit der Wahrschein-
lichkeit von ca. 0,7 verliert er im Fall k = 1 bei Spielvariante 1 n@r khei Spielvariante 2
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jedoch 10<€. Die Spielvariante 2 ist daher als ,risikoreicher anzusehen, was in der Standard-
abweichung DY zum Ausdruck kommen mdisste:

DNg = ,/JE(N2) —(ENg)2 mit EN,=0
= J(-e)2 24+(0)20% + (26)20L + (3€)20L + (46)20L + (149202
= [20e? =2,63e mite>0 0 DNy =692k  DPNyg = D10 N = 692k
DN, = 2,6k DNjok =D(10-N) =26k
Die erheblich htheren Werte flr die Streuung bzw. Standardabweichunggg@mNergleich

zu denen von Pweisen auf das hdhere Risiko bei Spielvariante 2 hin. Dies zeichnet die $piel-
variante jedoch als die spannendere aus.

Um die Streuung einer Zufallsgréfze mit einem mdoglichst geringen Rechenaufwand zu bestimmen,
ist die Anwendung der nachfolgend genannten Eigenschaften dieser Kenngrof3e nutzlich.

Satz H 20: H 20
Ist X eine endliche ZufallsgréRe, so gilt fur alle &R D*@@X + b) = & - D?X.

Beweis:
D%(ax + b) = E(aX + bj— (E(aX + b)} nach Satz H 19

= E (X% + 2abX + B) — (a-EX + bj

=& EX?+2ab-EX +B— & (EX)?-2ab-EX-H  nach Satz H 16

=& EX2— & (EX) = & (EX? — (EXP) = &-D?X nach Satz H 19 W.z.b.w.
Aufgrund dieses Satzes kann man die Spielvariante 2 aus dem Beispiel H 41 ohne weitere Rechnung
als die mit der 100-fachen Streuung bzw. der 10-fachen Standardabweichung im Vergleich zur Spiel-
variante 1 charakterisieren. Wahrenddessen gilt nach Satz H 16 fir die Erwartungswerte
ENjo = E(10-N) = 10 - EN.

Satz H 21: H21
Fur beliebige voneinander unabhangige endliche ZufallsgréRen X und Y gilt
DX +Y) = DX + D?Y.

Auf den Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet.
Erwartungswert und Streuung erméglichen es, den bisher nur umschriebenen Be§tidbdesr-
dens relativer Haufigkeitefvgl. Satz H 2) mathematisch exakt zu definieren. Wir Giberlegen dazu:

Ein zufélliger Vorgang werde n-mal unabhé&ngig voneinander realisiert. Man beobachtet dabei

jeweils, ob das Ereignis A eintritt oder nicht. Dies wird fur die i-te ReaI|S|eergL(|2 n})

beschrieben durch die ZufallsgroneXEb(A) - g(Aj] Die ZufalIsgroBeZ Xgibt damit an,

wie oft das Ereignis A bei den n Realisierungen eingetreten ist — sie ist also die als ZufallsgroRe auf-
gefasste absolute Haufigkeit(A). Somit kann man die relative Haufigkejj(A) als die Zufalls-

n
grolRe R(A) = % : lei auffassen und deren Erwartungswert berechnen:
4
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E((A) =E (— Zx) Z EX==-n-EX (nach Satz H 16 und H 17)

=EX;=1-P(A) +0-(1- P(A)) also Ef{fA)) = P(A).
Des Weiteren gilt lim I%(h (A)) =0, denn

n - o

D(hy(A)) = D2( ZX) ==.n-BX; (nach Satz H 20 und H 21, da,X.. , X, unabhangig sind)

=5 B - E) =1 (PO - (@) und im [ -(PA) - (AR =

Fur grof3e n streuen die relativen Héufigkeit;g(Ahalso nicht mehr um die Wahrscheinlichkeit P(A) — man kann

sie als eine gute Naherung fiir P(A) verwenden. Damit ist zugleich der nachfolgende Satz bewiesen, durch den
dasEmpirische Gesetz der groRen Zah(|8atz H 2) eine theoretische (auf debmmMoGorRoOwschen Axiomen-

system basierende) Interpretation und Rechtfertigung erhalt:

H 22 Satz H 22: Zusammenhang zwischen relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit
Wird ein zufalliger Vorgang n-mal unabhangig voneinander wiederholt und das Eintreten des
Ereignisses A beobachtet, so gilt fur die als ZufallsgroRe aufgefasste relative Haufigkeit
- 0
h,(A) = = zlx mit X; = EP(A) 1-P(Af
E(hn(A)) P(A) sowie I|m D(hy(A)) = 0.

U die Beziehung

Der Erwartungswert EX ermdglicht somit eine Prognose fiir das arithmetische Mittel von vielen
Beobachtungswerten der Zufallsgréfe X.

Die ZweckmaRigkeit von £X als ein ,Streuungsmafi*“ einer ZufallsgroRe X zeigt auch der nachfol-
gende Satz.

H 23 Satz H 23: TscHeBYscHEwsche) Ungleichung
Es sei X eine endliche Zufallsgré3e mit dem Erwartungswert EX und der StreﬁMn@@m

betragt die Wahrscheinlichkeit dafir, dass X einen Wert annimmt, der um minde§ten$)
. .. 2% - .. . . .
von EX abweicht, hochster’%z— . Fur jeden positiven Weriovgiit also die Ungleichung

PEX — EXO2 a)< S DX

Beweis:
P@OX — EXO=a)

P((X — EXF = a?)
3 PXEN= 3 PX=Y)
i:(x;—EX)22 a2 G )? 1

a2
(X EX)

< ‘P(X=%)
(x ;)221
<y %iTE0% iy = )= 23 0§ = EXP-P(X=%)
Z X Z X = %
= aiz -DPX nach Definition H 16 w.z.b.w.

DpL TSCHEBYSCHEW(1821-1894); russischer Mathematiker
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Mithilfe dieserrscHEBYSCHEWschen Ungleichung ist man in der Lage, diejenige Wahrscheinlich-
keit abzuschatzen, mit der eine ZufallsgrofRe X einen Wert annimmt, der um mehr als eine fest vor-
gegebene Zaht vom Erwartungswert EX abweicht; diese Wahrscheinlichkeit ist umso kleiner, je
kleiner die Streuung £X ist.

Beispiel H 42: H42
Stephanie, die gerade 18 Jahre alt geworden ist, entnimmt einer kurzen Zeitungsnotiz, dass das
Lebensalter, welches eine 18-Jahrige erreicht, eine Zufallsgro3e mit dem Erwartungswert von
75 und einer Standardabweichung von 5 Jahren ist.
Stephanie mdchte daraufhin die Wahrscheinlichkeit abschatzen, dass sie ein Alter
a) von mehr als 70 und weniger als 80, b) von mehr als 65 und weniger als 85,
¢) von mehr als 60 und weniger als 90 Jahren erreicht.
Lésung(mittels derrscHEBYSCHEWSchen Ungleichung):
Modellannahme: Stephanie ist eine ,auf gut Gliick* ausgewahlte 18-Jahrige.
Die Wahrscheinlichkeiten sollen abgeschatzt werden, obwohl von der ZufallsgréRe X nur die
beiden Kenngrof3en EX = 75 und DX = 5 bekannt sind.
P(70<X<80) =P(-5<X-75<5)

= P(DXl— EXO< 5) =11 — P(X — EXO= 5)

2l= -DX21--25
P(70<X<80)=0
Die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung ist nur eine relativ grobe Abschatzung und liefert daher
in diesem Falle keine spezifische Information zum Eintreten des untersuchten Ereignisses.
P(65 <X <85) =P(-10 < X - 75 < 10)

= P(DXl— EXO< 10) =11 — R(X — EXO= 10)

zl=1t DX=1-=-25
P(65 < X < 85)= 0,75
P(60 < X <90) = P(-15 < X-75 < 15)

= P(DXl— EXo< 15) :11 — P(X — EXO= 15)

2l DX=1-5-25
P(60 < X <902 0,8

Wahlt man in derscHeBYSCHEWschen Ungleichung fur den Parametéyrielfache der Standard-

abweichungo, setzt man als@ = n-g, so erhalt man PK — EXd0=n-0) < nlz . Die Wahrschein-

lichkeit, dass X einen Wert annimmt, der von EX um mindestens das n-fache der Standardabwei-

chungo abweicht, ist folglich hbchsterﬁ:} . Fur die Spezialféalle n = 1; 2; 3 ergibt sich demnach:
PX - EXo=z0)<1, PEX — EXO= 20) £ 0,25, P(X - EX02>30)<0,1

Diese aus derscHEBYSCHEWschen Ungleichung gewonnenen Aussagen werderRégeln oder

30-Regel bezeichnet.

Satz H 24: 30-Regel H24
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine endliche ZufallsgréRe X mit dem Erwartungswet

EX =p und der Streuung X = 0% Werte

e im 2o-Intervall (1 — 20; i + 20) annimmt, betragt mindestens 0,75,

 im 3o-Intervall (4 — 30; i + 30) annimmt, betragt mindestens 8,8
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Beispiel H 43:

Es ist eine Aussage uber den Wert der Wahrscheinlichké{t-PEX0> 2 - DX) fiir die Zufalls-
. ~ 02 0 3 g

groike zu treffen.

~ 9,125 0,750 0,125

EX =(-2)-0,125 + 0- 0,750 + 30,125 = 0,125

DX = EX?— (EX?=4-0,125+0-0,75 0 + 9-0,125 — 0,4251,609375

Lésung 1(exakte Berechnung):

P(@X-0,1251> 2 - /1,609375) =1 — P(X—0,1251< 2 -./1,609375)
=1-P(-2/1,609375 + 0,125 <X <2/1,609375 +0,125)
=1-P(X=-2)-P(X=0)=1-0,125-0,750 = 0,125

Losung 2Abschatzung nachSEHEBYSCHEW:

P@OX - EX0>2-DX)<0,25 nach Satz H 24

Beispiel H 44:

Nunmehr sind alle Voraussetzungen geschaffen, auf die Probleme im einleitend (S. 351) wie-
dergegebenen Disput zwischen Anton, Katrin und Jonas tiber einen Erfolg versprechenden Tipp
bei 6 aus 49" einzugehen. Im Mittelpunkt des Gesprachs steht die Zahl 13, weil sie bei den
bisherigen 2320 Ausspielungen des Samstags-Lotto am wenigsten, ndmlich nur 230-mal gezo-
gen wurde. Das ergibt die relative Haufigkegfy{13}) = 223—3200 = 0,099. Nach dem empiri-

schen Gesetz der grof3en Zahlen stabilisieren sich die relativen Haufigkgiferithn das

Auftreten einer bestimmten Zahl i{{1; ...; 49}) mit wachsendem n gegen einen bestimmten
Wert. Aber gegen welchen? Anton meint geggm 0,020. Jonas bezweifelt dies, denn dieser
Wert muss die Wahrscheinlichkeit sein, dass diese Zahl i bei einer Ausspielung als Gewinnzahl
auftritt.

(1) Wie groR3 ist die Wahrscheinlichkeit P(A), dass eine bestimmte Zahémbehusspielung
als Gewinnzahl auftritt?

Losungsvariante 1:
Urnenmodell: Sechs Ziehungen ohne Zurticklegen aus einer Urne mit einer goldenen und 48
schwarzenKugeln;hypageometrisch&erteilung(Satz H 9)

BE EE 48!
_ 50 _5ItA3l _ 48B! U3 _6 _
P(A) = #9  _49" T 51[H3I[HA9! _Z§~0’122

OO 6! 43!

Lésungsvariante 2:
A; = {die Zahl a wird bei einer Ausspielung als i-te Zahl gezogen}{{i ...; 6})
P(A) =P(A OA,0O ... OAg) =P(A) + P(Ay) + ... + P(Ag), da A, ..., Ag unvereinbar sind

48 47 46 45 44 43
49 _ 48 _ a7 _ 26 _ 45 _ 44 _
a a a a a a
1 1 1 1 1 1
49 48 a7 46 5 a4
a a a a a a Fig. H 39

P(A) = 2115 (jede Kugel hat die gleiche Chance gezogen zu werden)

— D(A _48 1 _1
P(A) =P@A,) -PAf1 A) = o m (nach der ersten Pfadregel)
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— D(A A 48 47 1 _1
P(A) =P(A; 0 Ay) Pr = (A)=%0 % ‘& =2

PAQ=PAL N 0 Ag)Pr 2 (D=1 % 1 2 % m
(Auch wenn die einzelnen Ziehungen einer Ausspieticitf unabhéngig voneinander sind, ist
die Wahrscheinlichkeit, die Zahl a zu ziehen, bei jeder dieser sechs Zierﬁngen )

_1 _6
O P(A) = e -6 S
Anton hat also Ubersehen, dass das zu betrachtende Zufallsexperiment die Ausspielung von
sech<Zahlen ist undhicht die Ziehung eineeinzigenZahl aus den Zahlen 1 bis9hm ist
aber zuzustimmen, wenn er meint, dass im Laufe der Zeit die bislang ,benachteiligten” Zahlen,
insbesondere die 13, haufiger gezogen werden mussten. Aber dies gilt nur in der Tendenz, d.h.
fur eine sehr groRe Anzahl von Ausspielungen und es sagt tberhaupt nichts aus tber die kom-
mende Ziehungkine Frage jedoch lasst sich noch etwas genauer beantworten:

(2) Wie viele Ausspielungen sind zu erwarten, bis eine bestimmte Zakl a<{#%9) gezogen
wird?

Zufallsgrofle X: zufallige Anzahl der Ausspielungen, die noétig sind, um die Zahl a zu ziehen
(diskrete, nicht endliche ZufallsgrdBe) it E oo bt et roa oz ]

PX=1)=—;
A A A ' @ [ porazeamk -1
— = z P(X=2=% 5. - [HetascankT?
= A = A e a.. P ) 29 29 . k;[%] 5. 16667

29 49

wKECAT /49D Ck—1 %6049 k. 1,02
HMAIN DEG AFFRON FUNC /30
Fig. H 40

49

Fig. H 41 P(X = 3) = €2
PX=k=G S "5

Erwartungswert EX Z k % 7 L E ~8,2

Der Abstand ZW|schen zwe| Aussp|elungen mit der Gliickszahl 13 wird alselaufinge Zeit
gesehen im Mittel etwa 8,2 betragen. Dieses Ergebnis darf aber zu keiner Interpretation der Art
-hach ungeféhr acht Ausspielungen tritt die 13 auf* verleiten. Es erlaubt auch keine Ausiage
Uber die kommenden acht Ausspielungen.

Um zu einer handhabbaren Aussage fiir das Tippverhalten zu gelangen, schlagt Jonas or, auf
das Instrumentarium der bedingten Wahrscheinlichkeit zurtickzugreifen.

(3) Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der kommenden Ausspielung die Zahl 13 auf-
tritt, unter der Bedingung, dass sie bei den vorangegangen 2320 Ausspielungen 230-mal
gezogen wurde?

— _ 6
I:’{unter den vorangegangen 2320 Ausspielungen wurde die 13 gerade 230-mal g{e{z"o’é}:)q}‘ P({13}) - 29
(wegen der Unabhéngigkeit der Ausspielungen)

1

—

Die Lotto-Betreiber unternehmen grof3e Anstrengungen, damit die Modellannahme, die einzelnen Ausspie-
lungen werden immer unter gleichen Bedingungen durchgefuhrt, als gerechtfertigt anzusehen ist. So werden
die Gewichte der Kugeln und der technische Zustand des Ziehungsgerates vor jeder Ausspielung von einem
Aufsichtsheamten Uberprift.



H 45

414 H 5 Binomialverteilung

Die Kenntnis der vorangegangen Ausspielung biegtenErkenntnisgewinn fur die kom-

mende Ausspielung. Es ist in der Tat so, wie Katrin es zum Ausdruck bringt: Die Gewinnwahr-
scheinlichkeit ist bei jeder Ausspielung fur jede Tippreihe gleich — ob sie nun (1; 2; 3; 4; 5; 6),
(1; 4; 9; 16; 25; 36), (7; 15; 16; 26; 38; 39) oder wie auch immer lauten mag.

Die Frage nach einem erfolgversprechenden Tippverhalten, wie sie Anton, Katrin und Jonas
beschatftigt, zielt aber nicht nur auf die Gewinnwahrscheinlichkeit, sondern auch auf den
Gewinnerwartungswert. Bekanntlich hangt die Hohe des Gewinns pro Tippreihe fiir die einzel-
nen Gewinnklassen von der zufalligen Anzahl der Gewinne in dieser Gewinnklasse bei der
jeweiligen Ausspielung ab. Diese Anzahl der Gewinne in einer Gewinnklasse wird aber auch
davon beeinflusst, ob Gewinnzahlen ausgespielt werden, von denen gewisse Zahlen oder Zah-
lenkombinationen in der Regel 6fter oder weniger oft getippt werden. Enthélt ein Lotto-Tipp
Zahlen, die erfahrungsgemalf weniger oft getippt werden, und gewinnt dieser Lotto-Tipp bei der
kommenden Ausspielung, so diirfte eine h6here Gewinnausschittung zu erwarten sein. Dies ist
der einzige Tipp, den wir Anton, Katrin und Jonas hier geben kénnen.

H5 Binomialverteilung

H 5.1 BERNOULLI-Experimente

Beispiel H 45:
Zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines L-Tetraeders mit dem ﬁe
nebenstehenden Netz
Beobachtungsziel: Zufallsgrolie: Interpretation:
o 2 3 4 T
Welche Augenzahl wird Y = %1 1 1 ﬁ Furit{1; 2; 3; 4}
gewiirfelt? M 4 4 4 Y =i: ,Anzahl i gewurfelt
- . . Ij- qj
Wird die 4 gewdrfelt?  z= & 4 Z=1: ,Augenzahl 4 gewirfelt*
2 Z=0: ,1, 2 oder 3 gewurfelt*
- . . m— Qj
Wird eine Primzahl Rs %L JE R =1: ,2 oder 3 gewiirfelt"
gewdlrfelt? 2 a0 R =0: ,1 oder 4 gewurfelt*
- - - Eﬂ. qj
gewdrfelt? 2 <l T=0: ,3 gewirfelt*

Aus obigem Beispiel H 45 sind nebgleichverteilterzufallsgréRen wie Y und R solche Zufallsgro-
3en von besonderer Bedeutung, die wie Z, R und T nur zwei Werte annehmen kdnnen, die also
Zufallsexperimente mit nur zwei (interessierenden) Ergebnissen — geBdoig“ und,Misser-

folg" bzw.,Treffer* und,Niete* beschreiben. Sinnvollerweise ordnet man fir eine solche Zufalls-
groRe X dem Ergebnis ,Erfolg” die Zahl 1 und dem Ergebnis ,Misserfolg” die Zahl 0 zu und
bezeichnet P(X = 1) mit p g|&rfolgswahrscheinlichkeit p* oder, Trefferwahrscheinlichkeit p*

sowie demzufolge P(X = 0) mit 1 — p (oder haufig mit q).
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Definition H 17: H17
Eine Zufallsgrof3e X% E*; 1O’5 heiRtBERNOULLI - GrofRe und das zugehdrige (einstufige)

ZufallsexperimenBERNOULLI —Experimentl).

Satz H 25: Erwartungswert einer BERNOULLI -GroRRe H25
Eine BERNOULLI-GroRRe X= E’; 1?  besitzt den Erwartungswert EX = p und die Streuung
D?X=p- (1 -p).

Beweis:
EX =1-p+0-(1-p)=p nach Definition H 15
D2X = E(X?) — (EXY nach Satz H 19
=12 p+C@-(1-p)-P=p-F=p-(1-p) w.z.b.w.
Beispiel H 46: H 46

(1) zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines Kronenverschlusses
Interpretation:
X = %172 0025 1 — fallt nach oben geoffnet” EX =0,72
e 0 — fallt nach unten gedoffnet* X =0,72-0,28< 0,20
(2) zufallsexperiment: Einmaliges Werfen eines (idealen) Tetraeders
Interpretation:

y = éll % 1 - ,Augenzahl 4 EX :}1 =0,25
o 4 0 — ,Augenzahl ist nicht 4* B =2 j = % =0,1875

H 5.2 BeRNOULLI -Ketten; binomialverteilte ZufallsgrofZen '

Im Zusammenhang mitERNOULLI-Experimenten sind beispielsweise folgende Fragen (bezogen

auf das Beispiel H 46 (2)) von besonderem Interesse:

Frage 1: Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt genau dreimal die Augenzahl 4, wenn das Tetraeder
genau siebenmal geworfen wird?

Frage 2: Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt die Augenzahl 4 mindestens 25-mal, wenn das Tetra-
eder genau 100-mal geworfen wird?

Der Beantwortung dieser Fragen liegt als Zufallsexperiment ein sieben- bzw. 100-faches Realisieren

ein und desselbenEBNOULLI-Experiments zugrunde:

Definition H 18: H 18
Eine n-fache und unabhangig voneinander ausgefiihrte Realisierung efnesBLI-Experi-

ments mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p hé8BRNOULLI -Kette der L&ange n und mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit p oder kurzZBERNOULLI -Kette mit den Parametern n und p.

Eine solche BRNouULLI-Kette wird beschrieben durch eine ZufallsgroRe X, welche die n + 1 Werte
0,1, 2,...,nannehmen kann. X = k ware dann fif( 1; 2; ...; n} zu interpretieren als das Ereig-

D Diese Bezeichnung wurde zu Ehren des Mathematikers JaroBLLI (1654—1705) gewahlt.
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nis, dass in der BRNOULLI-Kette k ,Erfolge” und n — k ,Misserfolge” registriert werden.
Um eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = k) fil§o; 1; 2; ...; n} herzuleiten, kehren wir
zur obigerFrage 1zurlick. Das dort zugrunde gelegte Zufallsexperiment ist eira@JLLI-Kette
der Lange n = 7 und mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,25, d.h. ein siebenstufiges Zufallsex-
periment mit den Verzweigungswahrscheinlichkeiten p = 0,25 und 1 —p = 0,75. Die Frage 1 soll nun
mittels eines (wenn auch — wegen des hohen Aufwandes — nur in Gedanken gezeichneten) Baumdi-
agramms und der beiden Pfadregeln beantwortet werden.
Jedes Ergebnis, das zu dem hier interessierenden Ereignis A = {genau dreimal die Augenzahl 4 bei
siebenmaligem Werfen} gehort, ist als 7-Tupel mit drei Einsen und vier Nullen darzustellen. So
wirde beispielsweise das 7-Tupel (0; 1; 0; 0; O0; 1; 1) bedeuten, dass beim zweiten, sechsten und sie-
benten Wurf ,Erfolg” eintrat, d.h. die Augenzahl 4 fiel, wahrend bei den anderen vier Wiirfen ein
.Misserfolg“ zu verzeichnen war. Nach densten Pfadregegrgibt sich die Wahrscheinlichkeit fur
das Eintreten des Ergebnisses (0; 1; 0; 0; 0; 1; 1) durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten
langs des zu diesem Ergebnis fiihrenden Pfades:

0,75 4 0,25 4 0,75 4 0,75 4 0,75 4 0,25 4 0,25 4
P({(0; 1;0; 0; 0; 1; 1)}) = 0,75-0,25-0,75-0,75-0,75- 0,25 - 0,25 = O(25- 0,25Y.
Dieselbe Wahrscheinlichkeit ergibt sich &lle moglichen7-Tupel mit drei Einsen und vier Nullen,
d.h. fur alle Ergebnisse aus A. Damit erhalt man P(A) nachvagiten Pfadregedls Summe dieser
Wahrscheinlichkeiten, also durch Multiplikation von & 28 — 0,25 mit der AnzahbAD aller
moglichen 7 -Tupel mit drei Einsen und vier Nullen. Diese Anzahl ist nach dem Zahlprinzip fur Men-

gen EE —3|4| , d.h. gleich der Anzahl der Mdglichkeiten, aus der 7-elementigen Menge {1; 2; ...; 7}
der Experimentnummern eine dreielementige Teilmenge zu bilden — und zwar jeweils bestehend
gerade aus den Nummern derjenigen Experimente, bei denen ,Erfolg” erzielt worden ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einezfBiouLLI-Kette der Ladnge n = 7 und mit der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p = 0,25 genau dreimal ,Erfolg” eintritt, betrdgt demzufolge:

P(X = 3) = P(A) =% .0,25 (1-0,25}=0,17.

Bezogen auFrage 1bedeutet das: Beigiebenmaligen ,Wirfelnfallt mit einer Wahrscheinlich-

keit von ca. 0,1genau dreimatlie Augenzahl 4.

Als Verallgemeinerung erhalten wir den nachfolgenden Si

H26 | Satz H 26: BERNOULLI -Formel
Bei einerBERNOULLI -Kette der Lange n und mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p betragt die
Wabhrscheinlichkeit
+ far genau k-mal ,Erfolg'B, . ,({(k}) =P (X =Kk) = ﬂﬁ (1-pf—k
. fur héchstens k-mal ,,Erfolg“
Bn, p({0; 1; ... KD=P(X< k) =P(X=0) + P(X=1) + ... + P(X =K)
= By o{0]) + By p{1}) + ... + B kD) V.

Mit dieser Formel kann man nun die zu einerRBouLLI-Kette der Ladnge n und mit der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p gehérende Zufallsgrof3e vollstandig charakterisieren.

1 Anstelle von B f({k}) bzw. Bp,. ({0; 1; ...; k}) werden auch z.B. (in Anlehnung an die Verteilungsfunktion
als Stammfunktion ihrer Dichtefunktion bei stetigen ZufallsgroRgik) h; p) bzw. i(k; n; p) oder die
weniger genauen Schreibweisep f(k) bzw. B, (k) verwendet.
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Beispiel H 47: H 47
Einer Urne mit genau 11 Kugeln (5 weif3en, 3 griinen und 3 roten) werden ,auf gut Glic«"
nacheinander und mit Zuriicklegen vier Kugeln entnommen. Mit welcher Wahrscheinlick k
werden dabei genau k [(KO; 1; 2; 3; 4}) griine Kugeln gezogen?

Ldsung:
EineeinmaligeZiehung aus der vorgegebenen Urne entspricht dem mathematischen Made""
eines BERNOULLI-Experimentsnit der Erfolgswahr- Punktdagramm

. . . . . 17 Fzw Fiw Flyr FE F& .
scheinlichkeit p =1§1 , das durch die ZufallsgréRe o G Pronuieasz.

m (0] ] 1 i

XxeslU I beschrieben wird.
o 8n e zealntrod, k(321005 (a-11)% " K, K, 0, 4b
Dll 1]':] L.279762 . 419643 (236047 (O5901Z p
) i i i ; Fig. H 42 [am= ATy G0 kB Dodwurld
EineviermaligeZiehung entspricht dem mathema* ="

tischen Modell einer BRNOULLI-Kette der Lange T o rin=a.
[« ul=wurf4[n + 1] plotstrt=1.

n = 4 und mit der Erfolgswahrscheinlichkeit = Enin= 1
p= 1% , das durch die Zufallsgrof3e Y beschrieben § Eié?
wird, die die zufallige Anzahl der ,Erfolge” angibtrig. 1 43 -;m1:<5r7>=wurng;1m5;-n;11

_ _ _ 310 (8 v~ Histogramm
P(Y=0)=B; 2({0) = - (37" (57)" =0.280 PY=Ky

-1y = _ 311,08 3 = b
P(Y=1)=8 3(1) = B3 (" () =0420 1
P(Y=2=83(2)= f3-($? E =023 0
P(Y=3)=8B; 23D = - (> G =0.05 0
P(Y=4) =8B, 34 = 5 ()* &) =0006 Fig. 14 o 12 3 4k
Definition H 19: H 19

Eine Zufallsgrof3e X, welche die Werte 0; 1; 2; ...; n mit den Wahrscheinlichkeiten
P(X=k) =By p (k) = B5-p- (1 —pf ¥ furkd{0; 1;2; ...;n}

annimmt, hei3binomialverteilt mit den Parametern n und p oder auch kurz B - verteilt
(geschrieben: X B, ). Die zu X gehérende Wahrscheinlichkeitsverteilung nennt man
Binomialverteilungl) mit den Parametern n und p.

Satz H 27: H 27
Die Binomialverteilung gentigt den dredLMOGOROWschen Axiomen der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

1

—

Die diese Wahrscheinlichkeitsverteilung charakterisierenden Terme (Béiféenialkoeffizienterdenn sie
treten beim Entwickeln der n-ten Potenz (adif)es Binoms nach dem binomischen Lehrsatz als Koeffi-
zienten auf. Der binomische Lehrsatz ist eine Verallgemeinerung der binomischen Formel

(a+ bf = & + 2ab + BB fur das Quadrieren eines Binoms.
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Beispiel H 48:
Beim mathematischen Kanguru-Wettbewerb sind in 75 Minuten ohne Taschenrechner 30 Auf-
gaben zu I6sen. Bei jeder Aufgabe sind finf Antworten zur Auswahl angegeben, von denen
genau eine richtig ist. In einer der Aufgaben fur Klasse 11 (1997) war z.B. zu entscheiden:
LAn der Einerstelle der Summe 1! + 2! + ... + 100! steht die Ziffer
@o (b) 3 (c)5 (d) 2 (e) eine andere Ziffer als die angegebenen.”
Der Schuler ,Hans im Glick" baut auf sein Gliick und ,wurfelt* seine Antworten mit einem
Dodekaeder aus. (Dieser regulare 12-Flacher wird durch genau 12 kongruente gleichseitige
Funfecke begrenzt.) Wirft Hans eine 11 oder eine 12, so ignoriert er diesen Wurf und wirfelt
nochmals. Lasst die geworfene Augenzahl (ungleich 11 oder 12) bei der Division durch 5 den
Rest 0, so wahlt er die Antwort (a), bei Rest 1 die Antwort (b) usw. bis zur Antwort (e), die er
bei Rest 4 wahlt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten dann die nachfolgenden Ereignisse A, B, C und D ein:

A = {genaul? richtige Antworten}; B = hidchsten? richtige Antworten}
C = {mindesteng richtige Antworten} D = {mindestens die Halfte der Antw. richtig}
LOsung:

ZufallsgréRRe X: zufallige Anzahl der vom Schiiler ,Hans im Gliick® richtig ,,gelésten” Aufgaben
X ~Bgg. 02 d-h. P(X=Kk) :gi‘g .0%. 0,89~ K fir kO{0; 1; 2; ...; 30}

P(A) = P(X = 12) = %O; O,X{lz}) @Tﬂl{éﬁric?& Dt?:verlPr‘rgsl'l.IDTCIea.rrﬁa—z...]
— Eﬂ% +0,22.0,8®= 0,006 (Fig. H 45, 1. u. 3. Zeile) |~ """ Ume R D
I_Z bitn,p.i)* subitn, p, k1. k22 Done,
P(B) = P(XS 2) = BBO; 0,2({0; 1 2}) II;i=(k319,.2,12) . B0E3E2
=2%.02.08%+ 2% .02.0,8° S oibiz0, 202) 30 “5g047a
o ™ ' oo = ! " ubit30, .2, 15, 30 . 000231
Iﬁch 8 . - ﬁﬁll-:lhi(gu, -%‘%‘539) SEQ  3AZ0
+ B8 -0.2:0,8%= 0,044 (Fig. H 45, 2. u. 4. Zeile) Fig. H 45

P(C) =P(X22)=1-P(X<2) (oder: P@X < 30) - Fig. H 45, 2. u. 5. Zeile)
=1- By, 0410; ) =1- 1 -02.08%+ 1 .02.08H=0,989

P(D) =P(X= 15) = 1 - P(X 14) (oder: P(L% X < 30) — Fig. H 45, 2. u. 6. Zeile)
=1-C% .08.080+3% .04.08° B4 . g 34 ~
=1-GF -02.08°+ 55 .02.08%+ .. +£1 .0,2%089=0,00023.

H 5.3 Tabellierungen zur Binomialverteilung

Fur binomialverteilte Zufallsgrofzen X +B, erfordert das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten der

Art P(X = k), P(X< k), P(X= k) bei groReren n und k mittels degdouLLI-Formel einen erheb-

lichen Rechenaufwand (so keine programmierbaren Taschenrechner oder Computer eingesetzt wer-
den kénnen). Aus diesem Grund sind fir einige gebréuchliche n und p die Wahrscheinlichkeiten

Bn: o({k}) = P({genau k Erfolge}) = P(X = k) :SE (1 -pfyk
sowie die kumulierten, di@ufsummierten binomialen Wahrscheinlichkeitend. h. die Werte der

Verteilungsfunktion
Bn; o{0; 1; ...; k}) = P({héchstens k Erfolge}) = P(X k) = B, ({0}) + B . ({1}) + ... + By, {k})

k . .
=3 SE P (1 - pf ~'tabelliert.



H 5.3 Tabellierungen zur Binomialverteilung 419

Beispiel H 49: Tabelle fir By, 5({k}) H 49
n=>5
n=5 p=04 P(X=3)=Bg 04{3}) =0,230 k p=04
n=50,p=05 P(X=22) =By o4{22}) =0,079 Bry k) | B ll0: - KD
_ _ — 238 = B - 0 0,07776 0,07776
n=50,p=0,8 P(X =38) = By, o 4{38}) = 0,103 ° ooTe oore
Ist By, p nur fur p< 0,5 tabelliert, so nutzt man folgend 2 0,34560 0,68256
rechnerische Umformung 3 0,23040 0,91296
4 0,07680 0,98976
Bso ; 0,8({38}) = 5 001024 1,00000
8.q42_ 50 8. 42_ 50! 2. B8 2.0 B8
E'f;qﬂ 0.8%.022= 2L .0,8%.0,22= 3% .02 0.6°= EWJ 0,32.0,88= Bgy. o ,({12})

Zu derselben Erkenntnis gelangt man auch durch folgende inhaltliche Uberlegung:
Bso; 0,d{38})
= P({genau 38 Erfolge bei 50 Realisierungen mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit von 0,8})
= P({genau 12 Misserfolge bei 50 Realisierungen mit einer Misserfolgswahrscheinlichkeit
von 0,2})

= Bso; 0,4{12})

Dieses Beispiel lasst vermuten, dass es genugt, die Wahrscheinlichkgf¢k}Bund damit auch
Bn; o{0; 1; ...; K}) far p< 0,5 zu tabellieren bzw. Tabellen mit den zwei Eingangen p und 1 — p
anzugeben.

Beispiel H 50: Tabelle fiir By,. ,({k}) mit zwei Eingangen H 50
n=4
K D =0,05 p=0,10 p:% p=0,20
0 0,81451 0,65610 0,48225 0,40960 4
1 0,17148 0,29160 0,38580 0,40960 3
2 0,01354 0,04860 0,11574 0,15360 2
3 0,00047 0,00360 0,01543 0,02560 1
4 0,00001 0,00010 0,00077 0,00160 0
p=0,95 p = 0,90 p= g p=0,80
B4. 0,1d{1}) =0,29160 bei k = 1 tber den hellgriinen Eingang
B4: 0,1d{1}) = B4; 0,0d{3}) =0,29160 beik =4 -1 =3 Gber den dunkelgriinen Eingang
B4. 0,8d{1}) =0,02560 bei k = 1 Uber den dunkelgrinen Eingang

B4: 0,8d{1}) = B4 0.2d{3}) =0,02560 beik =4 -1 =3 Uber den hellgrinen Eingang

Satz H 28: Rechenregeln fiir binomialverteilte ZufallsgréRen H 28
Bei binomialverteilten ZufallsgroRen X mit den Parametern n und p gilt fi{D;KL; ... ; n}

und i< k

(1) Bn. kD) =Bn1_g{n— k)

(2) By, o({k} =Bp o{0; 1; ...; KD = B, o({0; 15 ...; k= 1})

(3) Bn; {05 1; ... 5 K}) =1-B,1_{0;1;...;n-k-1})
(4) By (ks k+1;...;nh)  =1-8, ({0;1;...;k—-1})
() By pfi;i+1;...5kh)  =Bp ({0; 1; ...; K} — By, {0; 1; ... 1 — 1}).
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Beweisder Aussage (1) vgl. Satz H 29
Beweisder Aussage (3):
Bn; f{0; 1; ...; K})

- Ii AHp@—pp-!

nach Definition

=1- HE[S(l—pP_i nach PA ) =1-P(A)
i=k+1
n _ n — n -
=1-[, g8 a-pr D g D B - pp €A LB T P -}
+Hpa-pf)
- 1_[51_(:+ 1)5 (1_p7—(k+1bk+1+ 51_(2+2E(1_p51—(k+2bk+2+
00 —plgn—14 007 — b _o" o i
+ GO (1-pfp + N 1 p?p”] nach.Ek-D “thoid und Kommutativgesetz der
neke1 Multiplikation
=1- %E (1-pp"! nach Assoziativ- und Distributivgesetz der

:1_31;1_[“0; 1,...;,n-k-1})

Die Beweise der Aussagen (2), (4) und (5) ergeben sich direkt aus der Anwendung der Rechenregel
P(A ) = 1 —P(A) fiir Gegenereignisse.

Addition sowie Definition des Summensymbols

H51 Beispiel H 51: Tabelle fiir By, . ,({0; 1; ...; k}) = Fpp; p(K)
n=
n=5 p=04 P(X<3) =B 4{0;1;2;3}) =0,913 k p=04
n=200,p = 0,4 P(X< 74) = Bygg. 0.4{0; 1; ...; 74}) Bn; pl{kD) | B {05 ---i kD)
~ 0,21;1 ' 0 0,07776 0,07776
_ 1 0,25920 0,33696
P(X> 74)__ 1-PO&74) L 2 0,34560 0,68256
=1-By0;04{0; L; .. 74}) 3 | 023040 091296
= 0,786 4 0,07680 0,98976
P(X=274)=1-P(X 73) 5 0,01024 1,00000
=1- Bzoo; 0’4{0, l, vy 73})
= 0,826
H 52 Beispiel H 52: Tabelle fir By, 5({0; 1; ...; k}) mit zwei Eingangen
n=4
K p=0,05 p=0,10 p=(—13 p=0,20
0 0,81451 0,65610 0,48225 0,40960 3
1 0,98598 0,94770 0,86806 0,81920 2
2 0,99952 0,99630 0,98380 0,97280 1
3 0,99999 0,99990 0,99923 0,99840 0
4 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 -1
p=0,95 p=0,90 p= 2 p=0,80 K

B4; 0,2d{0; 1; 2}) =0,99630 bei k = 2 tiber den hellgriinen Eingang
B4 01d{0; 1; 2}) =1 —By. 9.od{0; 1}) bei k =4 — 2 — 1 iber den dunkelgriinen
=1-(1-0,99630) =0,99630 Eingang mit 1 — (abgelesener Wert)
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B4 0,8d{0; 1; 2}) =1-0,8192G- 0,1808 bei k = 2 Uber den dunkelgrinen Eingang
mit 1 — (abgelesener Wert)
B4 0,8d{0; 1; 2}) =1 —By. 9.2d{0; 1}) beik =4 -2 -1 =1 tber den hellgrinen
=1 -0,81926G 0,1808 Eingang
Beispiel H 53: H 53

Wir greifen noch einmal die Frage (2) aus Abschnitt H 5.2 auf: Mit welcher Wahrscheinlichkert
fallt die Augenzahl 4 mindestens 25-mal, wenn ein ungezinktes, mit den Augenzahlen 1 bis 4
beschriftetes Tetraeder genau 100-mal geworfen wird?

Ldsung:

ZufallsgroRRe X: zufallige Anzahl der Vieren bei 100 Warfen; Xipd80 25
P(X=225)=1-P(X<25)=1-80.024{0; 1; 2; ...; 24})= 1 - 0,4816% 0,54

Beispiel H 54: H 54
In einer grof3en Gruppe von Skitouristen sind 90% der Personen ,fortgeschrittene” Skildufer

und 10% Anfanger.
a) ,Auf gut Gluck* werden nun zehn Personen der Gruppe ausgewahlt. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit befinden sich unter diesen zehn Skitouristen genau acht Fortgeschrittene?
b) Wie viele Skitouristen mussen ,auf gut Glickindestenausgewahlt werden, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit vanindesten®,99mindestensiner der Touristen ein Anfanger ist?

Losungsvariante 1: Lésungsvariante 2:

Zufallsgrof3e X: zuféllige Anzahl der Fort- ZufallsgroRe Y;: zuféllige Anzahl der
geschrittenen unter n ,auf gut Glick" Aus- Anfanger unter n ,auf gut Gliick“ Ausge-

gewahlten wahlten

Xn~ Bn; 0,90 Yn~Bn.o10

a) P(%0=8) =Bip; 0,9d{8}) a) P(Y1p=2) =By, 0,14{2}) =0,194
=B10: 01d4{2}) =0,194

b) P(X,<n-1)=1-P(=n) b) P(Y,21) =1-P(%,=0)
=1-B,, 0,od{n}) =1-B,, 0,1d{0})
:l—% .0,98-0,18 :1—%-0,18-0,96'
=1-0,90 =1-0,90

Es soll gelten: 1 — 0,9& 0,99 bzw. 0,9%< 0,01. Daraus folgt In(0,99< In0,01, also

n= m’gé und damit n > 43,7. Es mussen mindestens 44 Personen ausgewahlt werden.

H5.4 Grafische Veranschaulichung der Binomialverteilung B ,

Jede Binomialverteilung B, wird durch die beiden Parameter n und p charakterisiert. Dabei ist n
als Lange der zugehorigere®NouLLI-Kette, d.h. als Anzahl der Realisierungen des zugehoérigen
BERNOULLI-Experiments zu interpretieren und p als Wahrscheinlichkeit des ,Erfolges” lesm B
NouLLI-Experiment. Die Abhangigkeit der,B;-Verteilung von n und p kann man sich anhand
zweier Seriervon Histogrammeneranschaulichen, in denesgils einer der beideBarameter
konstant gehalten wird.



422 H 5 Binomialverteilung

Histogrammfur X ~ By4; , mit variablem p Eigenschaften vor,B;,
04 4 Bieoa k) (1) Nur das Histogramm bei p = 0,5 ist axialsym-
’ metrisch (und zwar zur Geraden mit der
03 Gleichung k = 14 - 0,5); je mehr p von 0,5
02 abweicht, desto asymmetrischer wird das
o1 Histogramm.

’ (2) Das Histogramm von §. ,ist das Spiegel-

O 12345678 91011121314 k bild von Byy; 1 _ pbezglich der Spiegelgera-

Fig. H46  den mit der Gleichung k = 14-0,5.

(3) Die Lage des hichsten Rechteckes wandert
mit wachsendem p nach rechts. Es befindet

03 sich bei k= 14 - p. Dabei nimmt die Hohe des

héchsten Rechtecks mit wachsendem p fur

02 p< 0,5 ab und fir g 0,5 wieder zu. Das His-
01 togramm ,zerflieRt* am starksten fir p = 0,5.
= (4) Fir p < p, gilt

O 1234567 891011121314 k
Fig. H47 Biap0 1 iKY > By, (0: 15 . KD

04 B14;03 (K}

04 B14; 05 ({K})

0,3

0,2
0,1

O 123456 7 8 91011121314 k

Fig. H 48
04 B4, 07 (K} 04 B14; 00 {K})
0,3 0,3
0,2 0,2
0,1 01
O 123456 7 8 91011121314 k O 123456 7 8 91011121314 k
Fig. H 49 Fig. H 50

Histogrammfur X ~ By,. o 3mit variablem n Eigenschaften vop.B 3
o } Bs03((k) (5) Die Histogramme werden mit wachsendem n
’ zunehmend axialsymmetrischer.
0,3

(6) Die Histogramme werden mit wachsendem n
0,2

: zunehmend breiter und zugleich flacher.
01{ (Die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 ,zerflief3t".)

O 123456 7 8 91011121314 k
Fig. H 51
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0g } Buoa (k) (7) Einige Histogramme (fir die (n + 1) - 0,3

’ ganzzahlig ist) besitzen zwei nebeneinander
06 liegende (furk=(n+1)-0,3 -1 und fir

04 k =(n+ 1)-0,3) maximal hohe Rechtecke.
0 Fig. H52 (Fig. H 53, H 55)

O 123456 7 8 91011121314 k

04 4 Boi0a () 0 4 Bisioa ()
0,3 0,3
0,2 0,2
g 1 2 3 45 6 7 8 91011121314 k 6 1 2 3 456 7 8 91011121314 k
Fig. H 53 Fig. H 54

Bg; 03 ({k})

O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 k Fig.H55

Bsg; 0.3 (K}
0,2

O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 k Fig.H56

Die markante Symmetrieeigenschaft (2), die wir beim Vergleich der Histogramme yquBd
B14;1 — pbeobachtet haben, lasst sich zu dem folgenden Satz verallgeme  :rn.

Satz H 29 Gegenseitige Lage deHistogrammevon By, , und By 1 _ H 29
Die Histogramme von B ,und B, ; _ pliegen bezuglich der Geraden mit der Gleichung

k = 0,5n axialsymmetrisch zueinandeér.
Spezialfall: Das Histogramm von, B, sist axialsymmetrisch bezuglich der Geraden k = 0,5n.

Beweis: b
Es ist nachzuweisen, dass fiir alle Ki{R; 1; ...; n}) Brp
gilt: Bp. f{k}) =By, 1 - 4{0,5n + (0,5n - K)})
Zu zeigen ist also die Gleichheit voR.B({k}) und 02
Bn; 1 - {{n —Kk}), die wir fir Bgq, g gftir k =40 im 01
Beispiel H 49 bereits gezeigt haben. Aligemein gill

O 12345678 91011121314 k
k=05n Fig. H 57

1) Dieser Satz stellt eine geometrische Interpretation der Aussage (1) von Satz H 28 dar.
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By, (kD) = H-p*-(1-p) "
:ﬁ'_k)' .ﬁ.(l_py—k:ﬁ S(L—py ke
= 51:5 (L-p)iep= Bn;1-4{n—k}) w.z.b.w.

H 55 Erwartungswert und Streuung (Varianz) binomialverteilter Zufallsgrof3en

Um denErwartungswereiner binomiaterteilten ZdallsgroBBe X ~ B, ,auf Grund seiner Definition
zu bestimmen, misste die Summe

EX =0-B, p({0}) +1-Bp.p({1h) + +n- By, ,({n})
= . Uh . . — -0 . HD . . —_ -1 ﬂb . . —
0-£4 g-@-pf +1-£4 g-@1-py +.nefo B-(1-pf
vereinfacht werden. Dies erfordert aber einen hohen Aufwand an Umformungen. Um zu einer Hypo-

these fur EX zu gelangen, konnte man versuchen, die Parameter n und,pp8mzB wahlen, dass
EX sich mit einem relativ geringen Rechenaufwand ermitteln lasst.

Beispiel H 55:
(1) X~ Bs;0,2
—0.CP P 7
EX=0-H-08-08+1-55 -02-08+..+54 0208
=0 +0,4096 + 0,4096 + 0,1536 + 0,0256 + 0,0016 51C;2
()X ~Bs;03
—0.CP P P
EX=0-£4 -08-07+1.54 -08.07+..+5.CH -03.07

=0+ 0,36015 + 0,6174 + 0,3969 + 0,1134 + 0,01215 = 5,503

Beispiel H 55 legt die Vermutung nahe, dass EX = n - p gilt.
Ein zweiter Zugang zu einer verntinftigen Vermutung fur EX bei X, Bt die Interpretation des
Erwartungswertes als Schwerpunkt der Verteilung der Wahrscheinlichkeitsmasse 1.

Bys 01 (K} Bg: 02 ({K}) B2o; 08 (K}

03
02
01
O'A2468k O A2 4 6 8 k 0'2468101214A1820k
Fig. H 58 Fig. H 59 Fig. H 60
EX=1,5 EX=1,8 EX=16

EX=n-p=16-0,1=16EX=n-p=9-0,2=18EX=n-p=20-0,8=16

Den obigen drei Histogrammen ist zu entnehmen, dass der Erwartungswert in der Néhe derjenigen
k mit einem maximal hohen Rechteck zu vermuten ist. Diese Rechtecke sind aber, wie auch die im
Abschnitt H 5.4 diskutierten Histogramme bestétigen, jeweils in der Nahe von n - p. Das bestarkt uns
in der Hypothese: EX=n-p.
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Interpretieren wir den Erwartungswert EX als die zu erwartende mittlere Anzahl der Erfolge, so kann
man einen Naherungswert fiir EX auch experimentell bestimmen. Wir erhalten so einen dritten
Zugang zu einer sinnvollen Vermutung fir EX. Dazu muss die entsprecherdeB LI-Kette hin-
reichend oft realisiert bzw. simuliert werden.

Beispiel H 56: H 56
Zufallsgrof3e Y des BRNOULLI-Experiments: Y= 2 90 mit der Erfolgswahrscheinlichkeit
P 10038

Zufallsgrofie X der BRNOULLI-Kette: Zufallige Anzahl der Erfolge bei fiinf Realisierungen van

Y; X ~ Bn;pmitn =5und p=0,38
Simulation der BRNOULLI-Kette der Lange n =5 und p = 0,38 durch Erzeugen von (Pseudo-)
Zufallszahlen aus dem Intervall [1; 100] mit einem Taschenrechner: Die Zufallszahlen aus
[1; 38] werden als ,Erfolg” interpretiert und mit ,1“ protokolliert; die Zufallszahlen aus
[39; 100] werden als ,Misserfolg* interpretiert und mit ,,0“ protokolliert.

00100 01011 01101 10010 00000 11000 00100 10000 01001 00010 11001 01110 01000 01000 11101 00011
11001 10010 10110 01001 10110 10010 11100 11110 01000 01100 11100 01100 10000 10110 11001 01010
11100 00000 01000 10000 10000 10100 01100 00011 10000 00010 00100 10000 10001 01101 0101C 10111
01000 11101 00001 01001 11111 00011 10000 10001 01010 11000 00001 01010 01111 10011 0100C 01011
00101 00010 00110 11000 00001 10010 01101 01001 10001 01011 10000 10100 10001 11000 00001 10110
00100 00100 10010 00101 01001 11000 00100 00000 01101 01000 01001 01001 10000 00001 01101 10100
01111 01010 10110 00001

Anzahl der Erfolge bei fliinf Realisierungen:

0 Il 3 IR
1 TR 4 111N
2 TR TR 5 I

Das arithmetische Mittel der Anzahl der Erfolge bei den 100 Simulationen ergibt
OEB+1IZBZ+2EBZO+03 (R1+4B+50 _ 4 gg- ). p=5.0,38=1,9.
Auch dieses Beispiel bekréaftigt die Hypothese EX =n - p.

Satz H 30: H 30
Eine binomialverteilte ZufallsgroBBe % B, , besitzt den Bvartungswert EX =n -p, die
VarianzVarX = n-p-(1—p) sowie die StandardabweichungvarX = ./n-p-(1-p).

Beweis/Variante 1:
= - . m —_ - k
EX kZOk T @ - pf

n n-1
- n! -k=— n! -k n!
- kZl(k—l)!(n—k)! @ -pP = kZl(k—l)!(n —K)! P —pf s (n—1)!0! pn(1 - pf

n-1

(n— 1) ~1 _pfn =D - k-1 .
WY T D amy P ) +n- g

— Dn—Z (n—1)! _A(n-1) -k —10
=P Y fgn—n i PP +p-0

=npHT B P -pr N Pt -pf Yk L+ E T B -pf+ - Fe e -pf
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n-1 .
= npk;)g'k]% Fa-pfY*k=n-p w.z.b.w.

Beweis/Variante 2:

X ~ By, pist aufzufassen als Summe der n unabhéngigen ZufallsgrgRen,X.., X, mit
X1=Xp= .. —XnA[b @dhx K+Xp+ .+ Xy

Demzufolge gilt

EX=EX +Xo+ ...+ X)=EX{+EX;+ ... + EX,=n:p (Satz H 17)

D?X = DX(Xq + Xp+ ... + X)) = DX + D?Xp + ... + DPX,=n-p- (1 - p)(Satz H 21)
w.z.b.w.

Beispiel H 57:
Ein ideales Tetraeder mit den Seitenbeschriftungen 1, 2, 3 und 4 werde 200-mal geworfen. Wie
viele Vieren sind dabei zu erwarten? Welche Standardabweichbesitzt die (zufallige)

Anzahl der Vieren? Mit jeweils welcher Wahrscheinlichkeit liegt die (zufallige) Anzahl X der
Vieren im Intervall [EX -o; EX + 0], [EX — 20; EX + 20] bzw. [EX — 35; EX + 30]?

Losung:

Zufallsgrofie X Punktdiagramm

zuféllige Anzahl der Vieren beim 200-maligen Werfen des
L-Tetraeders; X~ B, ,mit n = 200 und p = 0,25
Erwartungswert:

EX=n-p=200-0,25 =50 Es sind 50 Vieren zu erwarten

Standardabweichung:

FEr FET 7
Ph Nat,h Dz~ f
LF

- |,l1 bi(Z08, .25, n)
wil=

1 Few
- a (oo Tr'ac,e ReGr‘:

o=./npO1-p =./20000 250,75 = 6,12 Fig. H 61
PXDIEX ~07 EX +0)) = P(XU[43,87.156.12..) [ eiehsh e
= P(44S X < 56) "nCrin, i) pl-[1—F)" C *bilh, F, i) e

= BZOO; 0,2§{01 11 1 56}) - BZOO; 0,25({0’ 1' 1 43}) - k22 bifn.p, i) *subi(n, p, k1, k22 Daone|

= 0,85546 — 0,1437‘6 0,712 -;:m(zaa .25, 44, 56) . 711697

= subi(200, .25, 38, 62) . 959209

P(XO[EX — 20; EX + 20]) = P(38< x < 62) e i m ey
= Byoo, 0,26(0; L - 62)) — Byog, 024(0; 1;...: 37) = e

=0,97745 - 0,01824 0,959
P(XD[EX — 30; EX + 30]) = P(32< x < 68)
= Bzoo; 0’24{0, 1;...; 68}) — Bzoo; 0,24{0, 1;...; 31}) = 0,99830 — 0,00079 0,998

Beispiel H 58:

Wir kehren nun zu der einleitend (S. 351) aufgegriffenen Frage zuriick, mit der sich der Cheva-
lier bE MERE an den beriihmten MathematikexSeAL gewandt hatte, um sie nun mit heutigen
Mitteln zu beantworten: Was ist wahrscheinlicher: bei vier Wirfen mit einem Wurfel mindes-
tens eine Sechs zu werfen oder bei 24 Wirfen mit zwei Wirfeln mindestens eine Doppelsechs
zu werfen?

Als ,,Hobbymathematikell‘) gingDE MERE davon aus, dass beide Wahrscheinlichkeiten gleich

1

—

PascaL schrieb ubebe MERE ,,... er ist ein sehr tiichtiger Kopf, aber er ist kein Mathematiker (das ist ...
ein groRer Mangel), und er begreift nicht einmal, dass eine mathematische Linie bis ins Unendliche teilbar
ist ..."
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sein mussten, da sich 24 zu 36 wie 4 zu 6 verhélt. Seine Beobachtungen als Spieler schienen
dieser Annahme aber zu widersprechen.
LOsung:
Modellannahme: Die genannten Wirfel sind L-Wiirfel, deren Seitenflachen jeweils mit den
Augenzahlen 1 bis 6 durchnummeriert sind. Die Wiirfe erfolgen unabhéangig voneinander.
Zufallsgrofde X: zufallige Anzahl der geworfenen Sechsen bei vier Wirfen mit genau einem
WUrfel, X4 ~ B4; 1/6
P({bei vier Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens eine Sechs})

0
=P(X,21)=1-P(%=0)=1 % & % ~0,5177
Zufallsgrofe ¥4 zuféllige Anzahl der geworfenen Doppelsechsen bei 24 Wirfen mit zwei
Wirfeln; Y4 ~ Bpy: 1/36
P({bei 24 Wiirfen mit zwei Wiirfeln eine Doppelsechs zu werfen})
= P(Y421)=1-P(%,=0)=1-F8 g8’ B9~ 04914
24 4 Op0 TBel [Bel ’
Die Wahrscheinlichkeit, bei vier Wirfen mit einem Wirfel mindestens eine Sechs zu welfen,
ist also (wenn auch nur geringfiigig) groRer als die Wahrscheinlichkeit, bei 24 Wirfen mit zwei
Wiirfeln mindestens eine Doppelsechs zu werfen.

Bliebe zu klaren, ob es fir die voB MERE angenommene Verhaltnlsglelchhélt 24 eine sinn-

volle wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung ibt. - kann auch éls 4. 3]_5 24.  geschrieben
werden und entspricht damit der Gleichheit der Erwartungswerje=EE¥,, = 0,6 . X, und Yo,

haben dieselben Erwartungswerte, aber dig Werte streuen starker als dig-Werte:
DX4= [ACE(2 =0,7454 <0,805% 240132 = DYy,

H 5.6 Simulation von BERNOULLI -Ketten mit dem Taschenrechner

Um eineBERNOULLI-Kette der Léange n und mit der Erfolgswahrmcmmmmd N ] i

scheinlichkeit p zu simulieren, definieren wir im Programm-Edifigine: """
=Iﬁgﬁ§%eéé5§e i,zufall.erfola

des GTA die Funktiosimbin. Dazu wird nach Start dieses Editon: #2135

fFor i,

mit (Programmeditor_3) (NEW)in das Dialogfeld | ??”3533?1%? Then

£1%+erf

der Variablennamsimbin eingetragen und dann diese Funktion [ _ %3%erros m
augment(liste,erPolg)éliste

entsprechend (der aus zwei Schirmbildern zusammengesetztgie;de"
tEndFunc

Fig. H 63 definiert.

Gibt man nun im Home-Edit@imbin(4, 0.6, 390014) ein, so wird
auf dem Bildschirm eine Liste der Lange n = 4 angezeigt, id dE@Tmer?meeaﬁa-z...]

Fig. H 63

fur ,Erfolg” und O fuir ,Misserfolg” steht sowie die zufallige Anzahjs c;mwincs, .6, 111113 @ 8 @ 03
X der Einsen binomialverteilt ist mit P(X = k) 5B {k}) fur ~ [2iine € %ms a1 1 o
k 0{0; 1; 2; 3; 4}. Die zusatzliche Eingabe eines sich von Simuljssineince. ¢ soraiess 0 1 & o
tion zu Simulation &ndernden (aber ansonsten beliebigen) X-Wes suisbint, £rzzzzy - ° '3
(hier 390014) dient der Initialisierung des Zufallsgenerators. Vet tie -2

dert man den x-Wert nicht, so werden dieselben Listen erstellt. Fig. H 64
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Um mithilfe mehrerer(m Stiick) simulierter BRNOULLI-Ketten [*'—Tcm,olm,o L] ]
slmblnm(h R

von jeweils derselben Lange n und mit derselben Erfolgswahr-|ifin

Local listel,i.zaehler.j,zufall,anz,lis)
£ed, kw0, 11568

scheinlichkeit p Naherungswerte fir die Wahrscheinlichkeiten Eg‘-gg’?gsgl
1

o i,

Bn; o({k}) bzw. By, {0; 1; ...; k}) zu ermitteln, kann man im E;iaezﬁ" -
! . ’ . . B .. . H randiiszufa
Programm-Editor Funktiosimbinmdefinieren (Fig. H 65). I AR ey
i i i EEnguggent(llstel {zachlerk2+listel
Im Home-Editor wird durch Eingabe von [Dsliste
i O*anz
. . f For om,1.m
simbinm(200, 4, 0.6, 2888) bzw. g AT
:  EndFor
. . H augment.(llst.eZ fanzkr+listeZ
cumSum(S|mblnr‘r‘(200,0.6,2888)) =%eg§approx(llste2[g]/m) w1,k liste
. . .. " fEndFunc
eine Liste von Naherungswerten flr

Fig. H 65
a1 gebralcorc other Prantofclear oz |

Ba; 0,d{k}) = %-0,6"-0,4“" bzw. fir
die aufsummierten Wahrscheinlichkeitep Bs({0; 1; ...; K})

ausgegeben, die durch 200 Simulationen eiE@NBULLI-Kette | "™ s 55 55 L3as .15m
slmbmm(20l3 4 6 ZE88)

mit den Parametern n = 4 und p = 0,6 erzeugt worden sind. wmsW(smbfﬁizaésfls6292}595?3?2:8 122
msum(smhmm(zéu 1.6, 2888))'

[biam
Fig. H 66

H 5.7 Grenzwertsatz vonDE MOIVRE -L APLACE zur Binomialverteilung

Bei vielen praktischen Problemen (z.B. im Zusammenhang mit dem Testen von Hypothesen —

s. Abschnitt J 1) werden aufsummierte Binomialwahrscheinlichkeiteg{B; 1; ...; k}) fir grof3e

n (z.B. n > 200) oder ,krumme"“ Werte von p oder n (z.B. p = 0,22 oder n = 172) ben¢tigt, die tbli-
cherweise nicht tabelliert vorliegen. Es war daher in einer Zeit, in der es noch keine elektronischen
Hilfsmittel gab, naheliegend, nach entsprechernd#merungsformelnzu suchen.

In der Analysis werden Flacheninhalte unter dem Graphen einer stetigen Funktion ndherungsweise
mittels der Rechteckmethode (Streifenmethode) bestimmt. Solcherart Rechtecke treten auch bei den
zu betrachtenden Binomialwahrscheinlichkeiten

: Bus 0({K})
auf, wenn man deren Histogramme betrachtet, -
jedoch ist die zugehdrige stetige Funktion unbe
kannt. In einentistogramm wird im Unterschied
zum Stabdiagramiwo man an der Stelle k einer
~Stab" der Lange P(X = k) eintragt, iber dem Int: L _
vall [k — 0,5; k + 0,5] ein Rechteck mit der Breite
und der Hohe P(X = k) gezeichnet. Die Wahr-
scheinlichkeit B. ({k}) entsprichtim Histogramm
der Flachenmal3zahl des Rechtecks an der Stel ( o5
sowie die aufsummierten Wahrscheinlichkeiten
Bn; p{0; 1; ...; k}) der Summe der Flachenmaf3ze o = N O I =
len der Rechtecke (soweit sie zeichnerisch erfa: 5678 910111213141516 K
bar sind) an den Stellen 0, 1, ..., k (Fig. H 67). Fig. H 67

Betrachtet man Histogramme von Binomialwahrscheinlichkeit z.B. mittels Computer nochmals
genauer, so erkennt man (in Erganzung zu den Beobachtungen im Abschnitt H 5.4):

0,25

0,10
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04

X ~ Be. o {{K X-5.0,3=X-1,5 X-15
5. 0,4{K}) o
Bs; 03 (K} Bs; 03 ({k+15}) Bs; 03 ({kV105+15})-V105

( 01
o 1 2 3 4 s K 2> 40 1 2 3 4k 098 O 098 Kk
Fig. H 68a Fig. H 68b Fig. H 68c
X ~ Bqe. o 41K X-15-0,3=X-4,5 X=45
15; 0,41k} e
0 B1s; 03 ({k}) 0t Bas; 03 ({k +4,5}) Bis, o3 (k-V315 +45)) V315
03 03

02

01

o 2 4 6 8 10 kK -4 =2 O 2 4 6 kg

-112 o 112 k
Fig. H 69a Fig. H 69b Fig. H 69c¢
X-=15
X ~ Bgg. K X-50:0,3=X-15 ==
50; 0,41K}) 105
0} Bso;03 (KD 04} Bso 03 ({k+15}) 44Bs0,03 ({(k-V105+15}) V105
03 03
02 02
. m&ﬂﬂjjm:uhh?w" Aidﬂjjﬂ :D]]hﬁan—
o 4 8 12 16 20 24 k 8 -4 0 4 8 K , 11 k
Fig. H 70a Fig. H 70b Fig. H 70c

(1) Je gréRep = EX = n- p wird, desto weiter wandert das Histogramm ,nach rechts”. Betrachtet
man statt der ZufallsgréRe X die (zentrierte) ZufallsgroReXse betragt deren Erwartungswert
E(X —W) = EX — = 0 und das Histogramm hat sein héchstes Rechteck bait k= 0, da
PX—p=k-u) =P(X=k) =8 ({k}), P(X - =1i) =B, f{i + W}).

(2) Je ngBeﬁ2 =n-p- (1 - pyird, desto mehr ,zerflieBt* das Histogramm, desto flacher und
zugleich breiter wird das Histogramm. Geht man von der bereits zentrierten Zufallsgrif3e X —
Uber zu der standardisierten Zufallsgr&%(;éf n?ﬁf( k—u 2 p(K}), so besitzt diese

die Streuung é(%) = DZ((—ly X —p) = (é Y- DX = (§ )2 -gz = 1 und zerflieRt daher nicht
mehr. (Die Rechteckbreiten werden von der Breite 1 der Intervalle [k — 0,5; k + 0,5] bei X auf die
Breitec-ly der IntervaIIeK[_ ”G_ 0.5 ',‘_“; 0.5 ] béf—g—k‘ gestaucht, demzufolge miissen die Recht-
eckhohen von B ({k}) bei X auf o - By, ({k}) bei XT_“ gestreckt werden, so dass der Recht-
eckflacheninhalt der Mal3zahl nach unverandgri(}) bleibt.)




H31

H 59

m
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(3) Je groRer n wird, desto mehr néhert sich die auRere Form der (€6 micht symmetrischen)
Histogramme der standardisierten Zufallsgré%éf einer zur y-Achse symmetrischen Glo-
ckenkurve. DieseAUlsszsche Glockenkurveist der Graph der geraden Funktipmit der Glei-
chungd(x) = —ﬁ .e 2" und ihrer Stammfunktio®.

Betrachtet man die Streckung des Hlstogramms)sfeh mit dem Streckungsfaktergibt sich

fur die EinzelwahrscheinlichkeitB({k}) = P(X = k) = P(XT_‘l = "?T“ )= % -¢(ij“) sowie fur

die aufsummierten Wahrscheinlichkeiten

B, p({O' 1L..okh= XDB D)

20 (Flacheninhalt des Rechtecks mit der Breite 1 und der HRh&iB)

Zo (Flacheninhalt des Rechtecks mit der Brélte und der HoBg. ({i})
_—_u

[ 00dx =a(ksk)

n

Satz H 31: Grenzwertsatz (Naherungsformel) vorbE MOIVRE -L APLACE
Es sei X eine binomialverteilte Zufallsgré3e mit X 5: pundn - p - g > 9Dann gelten die

lokale Naherungsformel P(X =k) = B, ({k}) = c—lyq)('f-g-ﬁ) und die
globale NaherungsformelP(X < k) = By, ({0; 1; ...; k}) = q:("*o%*)l),
wobeig=EX=n-pundb=DX=./np{1-p.

1 2
. _— 1 X .
Da die Funktiorp: x 1— = e 2" nicht Fig. H 71

geschlossen integrierbar ?st, sind die Funktior

werte ihrer Stammfunktiof® tabelliert. Fur die

Nutzung dieser Tabellen ist die Eigenschaft

®(— x) = 1 -d(x) wesentlich, da somib nur fir (o)
nichtnegative Argumente tabelliert werden mu
Die Gultigkeit dieser Gleichung fur alle3R
kann man aus dem zur y- Achse symmetrlschen Graplwmehmen wenn man beachtet, dass

J‘¢(x)dx- 1gilt: d(-x) = Ic])(t)dt— Id)(t)dt— J’d)(t)dt— J'q)(t)dt— —D(x).

—3  —2i=ae 1 5o 3 X

Beispiel H 59:

\Von einer Sorte Saatgetreide, fur das eine Keimfahigkeit von 90% ausgewiesen ist, werden
1000 Koérner ausgesat. Es soll ermittelt werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit dann die fol-
genden Ereignisse A bis C eintreten:

D Der in der Formel enthaltene Summand 0,5 hat keinen mathematisch begriindbaren Hintergrund. Sein Ein-
figen beruht auf Erfahrung. Die Formel wird auch ohne diesen Summanden 0,5 genutzt.
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A = {es keimen héchstens 905 Kdrner};

Losung:

B = {es keimen mindestens 890 Kérer}
C = {es keimen mindestens 910 und héchstens 960 Korner}

Zufallsgrof3e X: zufallige Anzahl der keimenden Kdrner unter den 1000 ausgesaten;

X ~ B1000; 0,90

Erwartungswertpy = 10 0,90 = 900; Streuung2 =10®-0,90-0,10 =90
Die Faustegeln - p -q > 9 des Satzes H 31 fir demwendbakeit derTabellen deNormalver-
teilung zur naherungsweisen Berechnung obiger Binbwmailarscheinlickeiten ist somit

erfullt.

« P(A) = P(X< 905)= qn(%o) = ®(0,58)= 0,72
« P(B) =P(X=890)=1-P(X < 890) = 1 — PX889)= 1 —m(@%‘b =1 -0 1,11)

=1 - (1-P(1,11)) =®(1,11)= 0,87

. _ ~ b 960,5 ~900\ _ +,909,5 ~900\ _ _
P(C) = P(916k X < 960)= &(*02= 0 —a( — 9 = d(6,38) —d(1,00)

= 1,00000 - 0,8418 0,16

Werden die Wahrscheinlichkeiten P(A), P(B) und

P(C) mithilfe der bereits definiertsnbi-Funktion

berechnet, so erhalt man auf dem GTA-Bildschirm

nebenstehende Angaben:

Beispiel H 59 macht deutlich, dass fiir Berechnungen ypp Biitn-p - (1 — p) > @ine Approxi-
mation der Binomialverteilung mithilfe des Satzes warMoIvRE-LAPLACE dann praktisch tber-

Fig. H 72

|’F1 ‘|’ F2¥ Trzv]’ ruvT FE FE
.E AlgebralCalc|0ther Pr*ngDTClear a—z...]

=nrin, i) pT(1-p)" * *biln,p, i)
Done,
k2
= 3 bilh,p, i) subiln, p, k1, k2D Done|
i=ki
=1 - subi(1008, .9, 906, 1000) 71578
= subi( 1808, .9, 890, 1008) . BE5224]
=subi(1000, .9, 310, 360 . 158238

subi<iDon, .9.910. 960>
HAIN FAD RPFROE 3

EQ_E/Z0

flissig wird, wenn Computer oder programmierbare Taschenrechner zugénglich sind.

H 5.8 Normalverteilung

Der Grenzwertsatz von de MoivrexbLACE (Satz H 31) legt den Gedanken nahe, mittels der

GAussschen Glockenkurve bzw. der auf der Menge der reellen Zahlen definierten Fdnkitiit

nur Naherungswerte von P&Kk) = By, ({0; 1; ...; k}) fur die naturlichenZahlen k mit &< k< n

zu bestimmen, sondern fiieliebige reelleZzahlen k. Da die MendR der reellen Zahlen nicht mehr

m

~durchnummerierbar” ist, sprengt eine solche Erweiterung freilich den Rahmen sowohl der endli-
chen als auch der diskreten Zufallsgrof3en: Man gelangtetigen ZufaIIsgrtiBerJr) (oder auch

zufalligen reellen Zahlén

Definition H 20:

Eine Zufallsgréf3e X heifstetig, wenn es eine nichtnegative Funktion f gibt, so dass
P(X<x) = F(X) :I f(t)dt fur alle XJOR gilt. Die Funktion f nennt mabichtefunktion und F

—00

Verteilungsfunktion von X. Ihr Erwartungswert ist EX =I x - f(x)dx.

D Fir die BetrachtungtetigerZufallsgréRen wird dasoLMOGOROWsche Axiomensystem fir endliche
ZufallsgréBen verallgemeinert: Man erweitert den Ereignisrdti@@chEreignisalgebraoder kurzAlge-
bra genannt) durch eine-Algebra, die Additivitat durch eine-Additivitat.

H 20
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H 60

H 22
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Fur eine derartige stetige ZufallsgréRe X gilt demzufolge auf Grund der Definition eines bestimmten
Integrals als Grenzwert

Plas X<b)=Pa<Xb)=Pa X<b)=Pa<X<b) j’ f(t)dt = F(b) — F(a) und damit
P(X=a)=0.

Definition H 21:

y a=2,b=4
Eine stetige ZiallsgroRRe X heil¥gleichverteilt tber 05
dem Intervall [a; b] (a < b), wenn fur ihre Dichtefunktion gilt: 04l
o1 .
furasx< 0314
fx) = p_a Urasxsb ool
Ho sonst ’
01+
Dann ist EX =22 ,Bx=21 (b af' S
2 Fig. H 73 5 5 4%

Beispiel H 60:

Anja verspricht zwischen 18.30 und 19.00 Uhr einzutreffen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit p

kommt sie erst innerhalb der letzten sieben Minuten an?

Losung:

Kdénnen wir davon ausgehen, dass Anja kein Zeitintervall fir ihr Eintreffen bevorzugen wird, so

ergibt sich eine Gleichverteilung auf dem Intervall [0; 30]:

_ a1 1130 _ 5

p = P(XO[23; 30]) _Lm dx _[%x] b =02 .
Ubertragt man die Gleichverteilung tiber einem Intervall aufRfeso gelangt man zu einer weite-
ren Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Definition H 22:
Ist die Ergebnismend® ein endliches Flachenstiick mit dem Inhajt Ao heil3t die Funktion P,
die jeder Teilflache E (unabhangig von ihrer speziellen Form¥vont dem Inhalt A die

Wahrscheinlichkeit P(E) _'KE zuordngeometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Q

Beispiel H 61:

Es soll der Inhalt der in Fig. H 74 markierten Flache bestimmt werdqrj._

Losung: l

Die SimulationstochastischeYorgange ist die Grundlage ddoONTE- /{

CARLO -Methode zur numerischen Lésung verschiedener — auith- |

stochastischer mathematischer Probleme. So kann man beispielswei i
|

1
das bestimmte Integral IJE f(x)dx mitOf(x) < 1 interpretieren als o 1 x
0

Fig. H 74

geometrische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, dass ein ,rein zufal-

lig“ auf das Einheitsquadrat [O; £][O; 1] geworfener Punkt auf die unterhalb des Graphen von

f liegende Flache fallt. Die anhand von n Paaren von Pseudozufallszahlen aus [0; 1] auszahlbare
relative Haufigkeit (E) dient als Schatzwert und damit Naherungswert des Integrals | bzw. des
Inhalts der markierten Flache.
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1
2)

Speziell mit einem Viertelkreisbogen als Graphen von f l[asstanéherungsweise ermitteln:

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahlter Punkt obigen Einheitsquadrats atich im
Viertelkreisbogen liegt, lasst sich einerseits auffassen als Quotieﬁ?g\us z amg , und
andererseits naherungsweise als Quotient aus der Anzahl m der Zufallszahlenpaare (x; y) mit
X2+ y2s 1 und der Anzahl g aller aufgetretenen Zufallszahlenpaare (x; y) des Einheitsquedrats.
Damit gilt: E = % bzw. = %9. Das historisch erste Beispiel fiir das Anwenden denié-
CaRLO-Methode ist dasurFonschée) Nadelwurfexperiment zur ndherungsweisen Bestim-
mung vonr, das der Pariser Akademie im Jahre 1733 vorgetragen worden ist.

Definition H 23: y H 23
Eine stetige Zufallsgrofie X heif3t 20
exponentiell verteilt mit dem ParameterA (A > 0), ' f,

- . . . e flir x>0 10
wenn fur ihre Dichtefunktion gilt;{x) = . ’

L L gittALx) H o furx<o0 fa

DanmstEXzX,IﬁX:)\—z. Fig. H 75 — 1 2 3 4 X
Beispiel H 62: H 62

Die zufallige Zerfallszeit X der Kerne eines radioaktiven Nuklids mit einer Halbwertszeit von
140 Tagen kann als exponentiell verteilt angesehen werden. Dabei versteht man unter Halb-
wertszeit diejenige Zeit, in deren Verlauf ein Kern dieses Nuklids mit der Wahrscheinli%;hk 2it
zerfall®. In welcher Zeitdauer x (in Tagen) erfolgt ein Zerfall mit der Wahrscheinlichkeit 0 95?
Ldsung:

Bestimmung VOrA:
140

P(X < 140) = ‘! AeMdx = [e™] 130 =1-e¥0 =05 also e4* =05

:n _ In05 _
und damitA = 5 0,00495.

Bestimmung von x:
X
P(X< X)= {0,00495@0100495& =1 — g0.00495%= g 95 also @:004%5%= 0,05

.o _ In0,05 _
und damit x = 5,00495 "~ 605.

Definition H 24: H 24
Eine (stetige) ZfallsgroRe X heitormalverteilt mit den Parametern p und 62 oder
(1; 0®)-normalverteilt oder kurz Ni¢ 0°)-verteilt, wenn

X (t-w?

F(x) = P(X<x) = [ f(t)dt mit () :ﬁz e 202

=00

Comte George-Louis LeclenE BUFFON (1707-1788); franzdsischer Naturforscher und Mathematiker
Dies entspricht der physikalischen Sprechweise, wonach die Halbwertszeit angibt, in welcher Zeit sich
jeweils die Halfte der vorhandenen instabilen Atomkerne umwandelt.
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Die Fig. H 76a, H 76b und H 76c zeigen die Graphen von f fir ausgewahlte Wepteindo.

y L=50=2 y un=3,06=05 y u=0,0=1
1 08t I
0,2 T A 02+ L\ f
5 1 e I e e SR : %
Fig. H 76a Fig. H 76b Fig. H 76¢

Die Dichtefunktion f besitzt die Symmetrieeigenschgitf x) = (i + x). Der Graptvon f ist dem-
zufolge axialsymmetrisch zur Geraden mit der GleichungixBas heil3t: Die x-Achse ist symme-
trisch bezuglich x 1 mit Wahrscheinlichkeiten bewichtet. Der Parampteildet dernSchwerpunkt

der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Als Schwerpunkt einer Verteilung einer ZufallsgroRe X wird er

i alsErwartungswert EXriterpretiert. Demzufolge musste A A A e

+o0 (x=p)?

1 . 202 - i i "’ (2= )2

X e dx U gelten, was man mit den Mitteln der } [ " - ]

;[o J2na? ol e -

2

+00 ® Cx
. 2 . - A
M  Analysis (unter Verwendung vy *edx = ./mt) beweisen kann. } Ex® ™ g
£n|(r4X/I(2 n)::ni;\m( _XAZ/ZFM)N_‘E )z(a;n_w )
Fig. H 77

Nebenstehende Figur gibt die Resultate der Berechnung des

Integrals fur die zwei Féalleu=1,0 =2 (1. Zeile) undp=0,0=1 (2. Zeile) an.
Der Parametes? charakterisiert die Wendestelleyy = —o und Xy, =l + ¢ des Graphen von f.

Je grb‘f&ecr2 ist, desto breiter ist der glockenférmige Graph von f und desto gréf3er misste demzu-
folge dieStreuungd?X der N; 09)-verteilten ZtallsgroRe X sein.

H 32 Satz H 32 Erwartungswert und Streuungbei Normalverteilung
Fur jede f1; 0®)-normalverteilte ZufallsgroRe X gilt EX g und DPX = 62,

Die Dichtefunktion f einer N(0O; 1)-verteilten Zufallsgrdfiezeichnet man mit.

Es giltd(— x) =d(x).
Die Verteilungsfunktion F einer N(O; 1)-verteilten Zufallsgré@ed mit @ bezeichnet und haufig
GAUsssche Summenfunktiongenannt. Es gilp(—x) = 1 —®(x).

9004
0,6 +

P(X < a)
02+

X Fig.H78 of aj x  Fig.H79

a
Die Wahrscheinlichkeit P(X a) =®(a) = J’ d(x)dx kann als Inhalt der Flache gedeutet werden, die

durch den Graphen va die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x = a begrenzt wird
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(Fig. H 79). In Fig. H 78 ist die zur Abszisse x = a gehdrende Ordinadeals die Wahrscheinlich-
keit P(X< a) zu interpretieren.

Satz H 33: H 33
Ist X eine N(1; 02)-verteilte ZufallsgroRe, so ist die standardisierte Zufallsgrdf&é%‘i
N(0; 1)-normalverteilt. Es gilt P(X x) = ®(X=H).

Eine ZufallsgrofRe X ~ N(O; 1) bezeichnet man auclstalsdardnormalverteilt.
Da die Funktiord keine elementare Stammfunktion besitzt, sind die Funktionswert® ¥on
Argumente »x 0 tabelliert. Die dort enthaltenen Funktionswerte @omurden bestimmt auf Grund

einer Reihendarstellung vabr ®(x) = = + — (1 + Z (- 5W3§—;k—+—1))1).

Definiert man die n-te Partialsumme dleser Relhe als Funktion B i e otrar fromaptear 2z, |
term in Abhangigkeit von n und x auf dem Taschenrechner, so . s+ .{H g % J.
H . . . . . . : k=1| k! - L2k +
sich®(x) mit hinreichender Genauigkeit berechnen. Um die Fu - L
tionswerted(x) fur negative Argumente zu bestimmen, nutzt mz:norwgé-é;,gg; i
;i)le Symn;e_t(rj;e debr chtheLunkt@L die durch die Gleichung n;o;ﬂv::fg; 4?;:5.,'?,?“ =2
(-x) = (x) beschrieben wird. Fig. H 80
Beispiel H 63: H 63

ZufallsgroRe X ~ N(5; 9

a) Die Wahrscheinlichkeit P(X 6) ist sowohl mittels der zu X gehérenden Dichtefunktion f
als auch mittels der Dichtefunktignder standardisierten Normalverteilung grafisch zu ver-
anschaulichen.

y-.
021
[f\‘
§ ' 4 ' 8 ' 12 X X

Fig. H 81 Fig. H 82
b) Die Wahrscheinlichkeiten P(X 6), P(X > 5,5), P(&4 X <7), PGX —50< 1,4) und
P@X — 50> 1) sind zu berechnen und mittélgrafisch zu veranschaulichen.
allgemein N(1; 02) Beispiel N(5; 2) Veranschaulichung
y

P(X < x) P(X < 6)
= p(h) = (32
= ®(0,5)= 0,691

FigH83 -2 o 2  x

D Diese Reihendarstellung vanbasiert auf der Integration der Potenzreihenentwicklungpvon
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Einem Messprotokoll von 125 neun- Héhe in cm

Klassenmitten
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P(X > x) P(X > 5,5)
=1-P(X< X) =1-P(X<5,5)
:1_q3(%) :1_¢(5,52—5)
=1 -9(0,25)= 0,401

Fig.H84 -2 o 2 x
P(x < X < Xp) P(4<X<7)
= P(X< X)) — P(X < %) :q)(l%?)_q;(%é
= (L) — (L) = d(1) ~B(-0,5)= 0,533

Fig.H85 -2 o L
P@OX — pO< X) P@X —50< 1,4)
= P(—xs X —p < X) :2-q>(1'74)_1
=P(=xt+tu<s X< x+p) =2-90,7)-1
— X X -
=0(35) - () = 0,516
— X X
= 0(%) - (1-0(%))
= X X
=2.0(%)-1
P@OX —po>x) POX-51>1)
=1 - PEX — po< ) =2-(1-9(3))
=1-(2®(2)-1) =2-(1-9(0,5))
=2-29(3) = 0,617
— X
=2.(1-0(%))

Beispiel H 64:

Strichliste

jahrigen Kiefern einer Versuchsflache [50; 70]
lasst sich die nebenstehende Strichliste’0; 90]
und das ihr entsprechende Streifendi- [90; 110[
gramm entnehmen. [LloE (o]
Kann man die Verteilung der Hohen be ﬁgi 138{
diesen Kiefern als normalverteilt anse-, 170; 190]
hen? Um diese Frage zu beantworten, igtgo; 210[
in das Streifendiagramm die Dichte- [210; 230[
funktion f derjenigen Normalverteilung [230; 250[

zu skizzieren, die gegebenenfalls als [250; 270[

60

80
100
120
140
160
180
200
220
240
260

N&aherung der vorgegebenen Verteilung anzusehen ist.
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Ldsung:

Die Strichliste bzw. das Streifendiagramm der Verteilung der Baumhéhen zeigt in groben
Zugen den Verlauf einer Glockenkurve, die mit einer Normalverteiluugcl@ﬁ verglichen
werden soll. Als ihren Erwartungswertvahlen wir das arithmetische Mittel

- _ 1 il |3E91£§Bra ot |ofher Promioflear: a-z.. |
X125 = 125 lel . HlZd{Xi}) 49 15 22 3 27 5 6 33slister
: 5 su;w(lis:t,el-‘list:eQ) '>.am ’ . 1?6. 32
= .
(1-60+1-80+2-100+9:120 + 15-140 + 22 - 16( _fi1ictet - amy?-115te2)

125 . — ses 1344.41
+30-180 + 27-200 + 9-220 + 6-240 + 3-260) = 176 }(e:S) 36. 6662
und als ihre Streuung? die empirische Streuung si:ig, H 87

0fp5_1 = %1 > 0§ =X125 Y - Hiog{xi})

12 ,1(60-176 33-1+(80-176,3%) 1 + ... + (260 — 176,32)3] = 1344, 4= 36,7
Um den Graphen der Dichtefunktion von N(176,32, éﬁﬂdas gegebene Streifendiagramin
einzutragen, ist zu beachten, dass dieses Streifendiagramm kein Histogramm ist. Damit rian die
dargestellten absoluten Haufigkeitegpb{x }) als relative Haufigkeiten
hio5{Xxi}) = 125 - Hyo5({X;}) interpretieren kann, missten wir nur den MaRstab der Ordinaten-
achse andern, die Ordinatenwerte auf ihren 125-ten Teil verkleinern. Somit wére aber noch
nicht gewahrleistet, dass — wie bei einem Histogramm erforderlich — die Summe der Rechteck-
flacheninhalte den Wert 1 ergibt, da die Rechteckbreiten alle gleich der Klassenbreite 20) sind.
Infolgedessen wird aus dem urspriinglichen Streifendiagramm ein Histogramm, wenn d e
Werte auf der Ordinatenachse insgesamt auf ihren (125 - 20)-ten Teil gebracht werden. In dieses

Histogramm skizzieren wir den Graphen der Dichtefunktion f mit
_(x=176,32?
f(x) = .e 20867
A/Zn (86,72

Mit dem GTA ist die oben gestellte Aufgabe beispielsweise dadurch zu I6sen, dass man cas His-
togramm im Graphmodusunctionanstatt durch den Graphen der Treppenfunktion mit den
Funktionswerten Ihs({X;}) durch den der Treppenfunktion mit den Funktionswerten

125({x,}) darstellt und den Graphen von f in dasselbe Koordinatensystem zeichnet.

= | Zoam|Trace Relr-aph|Math|Dr au|= &

- 3 . ] T z
< 270 and x > 250

Z5on 0.016

“yz2l Gb,else

L
1250020

(x - 176.32)2
B z
ogzpe— L., "2(3&.7) 0,008
2.1-(36.7)2
923= A = A 4
%Z(X)_'" -R:EDZﬁP)PRD%/( 2*;“(N:§6-7) 2)) Fig. H 88 HMAIN RRD AUTO FWC Fig- H 89

Beim Vergleich von Histogramm und Normalverteilung stellt man trotz des recht geringen
Umfangs (m = 125) der statistischen Ausgangsdaten keine zu grof3e Abweichung fest. S0 weit
die wenigen Messdaten erkennen lassen, entspricht die Verteilung der Héhen bei den
neunjahrigen Kiefern einer Normalverteilung.

Die Aussage der@Regel (Satz H 24), die mittels der fir alle ZufallsgréRen geltensiemeEBY-
scHeEwschen Ungleichung gefunden worden war, kann fir normalverteilte Zufallsgréf3en verscharft
werden: Es ist praktisch sicher, dass eine normalverteilte ZufallsgroRRe X sd\aur Werte aus

dem 3-Intervall annimmt.
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Satz H 34: 3o-Regel fur normalverteilte ZufallsgréRen

Eine N{1; 0°)-verteilte ZufallsgroRe X nimmt Werte

e im lo-Intervall [u — 1o; u + 10] mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 0,68,

e im 2o-Intervall [u — 20; 1 + 20] mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 0,95 und

e im 3o-Intervall [u — 30; i + 30] mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 0,99 an.

H 5.9 Zentraler Grenzwertsatz

Wahrend der anfanglichen stochastischen Untersuchungen zufélliger Vorgdnge beschréankten wir
uns auf das Modell einendlichenZufallsgréf3e. Angesichts der Endlichkeit jeder messbaren Rea-
litat erscheint eine Ausweitung auf nicht-endliche diskrete oder gar stetige Zufallsgré3en nicht recht
sinnvoll. Die bisherigen Erfahrungen im Mathematikunterricht belegen aber sehr wohl den Nutzen
des Arbeitens mit mathematischen Idealisierungen wie beispielsweise den geometrischen Kdérpern
oder den stetigen Funktionen — und auch der Schritt zu den stetigen ZufallsgréR3en erlaubt Zugange
zu sonst kaum lésbaren Problemen.

Der Grenzwertsatz vobE MOIVRE-LAPLACE er6ffnete — historisch gesehen — erst die Mdglichkeit

fur ein praktikables Berechnen von langen, aber endliceen®uLLI-Ketten, und zwar dadurch,

dass sie naherungsweise durch eine normalverteilte, also eine stetige Zufallsgrof3e beschrieben wur-
den. Dieser Grenzwertsatz fir Summen von unabhéngigen Zufallsgrof3en beschrankt sich auf iden-
tisch verteilte ZufallsgréRen und zusétzlich agRBouULLI-Grol3en. Es lasst sich jedoch beweisen,

dass die Summe von n unabhéngigen, aber beliebig verteilten ZufallsgroRen (unter ansonsten nur
noch schwachen zusatzlichen Bedingungen, die bei Anwendungsproblemen fast immer erfillt sind)
angenahert normalverteilt ist und die entsprechende standardisierte ,Summengrofie* der N(O; 1)-
Verteilung genigt.

Satz H 35: Zentraler Grenzwertsatz
Besitzen die voneinander unabhangigen ZufallsgroRéir XO{1; 2; ...; n} jeweils sowohl
einen endlichen Erwartungswert Fals auch eine endliche Streuun®® so gilt

Zx - ZlEX

lim Plas™=2—2=L <) Iq)(x)dx

n - oo
X‘DZXI
=

Dieser Zentrale Grenzwertsatz gibt die theoretische Begriindung daftir, dass so viele in der Praxis

auftretende Haufigkeitsverteilungen mehr oder weniger glockenférmig sind. Diese Glockenform ist

immer dann zu erwarten, wenn die betrachtete Zufallsgré3e X ihre Werte unter dem Einfluss vieler
unabhangiger und additiv wirkender Faktoren annimmt. Fur derartige endliche Zufallsgro3en lassen
sich also die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten mit praktisch hinreichender Genauigkeit mittels
der tabellierten stetigen N(0; 1)-Verteilung bestimmen.
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