F  Weitere Anwendungen von Begriffen, Satzen
und Verfahren der Analysis beim Lésen inner-
und aulBermathematischer Probleme

Die Palette der Anwendungsgebiete der Analysis ist aul3erordentlich breit. Ihre Begriffe, Satze und
Verfahren werden sowohl in den unterschiedlichsten Bereichen der Mathematik selbst als auch in
den Naturwissenschaften, in der Technik, in der Okonomie u.a. vielfaltig genutzt, wobei man einfa-
che Probleme auch bereits mit Mitteln der Schulmathematik I16sen kann. Folgendes Beispiel aus der
Integralrechnung soll dies illustrieren:

100 Jahre nach dem Aufstieg des ersten Zeppelins LZ 1 in Friedrichshafen erhob sich am 13. Juli
2000 sein hochmoderner Nachkomme, der NT LZ NO7, in die Lufte — und nach fast sechzig Jahren
begann 1999 in Deutschland auch wieder der Bau von Luftschiffen als Transportmittel, wobei mod-
ernste Technik eingesetzt wird. Die Griinde fir die Wiedergeburt der Giganten der Lifte liegen in
den positiven Eigenschaften der Luftschiffe. Dazu gehéren die Méglichkeit, senkrecht zu starten und
auf kleinstem Raum zu landen, der geringe Kraftstoffverbrauch und damit die extrem lange Flug-
dauer ohne Nachtanken und das ruhige Gleiten in der Luft. Viele Guter, die fir konventionelle Trans-
portmittel zu grof3 oder zu schwer sind, kénnen mit Luftschiffen beférdert werden. Durch den Ein-
satz der ,Leichter-als-Luft“-Technologie ist die zu transportierenden Gesamtlast fast ,schwerelos*
und der erforderliche Energieaufwand fiir den Transport daher gering: Ein Kubikmeter des als Luft-
schiff-Fullung verwendeten nicht brennbaren Heliums tragt rd. 1 Kilogramm Last und verbraucht
sich dabei nicht. AuRerdem bleibt das Luftschiff im Gegensatz zum Flugzeug selbst bei abgeschal-
teten Motoren in der Luft.

In der Nahe von Berlin ist in den letzten Jahren eine Werft entstanden, die Luftschiffe von 260m Lange und 65m
Durchmesser bauen und warten wird. Diese Luftschiffe kdnnen bis zu 160 t Nutzlast befordern, die in
einem Container von 50 m8 mx 8 m Aufnahme finden. Die Fluggeschwin-
digkeit betragt dabei 80 bis 1§%’3 , die Flughéhe bis zu 2 000
m und die Reichweite bis 10000 km. Es soll néhe-
rungsweise das Volumen eines solchen
Luftschiffs berechnet werden
(s. Beispiel F 23).
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F 1 Beschreiben von Prozessen und Zusammenhangen durch
Funktionen

F1.1 Approximation durch Polynomfunktionen

Fur das Arbeiten in vielen Bereichen der Mathematik und demzufolge auch im Mathematik- und spe-
ziell im Analysisunterricht ist das Ermitteln ,,exakter”, ,genau” bestimmter Resultate kennzeich-
nend: Mithilfe aquivalenter Umformungen oder geeigneter Formeln bestimmt man so z.B. Lésungen
von linearen oder quadratischen Gleichungen bzw. Nullstellen entsprechender Funktionen, man
fuhrt Termwertberechnungen durch, um etwa die Werte einer rationalen Funktion bei bekannten
Argumenten zu ermitteln, es sind Zahlenpaare zu berechnen, die als Koordinaten von Punkten auf
dem Graphen einer durch ihre Gleichung gegebenen Funktion in Frage kommen usw.

Bei vielen Anwendungen der Mathematik ist man nun aber gerade darauf angewiesen, moglichst
gute, dem jeweiligen Verwendungszweck genugditesrungslosungeiiir das zugrunde liegende
mathematische Problem zu finden bzw. zu nutzen, da ein Verfahren zur Ermittlung ,genauer* Resul-
tate (noch) nicht zur Verfiigung steht, seine Verwendung zu aufwandig ware u.A.

So kann es sich beispielsweise als erforderlich erweisen, rationale Gleichungen héheren Grades
(n > 2) durch Probieren, auf grafischem Wege oder durch Nutzen spezieller Verfahren ,nahe-
rungsweise” zu lgsen (vgl. Kap. F 2). Oftmals sind auch Funktionen (insbesondere nichtrationale
Funktionen) durch andere (einfachere) Funktionen (in der Regel ganzrationale Funktionen) zu erset-
zen, welche die gegebenen Funktionen moglichst gut annahern (sie moglicipsirguimierer)

und deren Graphen dann mit denen der Ausgangsfunktion méglichst gut Gbereinstimmen. Das ist
zum Beispiel der Fall, wenn man Werte von Funktionen zumindest naherungsweise ermitteln will,
die man durch blof3es Einsetzen in die gegebene Funktionsgleichung nicht berechnen kann (z.B.
f1(x) = 3/x , f,(x) = 2,5, f5(x) = sinx), oder wenn man Werte bestimmter nichtrationaler Funktionen
mit einer hdoheren Genauigkeit bendtigt, als dies die vorhandenen Tafelwerke gestatten.

Viele praktische, insbesondere technische und naturwissenschaftliche Probleme verlangen eine
etwas andere Art von Approximation, und zwar dann, wenn in Versuchsreihen, Untersuchungen oder
Experimenten Messwertpaare ermittelt wurden und die Frage zu beantworten ist, ob es eine Funktion
gibt, die den vorliegenden Sachverhalt néherungsweise beschreibt, deren Gleichung also von den
Wertepaaren hinreichend gut erfillt wird. In Abhéngigkeit von den Bedingungen und , Gutekrite-
rien” einer Approximation unterscheidet man im letztgenannten Fall verschiedene Verfahren:

Soll die Naherungsfunktion mit der betrachteten Funktion in einer Reihe von Stitzstellen und Stuitz-
werten (Punkten) tibereinstimmen, dann spricht manntemolationz). Verlangt man, dass die
Néaherungsfunktion und die Ausgangsfunktion in der Umgebung einer Sjefiéglichst gut tber-
einstimmen, dann kann man das Problem mithilferderorscher? Formellgsen. Ist schlieRlich

fur viele Messpunkte (eine ,Punktwolke) eine Funktion gesucht, die den Zusammenhang zwischen
den vorliegenden GréRen néaherungsweise beschreibt, dann fihrt H@mﬂsioﬁ

Auf alle drei Verfahren wird im Folgenden eingegangen, wobei der Schwerpunkt auf der Approxi-
mation von Funktionen mithilfe demyLorschen Formel liegt.

b approximare (lat.) — sich annéhern

2) interpolare (lat.) — (eigentlich:) zurichten, umgestalten
3) Brook Taylor (1685-1731); englischer Mathematiker
4 regressio (lat.) — Rickgang
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Als ganzrationale Funktion n-ten Grades bezeichnet man eine Funktion f, die durch eine Gleichung
der Form f(x)=ax"+a,_x""1+a,_x""2+ ... +ax+a, (nON) dargestellt werden kann.

Die Koeffizienten g, &,_1, 8,_2 --. , &, & sind reelle Zahlen mit& 0. Da ein Term der Form
ax"+a,_x""1+a,_x""?+ ... +ax + a einPolynom n-ten Gradesgenannt wird, bezeichnet

n ,
2t taxtgp= Y ax

<0
auch alolynomfunktion vom Grade n. Es gilt also: Lasst sich eine rationale Funktion f als Poly-
nom darstellen, dann ist f ganzrational.

man die ganzrationale Funktion f(x) & + a, _ x" 1+ a,_ X"~

Die Darstellung einer ganzrationalen Funktion durch ein Polynom ist eindeutig, denn die Annahme,
dass zwei voneinander verschiedene Polynome dieselbe ganzrationale Funktion darstellen kdnnen,
fuhrt auf einen Widerspruch (vgl. Aufgabe F 1). Des Weiteren I&sst sich eine ganzrationale Funktio-
nen f mit der Nullstelle x(vgl. Satz A 1) in ein Produkt f(x) = (X gk fr(X) aus dem Linearfaktor

(x — %) und der Restfunktiorkfzerlegen. & ist dann eine ganzrationale Funktion vom Grade

(n—1). Daraus ergibt sich folgende Vermutung:

Satz F 1: Nullstellenanzabhl fiir ganzrationale Funktionen F1
Eine ganzrationale Funktion (Polynomfunktion) n-ten Grades besitzt im Bereich der reellen
Zahlen hochstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis durch vollstandige Induktion:

I. Induktionsanfang:
A(1): Firn =1, d. h. fur das Polynom-& + g mit a # 0, gilt der Satz, denn dieses Polynom

hat (genau) eine Nullstellg x —;'i .

II. Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung:
A(k): Die Polynomfunktion g(x) vom Grade k hat héchstens k verschiedene Nullstellen.

Induktionsbehauptung:
A(k + 1): Ist f(x) ein Polynom vom Grade (k + 1), dann besitzt f(x) héchstens (k + 1) verschie-
dene Nullstellen.

Induktionsbeweis:

Es sei ¥ eine Nullstelle des Polynoms f(x) vom Grade (k + 1). Dann gibt es nach Satz A 1 eine
Produktdarstellung der Form f(x) = (x g)xg(x), wobei g(x) nur noch den Grad k hat. Das
Produkt (x — %) -g(x) ist gleich 0, wenn wenigstens ein Faktor 0 wird. Der erste Faktor

wird O fiir x = xj, der zweite Faktor g(x) nimmt nach Induktionsvoraussetzung fiir

hdchstens k weitere Werte von x den Wert 0 an. Also wird das Produkt und damit f(x) fur
hdchstens (k + 1) verschiedene Werte gleich 0.

Wegen A(1) und A(k)] A(k + 1) gilt die Behauptung fur alle[®iN. w.z.b.w.
Fur die nachfolgenden Betrachtungen ist bedeutsam (und sei ohne Beweis mitgeteilt):
Satz F 2: F2

Eine ganzrationale Funktion (Polynomfunktion) n-ten Grades ist durch (n + 1) geordnete Paare
(x;; f(x;)) eindeutig bestimmt.
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Beispiel F 1:
Der Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades verlaufe durch die PyiiktelR),
P5(0; 3), B(—1; 29) und K(2; —25). Die Funktionsgleichung ist zu bestimmen.

Die Gleichung einePolynomfunktion3. Grades in allgemein&orm lautet:

f(x) = agx® + ax° + ax + ag

Einsetzen der gegebenen Wertepaatd (%)) fuhrt auf das zu I6sende Gleichungssystem:
() -17= &+ &+ a+g

(I 3= %

my 29=-ax+ - g+a

(IV) —25= 8a +4g+2a + g

Das Gleichungssystem wird schrittweise geldst. Unmittelbar ergibt gretlBaAddition von
(I) und (IlI) fahrt auf 12 = 2g+ 2g,. Damit ist g = 3.

Durch Multiplikation von (l1I) mit 2 und Addition der neu entstandenen Gleichung zu (1V)
erhalt man: 33 = @at+ 63 + 35 bzw. 33 =6g+ 27 und somit f=1.

Aus (I) f0|gt 8 lR105tra oot other PranIofc1ear az. |

-17=1+3+a+3 bzw. 3 =-24. .,MHB_I T s
Damit sind die Koeffizienterngaa,, & und g bestimmt. Die

1
g 4 2 1 -23

1 8001

gesuchte Funktionsgleichung lautet 81803
oo 10 -24

f(x) = x3+ 3¢ — 24x + 3. . 56033
Fig. F 1 zeigt die Losung des Gleichungssystems mit G T Ll 8452 L 25 101
Fig. F1

Geometrisch bedeutet der Satz F 2, dass durch (n + 1) Punkte mit verschiedenen Abszissen genau
eine Parabél n-ter Ordnung festgelegt ist. Daraus ergibt sich eine wichtige Anwendung:

Haufig sind von einer beliebigen Funktion nur die Werte an bestimmten Stgllen x. x,, den
sogenannteBtutzstellen bekannt. Die entsprechenden Funktionswertg f{kxo), ... , f(x,) wer-

den demzufolgé&tiitzwerte genannt. Die Aufgabe besteht nun darin, fir eine beliebige Stelle x, die
zwischen zwei benachbarten Stitzstellen liegt, den Funktionswert f(x) zu berechnen. Ist die exakte
Berechnung von f(x) mit elementaren Mitteln nicht mdglich oder mit einem GibermaRigen Rechen-
aufwand verbunden, so versucht man den Funktionswert f(x) néherungsweise zu bestimmen (ihn zu
approximieren). Ein solches Verfahren wird schlechthinraéspolation bezeichnet.

Allgemein geht es bei der Interpolation dariNdherungsfunktionezu finden, die an den Stiitzstel-

len % genau die Stutzwerte fpannehmen. Da Polynome einerseits die einfachsten Funktionsterme
sind und andererseits sich jede stetige Funktion beliebig gut durch Polynome annéhern lasst, ver-
sucht man die Funktion f(x) durch ein Polynomapproximieren.

Das einfachste Interpolationsverfahren ist die sogenéinatee
Interpolation Man benétigt dazu nur zwei Stitzstellgrnuxd % mit P Wert
den Stutzwerten f@} und f(%). Bei diesem Verfahren wird die Funi
tion f(x) durch eine lineare Funktion ersetzt, deren Graph durch
Punkte (x; f(x7)) und (%; f(x,)) verlauft (Fig. F 2). Die lineare Inter
polation bildet die Grundlage des Ablesens von Zwischenwerten ol x, ' X A
Tafelwerken, z.B. bei Winkelfunktionen oder Logarithmen. Fig. F 2

interpolierter
Wert

1) Mit Parabelbezeichnet man allgemein die Graphen ganzrationaler Funktionen.
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Entsprechend den obigen Ausfiihrungen lauteGdismdaufgabe der Interpolation (im engeren

Sinn)b:

Man bestimme ein moglichst einfaches Polynom, das an den Stiitzstellen die Stitzwerte annimmt.
Dieses Interpolationspolynom wahlt man als Naherungsfunktion fir die Funktion f. Zu seiner
Bestimmung gibt es verschiedene Methoden, die aber alle wegen der Eindeutigkeit der Polynomdar-
stellung (vgl. Aufgabe F 1) zu demselben Polynom fuhren. Eine mégliche Methode ist der im Bei-
spiel F 1 demonstrierteolynomansatz

Man setzt das Polynom in der allgemeinen Form p(Og& & ax" ~1+ ... + ax + a; mit den unbe-
stimmten Koeffizienteng &y, ..., &, an und fordert, dass der zugehdrige Graph durch die (n + 1)
Punkte mit den Koordinaten;(X(x;)) (i=0, 1, ..., n) verlauft. Damit erh&lt man (n + 1) Gleichungen
zum Bestimmen der Koeffizienteg,ay, ..., a;

f(Xo) = an X"+ 8 _Xo" 1+ .t a g+ a
f(x) =gy +a_pg" Tt A g

f:(xn) =y X"+ 8y Xp" T L ax, + g

Wenn alle Stutzstellen xoneinander verschieden sind, dann ist das Gleichungssystem eindeutig
|6sbar.

Beispiel F 2: F2
Die nichtrationale Funktion f(x) =/x , X0, ist durch ein Polynom 2. Grades zu approxi:
mieren, das durch die Punktg(P, 1), B(1,21; 1,1) und §1,44; 1,2) verlauft.

Der Polynomansat p(x) = a-X° + ax + aliefertmit (1) 1= at+  ata
den Koordinaten der gegebenen Punkte das Gleichun@d- 1,1 =1,4641a+ 1,213 + &
system: (1) 1,2 =2,0736a + 1,443 + &

Dieses Gleichungssystem besitzt (gerundet) die Lospng-®,0941, a= 0,6842 sowie

ay = 0,4099 (Fig. F 3). Das Naherungspolynom p fir f(x)x hat demzufolge die Gestalt

p(x) = —0,0941% + 0,6842x + 0,4099. Die naherungsweise Berechnung des Funktionswerts
z.B. an der Stellepx= 1,3 ergibt/1,3 = 1,1403 — der Taschenrechnerwert {({ir, 3 ist mit
1,14018 geringfigig kleiner. Bereits fig x 2 und mehr noch fur den aufRerhalb des eingangs
vorgegebenen ,Stiitzstellenbereichs” liegenden Wert X ist die Differenz zu den Taschen-
rechnerwerten jedoch schon wesentlich groR3er (Fig. F 4). Auch Fig. F 5 zeigt, dass die Graphen
von f und p etwa fir [1; 1,4] gut Ubereinstimmen, dann aber schnell ,auseinanderlaufen’.
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—

Von Interpolation im weiteren Sinrepricht man, wenn die Naherungsfunktionen, die eine Funktion f(x)
moglichst gut approximieren, im Allgemeinen nicht exakt durch die Punkte verlaufen, die durch die bekann-
ten Stitzstellen und Stutzwerte festgelegt sind.
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Beispiel F 3:

Die Sinusfunktion f(x) = six ist im Intewall [O; g] durch einPolynom 5. Gradeanzunéhern.

Die Stiitzstellen seien (g g, ué[d :

Da die Sinusfunktion eine ungerade Funktion ist, kann sie nur durch Polynome angenahert wer-
den, die ausschlieRlich ungerade Potenzen von x enthalten. Wir setzen daher an:
PX)=a- X +a-XC+a- X

Mit (0) = 0, (%) = ; AG) :% /2 und ff ) = 1 ergeben sich die Gleichungen:

0] 0 = 0-a+ 0-a+ 0-3 Gleichung (I) wird von beliebigen;aas und g

Il 1 M5 g+ (TB. a4+ (T). - : ;

35 =(>a+ () a+(E)-a erfilt Das aus den Gleichungen (Il) bis (IV)

m L /2= (ms. T3, Ty bestehende Gleichungssystem besitzt (gerundet)
a3 {2 (27 &+ @ ar(G)a die Lésung a= 0,0077, g = —0,1662 und

vy 1

G)r-a&+ (;)3- &+ (3)-a a =09999 (Fig. F 6). Das Naherungspolynom
fiir f(x) = sin x hat also die Gleichung p(x) = 0,0077x0,1662% + 0,9999x. Vergleicht man
die mittels p(x) errechneten Funktionswerte z.B. an den Stqlleﬂé[xxz = g und % = 1,3 mit
den entsprechenden Taschenrechnerwerten, so ist in diesem Bereich eine sehr gute Uberein-
stimmung festzustellen (Fig. F 7, 2. und 4. Zeile), was sich auch im Verlauf der Graphen von f

und p ausdriickt (Fig. F 8) AuRBerhalb des ,Stitzstellenintervalls* erhéht sich aber auch hier
rasch die Differenz.

[Fl T Fz Trz]’rk ‘|’rs F& [ﬁ T FE Trz]’n Trs F& [FT Trz]’n T ] ‘|’rs‘|’rs TF? T ]
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Grundsatzlich lasst sich jedes Interpolationsproblem durch den Polynomansatz I6sen: Der Ansatz ist
relativ einfach, die Bestimmung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms zum Teil jedoch mit
erheblichem Rechenaufwand verbunden, vor allem, wenn eine gro3ere Zahl von Stitzwerten zu be-
riicksichtigen ist. Das Verfahren ist demzufolge nur bei einfachen Zahlen und einer geringen Anzahl
von Stitzstellen zweckmafig. AulRerdem hat es den Nachteil, dass die Hinzunahme weiterer Punkte
eine vollig neue Rechnung erfordert. Aus diesen Griinden habenAlGRRALGE (1736 -1813) und

I. NEWTON (1643-1727) den Ansatz fiir das Interpolationspolynom etwas anders gewéhlt und
gelangten dadurch zu Formeln, die firr die Berechnung einfacher sind, auf die jedoch an dieser Stelle
nicht weiter eingegangen werden soll.

F 1.2 DieTAYLOR sche Formel fuir ganzrationale Funktionen

Wie aus der Oferentialrechnung bekannt, liefert fur einéfelienzierbare Funktio f die Tangen-
tenfunktionf; in einer hinreichend kleinen Umgebung der zugehérigen Beriihrungsgtglitex
N&aherungen der Funktionswerte von f (vgl. Abschnitt D 1, S. 84). Die Tangentenfunktion mit der
Gleichung {(x) = f'(xg) - (x —>g) + f(Xg) ist also in dieser Umgebung vop &inelineare Nahe-
rungsfunktion der Funktion f(x). Fur eine hinreichend kleine Umgebung vpailk damit
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f(x) = f'(Xo) - (x =) + f(xo). y
Man sagt, die Funktion f(x) wurdmearisiert (Fig. F 9).
Fur x = »+ h ergibt sich die Naherungsbeziehung

f(xg+ h)=F'(xg)-h + f(xp). "

|
|
|
o) Xo X Fig.F9

Beispiel F 4: F4
Fir die Wurzelfunktion f(x) s/x sind Naherungswerte in der Umgebung yenlxzu
bestimmen.

Die Anwendung der obigen Naherungsbeziehung auf f({x= ergibt
f(xg+h) = X, +h = -1 -h+ /X, .
Cat )= o th =g o e o ’ ()
Fiir x5 = 1 erhalt man somit/1+ h = %h +1 T = VX
(Fig. F 10). 1 1+1
i i i 1
Damit Ia§§en sich Wu_rzelwerte in der Umgebung vog i = .
Xp=1 naherungsweise berechnen: Fig. F 10
h J1+h Naherungswert 1 -g Taschenrechnerwert
0,5 1,5 1 +% -0,5=1,25 1,2247
0,3 1,3 1 +% -0,3=1,15 1,1401
0,2 1,2 1 +% -02=11 1,0954
-0,2 0,8 1 —% -:0,2=0,9 0,8944
-0,5 0,5 1 —% -0,5=0,75 0,7071

Der Anschauung (Fig. F 10) und der Rechnung (s. Tabelle) entnimmt man, dass die in diesem Bei-
spiel ermittelten N&herungswerte alle etwas zu grol3 sind. Will man eine genauere Approximation
erreichen, misste man (anschaulich gesprochen) die Gerade ,verbiegen*, damit sie sich noch besser
an den Graphen der betrachteten Funktion ,anschmiegt®. Das heif3t aber: Man miisste ganzrationale
Funktionen hdheren Grades zu Hilfe nehmen.

Nach den bisherigen Ausfiihrungen liegt die Frage nahe, ob es mithilfe der Differentialrechnung
maglich ist, auf einfachere und schnellere Art als im Abschnitt F 1.1 besprochen Naherungsfunktio-
nen fiir gegebene Funktionen in bestimmten Intervallen zu ermitteln.

Bereits in der Naherungsfunktion 1. Grades (Tangentenfunktion) tritt die 1. Ableitung als Koeffizient
auf. Dies gibt zu der Vermutung Anlass, dass méglicherweise ein Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten des Naherungspolynoms und den Ableitungen der gegebenen Funktion besteht. Wir
betrachten dazu die ganzrationale Funktion

f(x) = 5x* + 8 — 22 + 4x + 7 mit den Koeffizientenya= 5, 8 =8,3=-2,3 =4 und g = 7.

Der Einfachheit halber beziehen wir unsere Uberlegungen zunachst nur auf dieyStélleDann

gilt sicherf(0) =7 =4

Bildet man dieAbleitungen so egibt sich:
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f'(x) =20C+24¥—-4x+4 und f(0) =4=p

f'x) = 60x° + 48X — 4 und f"(0) =-4 bzw@ =-23a
f"(x) = 120x + 48 und (0) =48 bzw- = 8=a
£ @(x) = 120 und £9(0) = 120 bzw. Q@ = 5=2

Bezogen auf eine allgemeine ganzrationale Funktion n-ten Grades

f(x) =ag+ ax + aXx? + ... + 3,x" mit den Koeffizienten @ a,_ 1, ..., &, &, ay
gilt dann analog:

f(x) =a;+23x+..+n-gx 1!

f'x) =2-a+2-3ax+..+(-1)-nax"~?

f"(x) =1-2-3g+2-3-4g-x+...+(N-2)(n-):n-g-x"~3

fx)=1.2.3-4. ... (n2(-1D-n-a

f™Mx) =nt- g,

Alle héheren Ableitungen sind identisch gleich 0. Fir die Stglke & gilt:
f(0)=ay f(0)=a; f'(0)=2!-a; f'(0)=3""a ..; fMO)=n!-g
und damit

ag=f(0); a=f(0); a="0; a="0; 4 =00

Dies zeigt: Die Koeffizienten einer Polynomfunktion sind durch die Ableitungen des Polynoms an

der Stelle 0 bestimmt.
Das gefundene Ergebnis lasst sich verallgemeinern:

Satz F 3 TAyLO RscheFormel fir ganzrationale Funktionen
Ist eine (ganzrationale) Funktion y = f(x) in einer Umgebung yon& n-mal differenzierbar,
so existiert das Polynom

! " Q)
To) = £(0) + ED x + EO 2+ 20 0 1)
Es wird das n-tgAayLoRsche Polynonvon y = f(x) genannt.
Man sagt auchdie Funktion y = f(x) ist an der Stelle 0 nachyLorentwickeltund schreibt
. . _ o« f00) 4 :
fiir (1) abkirzend J(x) = Zo £y 1)

Statt 0 als Entwicklungsstelle zu wéhlen, kann man die Funktion f(oragx + ax? + ... + gx"
auch an jeder anderen Stellg3D; nach TaYLOR entwickeln. Dazu ersetzt man zweckmaRiger-
weise zunéchst x durch (X g)x+ Xy und ordnet dann nach steigenden Potenzen von ¢k — X
Durch diese Transformation ergibt sich

f(x) = by + by(X — Xg) + bp(x — X0)? + ... + by(x —x))".

Differenziert man f(x) jetzt n-mal, so erhalt man:

F'(X) = by + 2bp(x = X)) + ... + n-Bx—x)" 1
') =2by+ ... +(N—1) - n-Hx—x)" "1

(0 =g



F 1.3 Der Satz vOnAFYLOR 185

Flr x =>g gilt somit
f(xp) =y bzw. by =1f(Xg); f'(Xo) = by bzw. by = f'(Xg);
fxg) =20 by bzw. b= o ) =nl- by bzw, b= f(n)n('x") .
Damit geht f(x) tber in -
Twwﬂw+5@a—@+

f Q)
(k=% oo+ 2 (x )" 2)
(Xo)

bzw. T,(X) = zo ; (x =) 2)

(X o)

Die Beziehungen (1) und (2) nennt manh&LOR sche Formel fiir ganzrationale Funktionen
Setzt man x —x=h bzw. x =+ h, so erhalt man aus (2)

" (n) (0
Toxo+ h) = 10p) + 2 .h+lo0 gy 20O g Zof 0o g

Beispiel F 5: F5
Die ganzrationale Funktion f(x) =5 + 7x + £2x2x¢ + 5x* ist an der Stelle = -1 nach
TAYLOR zu entwidkeln.

Es gilt:

f(-1) =17

f'(X) = 7 + 24x — 6% + 20X, f'(-1)=—43 f'(x) = 24 — 12x + 60x f" (1) = 96
f"(x) = —12 + 120x; f"(—1) = -132 #)(x) = 120; {4(-1) = 120

Demzufolge erhalt man nach der Formel (2) alsLbrR-Polynom von f(x):
Th(X) = 17 — 43(x + 1) £ 96 (x+ B)- 22 132 (x + 1f + 12€ 120 (x +1f bzw.

TH(X) =17 —43(x + 1) + 48(x +9)y 22(x +15 + 5(x +1f
Ausrechnen der Potenzen und Zusammenfassen zeigt, {f&sarid f(x) Ubereinstimmen.

Beispiel F 6: F6
Fir die ganzrationale Funktiof (x) = (x — ])3 + (X + 2)2 ist dasTAYLOR-Polynoman den

Stellen % =0 und % =1 zu ermitteln.

Es gilt:

f(x) =3(x—1F+2(x +2); f'(X)=6(x—1)+2; f"(x)=6 und somit

f(0) = 3; f'(0) =7; f"(0) =—4; f"(0) = 6; f(1)=9; f'(1)=6; f'(1)=2; (1) =6

Nach den Formeln (1) bzw. (2) folgt daraus alsIOR-Polynom

ander Stelleg = 0: Tg(x) =3+ 7x— 28 +x°,

ander Stelleg =1: T3 (X)=9 +6(x — 1) + (x — D+ (x — 1.

F 1.3 Der Satz von RYLOR

Es sollen nun fir beliebige Funktionen Naherungspolynome mithilfeadeorschen Formel

bestimmt werden. Damit erhalt man die Mdglichkeit, Werte jeder Funktion ndherungsweise zu
ermitteln, und zwar (wie spéater noch zu zeigen sein wird) mit jeder gewiinschten Genauigkeit. Der-
artige Approximationen nichtrationaler Funktionen durslORrR-Polynome bilden unter anderem

die Grundlage fir entsprechende Rechenprozesse in Taschenrechnern und Computern.
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Wenn f eingganzrationale Funktion-ten Grades ist, so gilt nach Satz A 1 und den darauf folgenden
Betrachtungen f(x) = J(x), d.h., die ganzrationale Funktion und ilYLOR-Polynom stimmen
Uberein.

In Beispiel F5warso f(x) =5+ 7x+ 12x 23 + 5x¢

und TAX) =17 —43(x + 1) + 48(x + T)- 22(x + 1§ + 5(x + 1}

Die Umformung des AYLOR-Polynoms ergibt

T4(X) = 17 — 43x — 43 + 48 + 96X + 4Bx 22)¢ — 66 —66X — 22 + 5%+ 205¢ + 3052 + 20x + 5,

und durch Zusammenfassen erhalt man(x)l= 5 + 7x + 12% — 2x& + 5x* = f(x).

Nun sei f einaichtrationale Funktiommit der Gleichung y = f(x). In diesem Fall ist es nicht méglich,
zur Anndherung von y = f(x) ein Polynom n-ter Ordnung zu verwenden, dessen Koeffizienten mit
den Ableitungen von y = f(x) an der Stelle xgix derselben Weise gebildet werden wie die Koef-
fizienten der AYLOR-Entwicklung einer ganzrationalen Funktion. Dies ergibt sich bereits daraus,
dass im Unterschied zu ganzrationalen Funktionen n-ten Grades die (n + 1)-te und alle weiteren
Ableitungen einer nichtrationalen Funktionen im Allgemeinen nicht identisch gleich 0 sind. Das
hei3t aber: Die Entwicklung einer solchen Funktion an einer Stellg xlright nicht ab®, sondern
wirde zu einer Summe mit unendlich vielen Summanden (Reihe) fihren. In Analogie zu den Poly-
nomfunktionen IieBe sich fUr nichtrationale Funktionen also nur schreiben:

) " + ) g+ L

100 = f(xg) + o2 (x = ) + 00 (g2 + G

Die ersten n Glleder dieser Rethstellen das bekannteWLOR—Polynom dar, die ,restlichen* und
hier nur durch Punkte angedeuteten Glieder lassen sich zu einem Resigligd) Rusammenfas-
sen:

f'(xg) (X )
f(x) =f(xg) + = (x—>p) + © (x— >é>)” + Rypa¥)
—— N : v (S—
beliebige Funktion = AYLOR-Polynom ';(x) + Restglied

Schon jetzt kann man erkennen: Die Frage, wie gep@d die Funktion f(x) approximiert, hangt
einzig und allein vom Restglied \R 4(x) ab. Anders ausgedriickt: Di@aYWLOR-Entwicklung einer
Funktion f(x) an der Stellepapproximiert die Funktion nur so gut, wie es das Restglied zulasst.

Beispiel F 7:

Fir die Funktiorf (x) = e* sind die ersten vietTayLorschen Naherungspolynoraae der Stelle
X = 0 zu bestimmen.

Da alle Ableitungen der Funktion f(x) = emit der Funktion selbst tibereinstimmen, also
f(x) = f'(x) = f"(x) = ... = e*gilt, erhalt man fur die Stelle x = 0: f(0) =f'(0) =f"(0) =.... Bl
Demnach haben dimsYLORschen Néherungspolynome die Gestalt

ToX)=1; Ti(X)=1+x; T2(X)=1+X+)§ =1+X+)—(2—2;

3
T3(x)-1+x+2| +5

Fig. F 11 zeigt die Graphen von f(x) Xend Ty(x) bis T3(X), Letztere werden auch allgemein
alsSchmiegparabelnbezeichnet.

2 %3
=1+x & £
1+x+ %

D Man spricht deshalb auch von der Entwicklung einer Funktion in eneoR-Reihe.
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Man erkennt, wie die Schmiegparabeln mit zuneh- y L
mender Ordnung den Graphen von f(x)‘dreder T,0)=1+x+ £ ST 0=14x
Umgebung der Stelle = 0 immer besser anna- \\ 4
hern. Die Rechnung bestatigt diese Erkenntnis: AN
AN 1 Tox)=1

X -0,1 0 0,1 0,2 ) = SSe_s

(x) = ex 7
f(x) =€ [0,904837 | 1 | 1,105171] 1,221403 5 i =
To(X) 1 1 |1 1
T1(x) 0,9 1|11 1,2
T,(X) 0,905 1| 1,105 1,22 ,
T3(x) 0,904833 | 1 | 1,105167| 1,221333 T,(x)=1+x+ %+~ Fig. F 11
Beispiel F 8: F8
Es sind die ersten dreayLorschen Naherungspolynome der Funktion f(x) = cosx an der
Stelle % = 0 zu ermitteln.
Far dieAbIgitur?genvonf(x) und ihreWerte an der Stelle T e hinber oo
Xo = 0 ergibt sich:
f(X) = COSX f(o) = l ®tayloricosx), x, 0, 0) . 1
f'(x) = —SInX f'(o) = 0 " tagloricos(=), =, 2, @) ) ; +1 M
f"(x) = —COSX f"(o) = =l ® taglorlcos(x), %, 4, 0) ;—4—%+1
f"(x) = sinx f"(0) = 0 Ltoulovteostn) x.4.00
f(Px)= cosx  40)= 1 Flel [P e

Damit erhalt man digavLorschen Naherungspolynome:
To(x) =1

[Fomayrer e 1. fv. [rew (v (f7 &7 |
va Zoon(Trace|ReGraph [Math(Draw|- /

Ti(x) =1+0-x=

FAD_AUTO

_ x2 _ . x2

To(X) _1+0'X_§ —1—2—

Ta) =1+0-x2% +0-%=T,
= e S+ L= X 4t

T4x) =1+0-x2% +0 3;<+ﬁ><4_1 s 3

Fig. F 13

Die Figuren F 12 und F 13 zeigen die mithilfe des GTA erzeugten Naherungspolygome
und T, sowie den Graphen der Kosinusfunktion und die Schmiegparabeln nullter, zweite und
vierter Ordnung. (Man beachte: Die Kosinusfunktion ist eine gerade Funktion.)

In der Umgebung vongpe 0 erhéalt man durch Rechnung folgende Naherungswerte:

X | -0,1 0,2 | 0,5
f(x) = cosx 0,995004 0,980067 0,877583
To(¥) 1 1
To(¥) 0,995 0,98 0,875
T4(¥) 0,995004 0,980067 0,877604

Auch an diesem Beispiel wird deutlich, dass die Schmiegparabeln mit zunehmender Ordnung die
gegebene Funktion in der Umgebung der betrachteten SgH® xmmer besser annahern. Anders
ausgedrickt: Der Grad der Genauigkeit der mithilfe der®r-Polynome berechneten Funktions-

werte wird immer grof3er.
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Die Beispiele zeigen ebenso: Auch beliebige Funktionen y = f(x) lassen sich in einer Umgebung der
Stelle % néherungsweise durchhYLOR-Polynome d(?r) Form
' " n
To0) = 10x0) + 2 (x =) + o2 (x =32 + ... +—0 (x "
darstellen. Die Gute dieser Anndherung nimmt mit dem Grad nade®R-Polynoms zu.
Entscheidend fur die Qualitat der Approximation ist dartiber hinaus das RestgliegxRfur das
mit Mitteln der Differentialrechnung verschiedene Darstellungen méglich sind. Ohne Beweis sei
nachfolgend die Restglieddarstellung naeleRANGE mitgeteilt:

Fir dasRestglied (n + 1)-ter Ordnungeiner Funktion y = f(X) inAGRANGE scher Form gilt
0+ D (x,+ (X —x))
Rn + 1()() = (r?+ o 0 (X _ )b)n + 1,
wobd 3 eine reelle Zahl zwiscimeO undl ist (0 <9 < 1).Wenn das Restglied (flrho) gegen0
konvergiert, spricht manvon der Entwicklung der Funktion yf£x) in eineTAYLOR-Reihe.
Die obigen Aussagen fasst der folgende Satz zusammen, der hier ohne Beweis angeflhrt sei:

Satz F 4 Satzvon TAYLOR
Fur eine beliebige Funktion y = f(x), die in einer Umgebung von x mindestens (n + 1)-
mal stetig differenzierbar ist, gilt

' (Xo) ' (xo) (o)

f(x) = f(x0) + =2 (X =) + 5 (X —p)2+ ...+ —C (X = )"+ Ry 4 1(X) @
(n+1) _

mit Ry 4+ 100 = - (Z(r?:i)(!x X (x )"t 0<9 <1,

(AllgemeineTAaYLORsche Formel einer Funktion y = f(x) mit dem Restglieg . R(x) in

LAGRANGEScher Form)

Fir x = 0 ergibt sich der Spezialfall

f(x) = f(0) + F'(0) - x + Q) R . 4110 yn , (T I G ynvd (5)
2! n!

(n+1)!
mit 0 <& < 1. Diese Beziehung wird auch &srmel von MACLAURIN bezeichnet.
Aus (4) erhalt man mit x & h bzw. x =%+ h eine andere lbliche Schreibweise der all-
gemeinermAYLORschen Formel einer Funktion y = f(x):

f'(xo) . "(Xp) £1(x,) f(n+ D (x, +9 Ch)
f(xo+ h) =f0g) + = h +—° B+ ...+ %+ (n+01)! M*1@0<9<1) (6

F 1.4 TavLorentwicklung einiger nichtrationaler Funktionen

» Trigonometrische Funktion
Fur die Funktionf(x) = sinx und ihre Ableitungen an der Stellgy % 0 gilt

f(x) = sinx mit f0) = 0,
f'x) = cosx mit f'(0) = 1,
f'"(x) = —sinx mit f'(0) = 0,
f"(x) = —cosx mit f") = -1,

fAx)y= sinx mit  f40) = 0
und damit allgemein (wie man durch vollstandige
Induktion zeigen kann) fiir KN

f@)x) = sinx  mit o) = o,
f@K+ 1) = cosx  mit fk+10) = 1,
f@K*2y) = —sinx  mit f4k+2)0y = o,
f@K*+3)yx) = —cosx  mit fAk+3)0) = —1.
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Im TAYLOR-Polynom der Sinusfunktion an der Stellg =0 treten also nur Potenzen von x mit
ungeraden Exponenten auf. Mithilfe der allgemeinerLorschen Formel erhéalt man:

x5 X7 —1) x2k-1 x2k+1
fo)=sinx=x-% +5 X +.. + (-1 e ( 1¥(2k+1), codx
TAYLOR-Polynom von f(x) = sinx Restglledzl'k2+ 1) mit0<9 <1

Um beurteilen zu kénnen, wie gut das in der obigen Gleichung aufgesteflteR-Polynom die
Funktion f(x) = sinx an der Stellegx 0 apProximiert muss das Restglied abgeschatzt werden:

x2k+1 .
Wegen fcosd i < 1 ist Ry 4 1(X)0S 2—— kDl DakhEn00 ETTE)] = Okonvergiert auch das Rest-

glied Ry + 1(X) gegen 0. Erst jetzt kdnnen wir davon sprechen, dass sich die Sinusfunktion in der
Umgebung von 0 durch dag¥LoR-Polynom approximieren lasst bzw. dass die Sinusfunktion in
eine TAYLOR-Reihe entwickelt wurde:

x3 x5 X7 1), x2k-1
fo) =sinx=x-% +5 % o+ (-1 BT
Auf analogem Wege erhéalt man fur die FunktiifR) = cosx die Entwicklung
x4 x6 2k +1 x2k+2 .
fg=cosx=1% +# X + (- I%k_ (-1 G2y CODX mit0 <9 < 1.

Da auch das Restglied der Entwmklung der Kosinusfunktion bei festem x eine Nullfolge bildet,
kann man mit den oben angegebenan Or-Reihen fur jedes beliebige x die Werte sinx und
cosx mit jeder beliebigen Genauigkeit berechnen (wobei x stets im Bogenmafd zu nehmen ist).

Beispiel F 9: Fo
Es sollen deSinus und deKosinus eine§Vinkelsvon 1° berechnet werden. Mit
x = 400 1" Ot 9 0174532925 erhalt man
180° 18
)ﬁf =0 0001523087,’éI = 0,000000886% = 0,00000000§9; = 0,000000000013.

Wenn man bei sin1° schon nach 2 Gliedern und bei cos1° nach drei Gliedern das Restglied
anflgt, ergibt sich
sin1° = 0,0174532925 — 0 ,0000008861 5 R;.

Wegen k =2 folgt B< X und somit

51
sinl° = 0,0174532925 — 0,0000008861 + 0,0000000000, also sinl° =0,0174524064.
Analog erhalt man
cosl® =1-0,000152309 + 0,0000000039 — 0,0000000000, also cos1° = 0,9998476952.
Die durchgefiihrte Rechnung zeigt: Wenn man sich auf eine Genauigkeit von 5 Stellen r.ach
dem Komma beschrénkt, so kann man fur Winkel bis zur Grof3e von 1° ohne merklichen I-ehler
die Naherungsbeziehungen sinx =x und cosx -Xéi — verwenden. Ist in anderen Féllen
eine groRere Genauigkeit erforderlich, so nimmt man weltere Gl|edemmﬁ Entwicklung

3
hinzu, rechnet also etwa mit sinx = )(‘:5— bzw. cosx ——21

Beispiel F 10: F 10
Es ist sin1 bis auf 4 Stellen nach dem Komma genau zu bestimmen.

Aus DRy 4 (1)0< ﬁ <10 folgt (2k + 1)! > 10000.

Wegen 7!=5040 und 9! =362880 ist n=4 zu wahlen, d.h., man muss die ersten viel Glie-
der der RYLOR-Entwicklung von sinx fir die Berechnung des Naherungswertes verwenden:
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sinl=1 —% % 71| , also sinl = 0,841468,8415

Anmerkung:

Wenn bekannt ist, dass das Restglied gegen 0 konvergiert, kann man eine einfache Fehlerab-
schatzung auch in folgender Weise vornehmen: Man bildet so lange Partialsummen, bis die hin-
zukommenden Summanden keinen Beitrag mehr zur gewinschten Genauigkeit liefern. In
Bezug auf das Beispiel sinl koénnte das folgendermalRen aussehen:

% + % + é =1,000000 + 0,008333 + 0,000003 = 1,008336

1 14— —
% + () =-0,166667+ (-0,000198) = ~0,166865

Dadas 5. Glied derAlvLoR-Entwicklung %L-I ) hier nur noch die 6. Dezimalstelle beeinflusst, ist
mit 1,008336 — 0,166865 = 0,841471 der Wert sir18415 auf 4 Stellen genau berechnet.

» Exponentialfunktionen

Die Funktion f(x) = €* ist an der Stelle =0 nachTAYLOR zu entwi&eln. Da die Exponential-
funktion Gber ihrem gesamten Definitionsbereich beliebig oft differenzierbar ist und sich dabei
jeweils selbst reproduziert, gilt f(0) = f'(0) = ... £X0) = 1 und " * I8x) = €*.

i 5 - x2 . x3 xnoo xn+l
Nach Gleichung (5) erhalt man demzufolge=el + x 5 oty teety +m RES

als die gesuchteayLor sche Formelvon f(x) = &.
Die TAvLOR-Entwicklung der Exponentialfunktion ermdglicht eine beliebig genaue Berechnung der
Zahl e. Dazu setzt man in dexyLorRschen Formel von f(x) =*diir x = 1 und erhélt

- 1 .1 1 1 9
e=l+l+s + +.. & +(n+—1)I Yo 0<d <1l

Da das Restglied R, 1= ﬁ & wegen 2 < e < 3 und demzufolge 1%<3 (da0<d<1)

eine Nullfolge bildet, I&sst sich die Zahl e mit jeder beliebigen Genauigkeit bestimmen.

Soll zum Beispiel e auf sieben Stellen nach dem Komma genau berechnet werden, so lasst sich auf-
grund der Abschatzung des Restglie = ns R (n+—31)| sofort angeben, wie grof3 n zu
wahlen ist, damit die geforderte Genauigkeit erreicht wird. Um Rundungsfehler zu vermeiden, wird
zweckmaRigerweise ;< 1078 gefordert. Fiir n ergibt sich dann wegen, < ﬁ <108

die Beziehung (n +1)! >3- $6 300000000.

Da 11! = 39916800 und 12! = 479001600, muss n =11 gewahlt werden, um den Fehler kleiner als
1078 zu halten. Damit erhalt man fiir e:

exl+1 +% +371| + .. +ﬁ , also®2,718281826 bzw. (auf 7 Stellen genaw)27182818.

Soll nun fiir irgendein anderes x der Wert vdiberechnet werden, so kann man im Wesentlichen
ebenso vorgehen. Allgemein lasst sich zeigen (wenn auch nicht ganz so einfach wie im Falle x = 1),
dass bei fest gewahltem x das Restglieg, Rftir n — o« gegen 0 strebt und demzufolge f(x)*= e

fur jeden Wert von x mithilfe derayLorschen Formel fir diese Exponentialfunktion mit beliebi-

ger Genauigkeit berechnet werden kann.

e Logarithmusfunktionen

Da die Logarithmusfunktionen f(x) = Igg mit aldR, a>0 und & 1 nur flr xOR" definiert
sind, kénnen sie nicht an der Stellg =0 in eineTAYLORsche Reihe entwickelt werden.
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Aus diesem Grund betrachtet man zum Beispiel beT gderor-Entwicklungder natirlichen
Logarithmusfunktion (Basis a = e) anstelle von f(x) =Inx die Funktion f(x) =In(1 +x), x>-1, und
kann nun auf diese demyLORschen Satz in derACLAURIN schen Form anwenden. Es ergibt sich:

fx)=In(L+x) f(0)=In1=0

1 p— l . 1 a— n a— _1 . " — m — [2 . m —
f'(x) = I f(0)=1 f(x) alcwenrk f'(0) = -1 f"(x) = et f"(0) =2
f@(x) = :1-%)%?; f4(0) = -6 usw., also:
(W0 ==t 08 1%0)= (1~ (n - 1)
Wegen f(x) = f(0) +f(0)-xJL2(fD L+ 100 f-((-n—fil’-;’-lx_) 0 * 1 gilt damit
x2 x4 — 1 x" xn+1 1

IN(1+x)=x-% +§ = +...+ (D F+(_lpn+1'(1Tx)n+l'
Dieser Formel entnimmt man, dass fir jedes x mitxXx 1 das Restglied

Rp+1= (1) S S mit n - c gegen 0 strebt. Fur solche x giR,O< nil

N+l (1+9x)n+1
Fir jedes x aus diesem Intervall kann damit In(1 + x) mit jeder gewiinschten Genauigkeit berech-
net werden. Unter Verwendung von Hilfsmitteln, die hier nicht zur Verfigung stehen, lasst sich sogar
zeigen, dass der naturliche Logarithmus jeder positiven reellen Zahl mit beliebiger Genauigkeit
berechnet werden kann.

Fir x =1 erhélt man z.B. In2 = 1%— %+ %— + .... Da diese Reihe sehr langsam konvergiert, ist

sie fur praktische Berechnungen recht unvorteilhaft. Zur Berechnung von In2 bedient man sich bes-
. +X .
ser der RYLOR-Entwicklung von IrﬁTx :

nEX=in@+x)-m@-9=2-x£ £ ¥ +.) mixo<i

1+3

erhalt man namlich: ln— =n2=2( & 4 4 1)
1_§ ? 81 1215 15309

Auf 5 Stellen gerundet ergibt dies z.B.:
In2=2(0,33333 + 0,01235 + 0,00082 + 0,00007) = 2-0,34657 = 0,69314
(Taschenrechnerwert: 0,69314718)

. _1
Far x-3

F 1.5 Das Verfahren der linearen Regression

» Bei derinterpolation (vgl. Abschnitt F 1.1) ging es darum, ausgehend von bekannten Punkten
(Stutzstellen; Stutzwerten) einer beliebigen Funktion ein Interpolations- bzw. Naherungspo-
lynom aufzustellen, mit dessen Hilfe weitere Funktionswerte naherungsweise bestimmt werden
kénnen. Geforderte Bedingung bei diesem Verfahren war, dass der Graph des Interpolationspo-
lynoms durch alle gegebenen Punkte hindurchgeht.

» Mithilfe der TAYLOR schen Entwicklungeiner beliebigen Funktion lieRen sich aus der Kenntnis
des Verhaltens dieser Funktion und all ihrer Ableitungen an einer S§élléherungswerte in
der Umgebung dieser Stelle ermitteln.
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Bei vielen realen Sachverhalten in der Technik oder den Natur- ~
Sozialwissenschaften hat man es jedoch mit einem davon abwe 7

den Problem zu tun: Fir zwei Gré3en (Merkmale) X und Y sind unbekannte A
einem Versuch zusammengehdrende Wertepagrg, Jx (X; Y»); Badeliil,

...; (X Y ermittelt worden — zum Beispiel Spannung U (unabh i

gige GroRe X) und Stromstarke | (abhangige Grofe Y) in einer H|—1:|
Gleichstromkreis mit einem unbekannten Bauelement (Fig. F 1! Anderung von U _
Andert sich die Spannung U, so hat das Anderungen der Stro Fig. F 15
starke | zur Folge. Die Frage ist, ob es einen Zusammenhang y

schen der Stromstarke | und der Spannung U fir das unbeke . R
Bauelement gibt und ob dieser sich durch eine Funktionsgleict i L A )
mathematisch beschreiben lasst. Die grafische Darstellung der LY 2

lichst unter gleichen Bedingungen zustande gekommenen Me:

wertpaare (X Yq); (Xo; ¥2); --.; (X Yp) fuhrt im rechtwinkligen ' X

. . g Regression
Koordinatensystem zu einer Menge von Punkten (haufig auch 5. ovi o Eine Funktion besti[RIEe

Punktwolkebezeichnet). Gesucht ist dann also eine Funktion, dt so dass deren Graph méglichst nahe
Graphmaglichst nahe an allen Punktbegt. Eine solche Funktion anallen Punkten liegt.

(bzw. ihren Graphen, die Ausgleichskurve) nennt Regressions- Fig. F 16
funktion, und das Verfahren zu ihrer Ermittlung wird schlechthii,

alsRegressiod) bezeichnet (Fig. F 16).

Ist die Regressionsfunktion eine lineare Funktion, so spricht maimeamer Regression Auf die-
sen Fall wollen wir uns im Folgenden beschranken.
Grafisch lasst sich die Regressionsgerade wie in Fig. F 17, F 18, F 19 veranschaulicht bestimmen.

| | [
e Fig. F 17 S © Fig. F 18 Xy Fig. F 19 X

Man tragt die gewonnenen Wertepaare in ein Koordinatensystem ein und legt in die entstandene
Punktwolke eine Gerade, so dass die einzelnen Punkte méglichst gleichmaRig ,,oberhalb“ und
Lunterhalb“ der Regressionsgeraden verteilt sind (Fig. F 17). Bei starker Streuung der Punkte kann
man zu der Ausgleichsgeraden kommen, indem man die Punkte paarweise geradlinig verbindet, die
Strecken halbiert und mit den benachbarten Mittelpunkten genauso verfahrt. Durch fortgesetzte
Anwendung dieses Verfahrens reduziert sich die Anzahl der Punkte bis auf wenige, durch die man
dann die Ausgleichsgerade zeichnen kann (Fig. F 18). Liegen sehr viele Messpunkte vor, so lasst sich
die sogenannte ,Kanalmethode" anwenden. Man verbindet jeweils die nach oben und unten am wei-
testen ,aul3en* liegenden Punkte durch eine Gerade. Die Mittellinie dieses ,Kanals" bzw. ,Streifens”
wird als Ausgleichsgerade genommen (Fig. F 19).

Die rechnerische Anpassung der Regressionsgeraden an die vorgegebenen Punkte erfolgt nach der
Methode der kleinsten Quadrate die auf C. F. Guss zurtickgeht. Im Einzelnen geht man folgen-
dermafien vor:

D regressio (lat.) — Riickgang (hier im Sinne von: Riickrechnung oder Ausgleichsrechnung; aus vorgegebenen
Punkten einen funktionalen Zusammenhang gewinnen)
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Gegebersind n Messwertpaare: X; | x1 Xo X3 X
Yi |vi Y2 vs o W

Gesuchist eine lineare Funktiory = ax + b mit der Eigenscltss der Graph dieser Funktion

(eine Gerade) moglichst nahe an allen Punkten vorbeigeht (Fig. F 20).

Die Methode der kleinsten Quadrate verlangt nun, dass die Summe der Quadrate der Abstande (Feh-
ler) zwischen den Messpunkten; (%) und den entspre
chenden Punkten {xy; ) auf der Regressmnsgerader y
mdglichst klein wird.
Bezeichnet man mi; den mithilfe der Regressions
funktion errechneteiWert und ist yder jeweilsgemes- °
seneWert, dann ergibt sich fur die Fehler v

ViSyi -y, Sh-ag—b
Vo=Yo—Y, =y—ap—b

Va=Yn=Yn Sth-ax—b
Fir die Summe der Fehlerquadrate s gilt somit
s=w?+ w2+ ... + V2 bzw. s(a, b) Z (- ax — by — ein Ausdruck, der sowohl von a als auch

von b abhéangt. Diese Summe soll nach der Methode der kleinsten Quadrate ein Minimum sein. Das
heil3t: Wir miissen die Ableitung von s nach a (b wird als konstant betrachtet) und die Ableitung
von s nach b (a wird als konstant betrachtet) bitand diese Ableitungen gleich 0 setzen. Es

giIt

Z[Z(y. —ax—b)-(-x]=0 und Z [2(y—ax—b)-(-1)] =
Durch Ausmultiplizieren und Umformen erhélt man
i[—Z(yi - %) + 2ax? + 2bx] = —Zi)Wi + Zai X2 + Zbix =0 bzw.
i[—Zyi + 2ax + 2b] :—22 v+ 2ai>g+ 2b-n=0

Als L('jsung dieses Gleichungssystems fur aund b ergibt sich:

2
nI:IZx 0y, - Z Zy, . _.Z Dz‘yI Zx DZX O
ZI DZXE sz DZXD
Fur Berechnungen wird demnach benétigt:

in, (in)z, zxiz, Zyi, inEyi (mit jeweilsi=1, ..., n)

D Man spricht in einem solchen Fall, wo eine Funktion von zwei Variablen abhé&ngiavtieller Differen-
tiation und schreibt (auf das Beispiel bezog%&) b%@/.



F11

194 F 1 Beschreiben von Prozessen und Zusammenhangen durch Funktionen

Beispiel F 11:

Gegeben sei die Messwertreihe Fig. F 21
x, |10 138 17 20 !

i |51 55 66 69

6 maogliche

Regressionsgerade
Vermutet wird ein linearer Zusammenhang. s
Die Regressionsfunktioist zu bestimmen. o
Berechnung: 10 ' 20
Nr. X Yi X XiYi Vi =ax+b d*=(-; P
1 10 5,1 100 51 5,058 0,0018
2 13 5,5 169 71,5 5,637 0,0188
3 17 6,6 289 112,2 6,409 0,0365
4 20 6,9 400 138,0 6,988 0,0077
4 4 4 4 4

> 'in=60 z‘y=24,1 ,Z’f =958 Zl Xy = 372,7 Zl ¢ = 0,065

= i = is =

Aus dem linken Teil der Tabelle folgt fiir den Anstieg a der Regressionsgeraden
40B727-60241 _448 _ 193

4= "4 ros8 3600 232

und fiir die Verschiebung b b8 008727 288~ 3 108,

Damit erhalt man als Gleichung fur die Regressionsfunktion, die den in der Messreihe darge-
stellten Zusammenhang naherungsweise beschrgibt: = 0,193x + 3,128

Nunmehr lassen sich diéi -Werte berechnen sowie die Abweichungsqu:{dmw damit

die Summe der Abweichungsquadrate ermitteln (s. obige Tabelle, rechter Teil). Damit ist ein
erstes Mal fur die Gite der Naherung durch die Regressionsfunktion gegeben.

Mit 0,065 erreicht diese Summe tatsachlich nur einen sehr kleinen Wert, so dass man davon
ausgehen kann, dass es sich bei dem in der Messreihe dargestellten Sachverhalt wirklich um
einen linearen Zusammenhang handelt, der durch die Furjktion = 0,193x + 3,128 annahernd
gut beschrieben wird. Weiterhin kann man nun hinreichend genau fiir weitere x-Werte zwischen
X1 = 10 und % = 20 die entsprechenden Néaherungswerte angeben.

Um die wichtige Frage der Gite der Naherung bzw. Anpassung in dem aufgestellten Modell beant-
worten zu kdnnen, lassen sich Fehlerbetrachtungen zur Regressionsfunktion und dariiber hinausge-
hende Untersuchungen durchfuhren, auf die aber an dieser Stelle verzichtet sei.

Bei einem linearen Zusammenhang der Fgrm = a - x vereinfacht sich die Regressionsrechnung

X Iy

M:

wesentlich. Es ist dann a=

n
2%
i=
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In anderen Abschnitten dieses Buchs werden fur das Lésen von Gleichungen und Differentialglei-
chungen (vgl. Abschnitt F 5) sowie fiir das Differenzieren und Integrieren von Funktionen Verfahren
dargestellt, mit deren Hilfe maxakteLosungen ermitteln kann. Es gibt jedoch Gleichungen und
Integrationsaufgaben, fur die solche exakte Lésungsverfahren nicht bekannt sind bzw. firr die das
Ermitteln exakter Losung zu aufwandig ware.

Beispiel F 12: F12
Eine nach oben offene halbkugelformige Schale ist bis zy Fig. F 22

ihrem halben Fassungsvermégen mit Flissigkeit zu fiil1
len. Wie hoch muss dann der Flissigkeitspegel an der
tiefsten Stelle der Schale sein? 05 +
Durch das Gleichsetzen der Formel fiir das halbe Halbku-
gelvolumen (Radius r) mit der Formel fur das Volumen
einer Kugelkappe mit der H6he h %elangt man zu der O| o1 02 03 04 05 06 b{ 08 X
Gleichung 3fr — F? = P bzw. mitx =2 zu der Gleichung
dritten Grades%— 3¢ + 1 = 0. Fur derartlge Gleichungen steht uns kein allgemein giltiges
Losungsverfahren zur Verfuigung — aus der Darstellung des Graphen der zugehoérigen Funktion
lieRRe sich lediglich eine Nullstellgyx 0,65 naherungsweise ablesen.

Beispiel F 13: F13
Die Flache eines Halbkreises mit dem Radius r = 1 soll durch Integration ermittelt werden.

Da bei M = O fiir jeden Punkt P(x; y) des Kreises-¥? = 1 gilt, erhalten wir fiir den oberen
Halbkreis die Funktionsgleichung y= f(x)ﬁ —x2 . Die MaRzahl der Halbkreisflache w rd

dann durch A —I J1—x2 dx angegeben. Dieses Integral lasst sich jedoch mit den in de ' Inte-

gralrechnung behandelten Verfahren nicht berechnen.

Im Unterschied zu der Situation bei den Integrationsaufgaben lassen sich alle durch Funktionsglei-
chungen beschriebene differenzierbaren Funktionen nach den bekanntenditegeifrzieren
Naherungsverfahren scheinen daher nicht erforderlich zu sein.

Ist jedoch eine zu betrachtende Funktion statt durch ihre Gleichung allein durch ihre Werte an einer
endliche Zahl von Stutzstellen, also durch eine Wertetabelle beschrieben, so bendétigt man fur die
Ableitung der Funktion ebenfalls eine Naherung.

Beispiel F 14: F14
Mittels eines Fallversuchs soll ein Zusammenhang zwischen der Gesinm (y) tins (x)
schwindigkeit v und der Zeit t beim freien Fall ermittelt werden. Da mit 0 0,00
Schulmitteln die Momentangeschwindigkeit eines fallenden Steines nicht2 0,64

messbar ist, wird der Stein aus den verschiedenen Etagen und vom Dach 1,01

der Schule fallen gelassen. Fur jede Fallhdhe s wird die Fallzeit t in einerg 1,28
Messreihe bestimmt. Es ergeben sich die in der Tabelle enthaltenen Wertg; 1,50

Die Geschwindigkeit muss nun als Ableitung des Weges s nach der Zeit4 1,69

t ndherungsweisermittelt werden.
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Die Naherungsverfahrefur das Differenzieren und Integrieren sowie das Losen von Gleichungen

lassen sich in zwei Grundtypen einteilen:

*  Sowohl dieerste Ableitung einer Funkticads auch daBestimmte Integrabuf das die Betrach-
tung hier beschrankt bleibt, sinehjeils alsGrenzwerte einer besonderiéolge definiert.Als
Né&herungswert fuir den eigentlich gesuchten Grenzwert kann deshBtidgeingliedmit hinrei-
chend hohem Index benutzt werden. Durch bestimmte Erganzungen und Wichtungen lasst sich
die Naherung im Anschlul? weiter verbessern.

* Anders verhdlt es sich beitrdsen einer Gleichunddier wird eineAnfangsnaherunfendotigt
(gewonnen z.B. aus der der grafischen Darstellung der zugehdrigen Funktion), die die Gleichung
zwar nicht exakt 16st, deren Abweichung zum exakten Wert aber in Grenzen bleibt. Weiterhin ist
eineVorschrifterforderlich, die angibt, wie eine bereits vorhandene Losung verbessert werden
kann. Durch die Anfangsnéherung und eine Vorschrift zur Verbesserung der Naherung wird eine
Folge von Naherungen iterativ erzeudie man abbricht, wenn die gewlinschte Genauigkeit
erreicht ist.

« Naherungen fir die erste Ableitung einer Funktion an einer Stelle
Esqilty' =f'(x) = hIim ‘Lg‘f(x) . Als Né&herung fur f'(x) wird fur ein hinreichend klein&dRn
-0

h#0, derDifferenzenquotienﬁ“éx) = +hg_f(x) verwendet, als6'(x) = K&hg_—f(x——) . (1)

Fur die weitere Betrachtung sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit h > 0 festgelegt, wodurch die
Naherung (1) nur derechtsseitigerifferenzenquotienten, also nur den Verlauf der Funktion f

rechts von x beriicksichtigt. Ist die Funktion dort konvex, so liefert die Naherung einen zu grol3en
Wert fir f'(x), ist sie dagegen konkav, so liefert die Naherung einen zu kleinen Wert. Deshalb wird
als weitere Naherung dinksseitigeDifferenzenquotient benutzt: f'(x)'l(’(—)_—L(L_—h) . (2)

Dieser liefert im Falle einer konvexen Funktion einen zu kleinen, im Falle einer konkaven Funktion
einen zu grofl3en Funktionswert. Da die Fehlertendenz in beiden Fallen gegenlaufig ist, verwendet
man haufig den Mittelwert aus rechts- und linksseitigem Differenzenquotienten und setzt

f'(x) = %(f(x)—L(X—h) + fx +h%_f(X) ) :% f(X)—L(X—h) +% f(x +h%—f(x) 3)
bzw. f'(x)= HEHR-Te=D) @)

Eine Naherung fiir f'(x) nach Gleichung (4) setzt voraus, dass jeweils links und rechts von der zu
untersuchenden Stelle x in der Wertetabelle noch wenigstens ein Wertepaare vorhanden ist und dass
die Stitzstellen x=x —h, %, = X und % = X + h gleiche Abstande h aufweisen.

Beispiel F 15:
Es ist dieersteAbleitung der Funktioty = f(x) =x3an der Stellex=1mithh=0,3,=0,1
und iy = 0,01 naherungsweise zu berechnen.
h=0,3 h=0,1 h=0,01
1y = A+ h)3—(1-h3 _ (1,33-(0,7)3 _ . (LD)3-(0,9° _ .(1,003-(0,99° _
(1) R = 06 3,09; . 3,01,—0’02 3,0001

Das Ergebnis zeigt eine gute Ubereinstimmung mit dem exakten Wert f'(1) = 3. Je kleiner man
h wéhlt, desto genauer wird die Naherung.

Im Beispiel F 14 sind die Abstande benachbarter Fallzeiten (entspricht x) nicht konstant. Das Vorge-
hen in solchen Fallen soll nun erlautert werden.
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Fur eine Funktion f liegt eine Wertetabelle vor mitog, < Xg. f'(Xp) soll ndherungsweise ermittelt
werden. Als Ersatz fur den unbekannten Verlauf der Funktion f benutzt man eine quadratische Funk-
tion q(x) = d¥ + ex +f mit d, e, fIR, die durch die in der Wertetabelle enthaltenen Stiitzpunkte
verlauft, und ermittelt deren Parameter durch ein Gleichungssystem (vgl. Beispiel F 1). Die erste
Ableitung q'(¢4) wird als Naherung der gesuchten Ableitung,fXxgenutzt. Es ergibt sich:

(X )~XR Mo Ym YL XX YRTYM (5)

XR—XL XM —XL XR XL XR —X

Die fett hevorgehobenen Quotienten sind der links- und der rechtssBititerenzenquotierfiir
an der Stelley. Die jeweils davor stehenden Quotienten sind Wichtungsfaktoren fiir die beiden Dif-
ferenzenquotienten, die in Abhangigkeit von der Teilung des Intervailsdkbestimmen, wie stark
jeder einzelne Differenzenquotient in den Naherungswert eingeht. gadax Intervall [x; Xgl
genau in der Mitte, SO gill— Xy =Xy —X_ =3 (xR %) = h. Die beiden Wichtungsfaktoren erhal-
ten den Wer% In diesem Fall stimmt GIe|chung (5) mit den Gleichungen (3) und (4) Gberein.

Beispiel F 16: F 16

Fir die in Beispiel F 13 betrachtete Funktiannm (y) tins (x) v ing aﬁt’ ifg

s = s(t) soll an den Stiitzstellen die 1. Ablel’gemessen) (gemessen)  (N&herung)

tung ndherungsweise ermittelt werden. Die 0 0,00 313

GroRe t hat jetzt die Bedeutung der Variablen 2 0,64 6,28 9,82

x und s entspricht der abhangigen Variableny. 5 1,01 9,84 9,75

Fir den ersten Stutzwert t = 0 kann lediglich 8 1,28 12,50 9,77

der rechtsseitige (vgl. Gleichung (1)) und fir 11 1,50 14,79 9,86
1,69 15,79 9,34

den letzten Stutzwert t = 1,69 s nur der links-
seitige Differenzenquotient (vgl. Gleichung (2)) berechnet werden. Fir alle anderen Stutzstel-
len wird Gleichung (5) verwendet. Dabei igf ®er x-Wert der jeweiligen Stitzstellg, ist der
davorliegende undgxder nachfolgende x-Wert. Die Naherungswerte v(t) = s'(t) sind in obiger
Tabelle enthalten, wobei die kursiv dargestellten Geschwindigkeiten mittels einseitigem Diffe-
renzenquotienten berechnet wurden. Die rechte Spalte der Tabelle liefert annédhernd konstante
Werte flr die Beschleunigung a (theoretisch: a=g = ?281 ).

» Né&herungen fur das bestimmte Integral einer Funktion

Gegeben sei eine Funktion f in einem Intervall [a; b],[@Rbb > a. Mit Bezug auf die in Abschnitt
E 2.2 abgeleiteten Ausdriicke fur die Untersumgensl die Obersumme,Sowie Definition E 3
verwendet man — wie elngangs erlautert — folgende Naherung fur das bestimmte Integral:

If(x)dx~ Zf(x )AX  bzw. J’f(x)dx~ ix Ax

Dlese N&aherung soll nun mit B|ICk auf den Arbeitsaufwand und die Genauigkeit verbessertWerden.
DasersteProblem besteht darin, dass die Ermittlung der globalen Extregna f( )synd f( ) in den
Teilintervallen zu aufwéndig ist. Deshalb verwendet man statt dessen die Funktionswerte y am lin-
ken oder rechten Intervallende. Da sich in dem schmalen Intervall die Funktionswerte nur wenig
andern, bleibt die Wirkung der vorgenommenen Verénderung gering.

DaszweiteProblem resultiert aus der Frage, wie genau sich das obere Ende des Streifens dem Funk-
tionsverlauf anpassen lasst, wie gut also die Streifenflache mit der Flache unter dem Graphen im

1 Die folgenden Uberlegungen werden immer an dem Fall f(x) > 0 veranschaulicht, die Ergebnisse hangen
aber nicht von dieser Einschrankung ab, sie sind allgemein guiltig.
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betrachteten Intervall zur Ubereinstimmung gebracht werden kann. Je besser diese Ubereinstim-
mung ist, desto weniger Teilintervalle werden benétigt, um zur gleichen Endgenauigkeit zu gelan-
gen. Dazu solledrei Falle betrachtet werden:

1. Fall (Rechteckmethode)Der Streifen ist ein Rechteck mit y A
der BreiteAx. Die H6he wird bestimmt durch den Funktions

f
wert ¥ _ 1 am linken (bzw. yam rechten) Intervallende (Fig.
F 23). Daraus ergibt sich die Naherungsformel:
b n n
fX)dx= T yj_1AX=40x- T Vyi_

2. Fall (Trapezmethode):Der Streifen ist ein Trapez mit der
Breite Ax. Als Hohe wird der Mittelwert der Funktionswerte
yi_ 1 und y am linken und am rechten Intervallende benutz y f
(Fig. F 24) Daraus ergibt sich die Naherungsformel: %= 1)
b

If(x)dxzzly' iy =1 AX'{iYi—lfiﬂ g’

Die erste Summe in der eckigen Klammer addiert alle Fun
onswerte von ybis y, _ ;, die zweite Summe alle Funktions-
werte von y bis y,. In der eckigen Klammer entsteht daher ¢ e Al
Summe S, in dergund y, einmal, aller anderen Funktions- o -1 Xi X
werte jedoch zweimal auftreten: Sgy2y; + ... +2y,_ 1+ Yp. A
Zusammengefasst ergibt das:

J’f(x)dx Ax[ O 4y +yp+ .Y+ yﬂ (Trapezformel)

3. Fall (simpsomsche Regel): Das Intervall [a; b] muss in eine

geradeZahl 2k von Teilintervallen zerlegt werden. Je zwei Parabel
benachbarte Streifen werden zu einem Streifenpaar zusan

gefasst (Fig. F 25). Es entstehen k Streifenpaare. In jedem

fenpaar gibt es drei Stltzpunkte, deren x-Werteqyq, Xg den

gleichen Abstandx haben. Durch diese drei Punkte wird al

Naherung fir den exakten Verlauf der Funktion f und als ok A Fig. Fés
Begrenzung des Streifenpaares eine quadratische Parabel

gelegt. Das Vorgehen ist vergleichbar mit dem Parabelansatz bei der Ermittlung der ersten Ableitung
(bvgl. S. 197). Als Néherung fir das bestimmte Integral ergibt sich schlief3lich

[O00X = 5 (Vo + Yot 200+ Yat oo+ Vo= D+ AL+ Y3+ o+ Yo ).

a
Diese Naherungsformel fir bestimmte Integrale bezeichnet man nach dem englischen Mathematiker
Thomas 81PsSoN alssiIMPSONsche Regel.

F17 Beispiel F 17:
Naherungsweise Berechnung des besﬂmmt@gﬂaﬂ‘sj‘ J1—x2dx (Flacheninhalt eines

Halbkreises mit r = 1 LE) mittels der oben genannten drei Methoden; nAx £00,2.
Wertetabelle:

X | -1 -08 -06 -04 -02 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
y |0,000 0,600 0,800 0,917 0,980 1,000 0,980 0,927 0,800 0,600 0,000
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Ax =0,2 | Rechteckmethode Trapezmethode siMPsonsche Regel
X y YRand y YRand Yungerade Ygerade
-1,0 0,000 0,000 0,000
-0,8 0,600 0,600 0,600
-0,6 0,800 0,800 0,800
-0,4 0,917 0,917 0,917
-0,2 0,980 0,980 0,980
0,0 1,000 1,000 1,000
0,2 0,980 0,980 0,980
0,4 0,917 0,917 0,917
0,6 0,800 0,800 0,800
0,8 0,600 0,600 0,600
1,0 0,000 0,000
Summe 7,593 0,000 7,593 0,000 4,033 3,560
1=0,2-7,593; 1=0,2-(0,5-0+7,593); || = %’2 -(0+4-4,033 + 2 -3,569);
I =152 | =152 | =155

Der exakte Wert des bestimmten Integrals betzdgtl,571. Die Abweichung der ermittelten
Néaherungen liegt zwischen etwa 0,05 bei den ersten beiden Methoden und 0,03 ibi-der
sonschen Regel. Diese liefert wegen des héheren theoretischen Aufwandes normalerweise
immer genauere Naherungen. Die Trapezmethode filhrt hier zu keinem besseren Ergebnis als
die schlichtere Rechteckmethode, da die wichtigen Werte am Rand beide null sind.

e Naherungsverfahren zum Ldsen von Gleichungen

Ein effektives Naherungsverfahren fiir das Lésen von Gleichungen ist das nach dem englischen
Mathematiker, Physiker und Astronomen Isa&wNoN (1643—-1727) benannkEwToON sche Ver-
fahren. Die nach einer Variable aufzulésende Gleichung wird dabei so umgestellt, dass auf einer
Seite lediglich die Null steht. Der Ausdruck auf der anderen Seite enthalt die zu ermittelnde Variable,
z.B. x, und wird als Funktionsterm, also als f(x) aufgefasst. Man erhélt f(x) = 0 — das Lésen der Glei-
chung ist gleichbedeutend mit der Suche rdahstellenxy der Funktion f.

Nun wird zuerst eindnfangsnaherung,Xtir die gesuchte
Nullstelle > der Funktion f ermittelt, z.B. aus dem Graphel f(x,)
von f. Weiterhin benétigt man eine Vorschrift, die die Nahert 1
X1 und jede weitere verbessern kann, die also die vorliege
N&herung noch naher ag keranruckt.

Beim NEwToONverfahren wird zu diesem Zwecke im Punkt Q

B1(Xy; f(x4)) die Tangente an den Graphen gelegt (Fig. F2 _;
Sie hat den Anstieg f'¢xund die Gleichung y — f¢X =
f'(xq) - (x—x). Die Tangente wird nun als Ersatz fur den Fu
tionsgraphen benutzt und ihre Nullstelleberechnet.
Aus 0 —f(x) = f'(X1) - (X2 — %) folgt nach Umformungen o
:(();11)) . Die rechte Seite lasst sich berechnen, da f >

gegeben ist, eine Anfangsnaherupgyarliegt und aus f die

fxy)

Xo =X —

Fig. F 26

Ableitung f' ermittelt werden kann. Unter geeigneten Bedingungen (die in Fig. F 26 erflillt sind),
liegt x, tatséchlich naher bei der zu ermittelnden Nullstelle glskalso eine genauere Naherung.
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Um die Genauigkeit der Naherung weiter zu verbessern liegt es nah?,aisrswrtwert ZuU ver-
X5)

. . f
wenden, an Beine Tangente anzulegen und als neue Nahesmgx— = zu berechnen.

"(X2)
Dieses Vorgehen kann beliebig oft wiederholt werden. Es wird stets wiéder die Formel

f(x:
Xit1=%— f((% mit i0N, i > 0, f'(%) # 0 benutzt, die ihrerseits eine rekursive Bildungsvorschrift

der Folge (¥ darstellt. Das BwTtonverfahren wird auch als efteratives Verfahren® bezeichnet,
da es auf der wiederholten Anwendung obiger Gleichung beruht.

F18 Beispiel F 18:
Fir die Funktion y = f(x) =%— 3% + 1 (vgl. Beispiel F 12) und die Startwerte=0,6 und
X1 = 3 soll nach derhlewToNverfahrendie in Fig. F 22 gezeigte Nullstelle ermittelt werden.
Der Rekursionsschritt nach Einsetzen der konkreten Funktion lautet

x3-3x2+ 1
X: =y _ i =b(X:
1N e )
Iteration Kontrolle Iteration Kontrolle
1. Start x = 0,6 f(x;) = 0,136 2. Start x = 3 fx)= 1

X, = 0(xy) = 0,65396825 f(x,) = —0,0033379 X, =h(x;) = 2,88888889 f(x,) = 0,07270233
X3=0(xp) = 0,6527@27 f(xg) = —1,6605E-06 X3=d(xy) = 2,87H5157 f(x3) = 0,00050385

X4 =0(X3) = 0,65270364 f(x4) = —4,1278E-13 X, =d(xg) = 2,87938524 f(x,) = 2,4801E—08

X5 =0(Xg) = 0,65270364 f(x5) = 0 X5 = 0(Xg) = 2,87938524 f(x5) = —3,5527E-15

Xg = 0(xs) = 0,65270364 f(xg) = O Xg = 0(Xs) = 2,87938524 f(xg) = O

Mit dem Startwert x= 0,6 wird schon mit dem 3. Iterationsschritt eine Naherung erreicht, die

bis zur achten Stelle nach dem Komma stabil ist. Als Naherungswert karth652704 ange-

geben werden. Der Start mit der Anfangsnaheryrg3xfihrt auch zu einem stabilen Ergebnis,
allerdings wurde wegen der ungiinstig gewahlten Startnaherung eine andere Nullstelle der glei-
chen Funktion gefunden. Dies zeigt: Die Wahl einer geeigneten Startndherung ist ausschlagge-
bend fur den Erfolg der iterativen Naherung.

F 3 Extremwertprobleme

Eines der vielen wichtigen Anwendungsgebiete der Differentialrechnung ist das Losen von Extrem-
wertaufgaben. Es geht dabei — vereinfacht ausgedriickt — um das ErddtjetrigenLosung aus

der Mengealler Losungen fur ein bestimmtes (praktisches) Problem, die unter Berticksichtigung
vorgegebener Bedingungen digtimale Variantedarstellt.

Die hierfur genutzt&trakgie lasst sich folgendermalR&annzeichnen: Um die Hilfsmittel der
Extremwertberechnung anwenden zu kénnen, beschreibt man zunachst die den jeweiligen Sachver-
halt kennzeichnenden Zusammenhéange mittels einer Funkifufktior), in der alsabhangige

Variable geraddiejenige GroRRauftritt, welche einefxtremwet annehmen soll. Enthalt diese
Zielfunktion mehrereunabhangigé&/ariable, dann versucht man, deren Anzahl durch Verwendung
weiterer sich aus der Aufgabe ergebenden Bedingungen (Nebenbedingungengibis darfiable

zu reduzieren und bestimmt ein fur die Losung sinnvolles abgeschlossenes Intervall (meist der Defi-
nitionsbereich). Die L6sung des Ausgangsproblems wird dann durglotiate Extremurder Ziel-

funktion im genannten Intervall angegeben.

D iterare (lat.) — wiederholen
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Die anschlieRenden Beispiele verdeutlichen eine zweckméaRige Schrittfolge fir die Umsetzung der
oben skizzierten Losungsstrategie.

Beispiel F 19: F19
Es sollen zylinderférmige Blechdosen mit einem Volumen von33(am 0) hergestellt werden.

Wie grol3 missen Radius r und Hohe h gewahlt werden, damit der Blechverbrauch mdglichst
klein ist? (Die Blechstarke bleibt unberiicksichtigt.)

(1) Analyse der Aufgabe:
Gegeben: Volumen des Zylinders V = a’cm
Gesucht: r, h (fir den Fall minimaler Oberflache O) sowijg, O

(2) Aufstellen der Funktion mit Extremalbedingung (Zielfunktion):
Fir den Oberflacheninhalt eines Zylinders mit dem Radius r und der Héhe h gilt
O = 2r? + 2irh. Also ist die Zielfunktion O(r, h) =122 + 2rrh, d. h., O ist von zwei Vari-
ablen abhangig. Es muss versucht werden, eine der beiden Variablen anhand von Nebenbe-
dingungen durch eine andere auszudrtcken.

(3) Angabe von Nebenbedingungen:
Fur das Zylindervolumen gilt die Formel vie2h. Da im vorliegenden Falt’h = a gelten
soll, folgt h =2 .
Tr2
(4) Einsetzen der Nebenbedingungen in die Zielfunktion:
Aus O(r, h) = 2r? + 2ih und h :iz folgt O(r) = &r? + mﬁ =2m? + 2ark
(5) Festlegen des Definitionsbereicr?;s:

Bei dieser Aufgabe ist es sinnvoll, das Definitionsintervall m]Or a[ festzulegen. O(r) ist
in diesem Intervall auch differenzierbar.

(6) Ableitungen der Zielfunktion:
O'(r) = 4w —2ar% O"()=4n+4ars >0furr>0, da a>0
(7) Bestimmen des lokalen Extemums:
2a

Wegen der notwendigen Bedingung O'(r) = 0 muss geltan:-2a 2= 4w — = =0.
r

Daraus folgt 413 = 2a, alsot= 22 und damit rzajE .
41 21
Wegen O"(r) >0 (s.0.) ist r aj% eine lokale Minimumstelle von O(r).

(8) Ermitteln des globalen Extremums:
Die einzige lokale Extremstelle der im Definitionsbereich stetigen Funktion O(r) ist eine
Minimumstelle, die damit auch globale Minimumstelle ist.

(9) Interpretieren der errechneten Werte:

— a o —
Aus r=3 o folgt fur h =

a[B.?.

a = 21 :23& =d

2 a A 2T '
HE%/%E "on

Hohe und Durchmesser eines Zylinders missen also gleich gro3 sein, wenn der Oberfla-
cheninhalt des Zylinders bei gegebenem Volumen mdglichst klein sein soll.
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Beispiel F 20:

Gegeben ist die Gleichung der Parabelscgftar £ tx — 1;';2 Y (tOR). Die Achsenschnitt-

punkte und der Scheitel einer Scharparabel seien Eckpunkte eines Dreiecks. Fur welche Schar-
parabel hat das Dreieck den gré3ten Flacheninhalt?

(2) Alle Parabeln dieser Schar haben Nigllstellen xg; =0 und 5 —ﬂ , die Achsen-

schnittpunkte sind also;®; 0) und B( 12t ;0). (Furt=0 eX|st|ert nurlPDle Gleichung

der betreffenden Parabel igt(k) = —112 x2, eine nach unten gedffnete Parabel, deren Schei-
telpunkt in (0; 0) liegt. Ein Dreieck existiert also nicht. Bei den weiteren Betrachtungen
schlieen wir t = 0 aus.)

Die Sche|telpunktskoord|naten Iautent(§—- ) (,Formeln und Tabellen“, S. 38).

Fur —t ergibt sich S(( _Gt ; s t2 ), also nur elne Splegelung an der y-Achse. Der Flachen-

inhalt des jeweiligen Drelecks bleibt dadurch unverandert (Fig. F 27).

Fig. F 27

Zu ermitteln ist nun t so, dasgpp,s, maximal wird.
(2)Ar=39hy

Die Grundseite des Dreiecks entspricht dem Abstand der beiden Nullstgltem yaKoor-

dinate von §

_1 12t 32 _ t3

A = 2142 142 18El+t2)2 #0)
(Die Schritte3) bis 5)entfallen hier, da die Zielfunktion nur von einer Variablen abhangig ist
und der Definitionsbereich feststeht.)

: 3t2(1+ t2)2—t3 [P(1+ ) [Pt _ 1 ot2(3—12)

©A®M =18 (1+12)4 18(1+ 2)3
(7)A'(to) = 0, woraus wegen# 0 und 1 +%# 0 folgt: 3— 2= 0, also §; gp= /3.

fur o< /3 gilt A'(t) > 0}

Bei to= /3 liegt ein (+/-)-VZW von A'(t) vor.
A(t) hat also beito = /3 lokale Maxima.
fur oto> /3 gilt A'(t) <O0. ® 43

(8) Es giIt I|m A(t) = lim _ 188 _ 0 - die lokalen Maxima sind auch die globalen.
t o too 1+ 202 +1t4

(9) Fur die Scharparabeln mitt0 = ./3 haben die Dreiecke, die aus den Scheitelpunkten und
den Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen gebildet werden, den gréf3ten Flacheninhalt.
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F 4 Weitere Anwendungen der Integralrechnung

Begriffe und Methoden der Integralrechnung sind in verschiedensten Bereichen von Theorie und
Praxis anwendbar. Im Abschnitt E 4 wurde mit der Berechnung von Flacheninhalten eine erste,
grundlegende Anwendung der Integralrechnung ausfihrlich betrachtet. Nachfolgend sollen nun wei-
tere innermathematische wie auch einige naturwissenschaftliche Probleme betrachtet werden, die
sich mithilfe der Integralrechnung l6sen lassen.

F 4.1 Volumen und Mantelflache von Rotationskdrpern; Bogenldnge von Kurven

« Berechnung des Volumens von Rotationskdrpern

Im Geometrieunterricht der Sekundarstufe | wurden verschiedene Koérper (z. B. Prisma, Zylinder,
Pyramide, Pyramidenstumpf, Kegel, Kegelstumpf, Kugel) betrachtet und dabei u. a. auch ihr Volu-
men, ihr Mantel- oder Oberflacheninhalt berechnet.

Einige dieser Korper kann man sich durch Rotation eines Flachenstiickes unter einer Kurve um eine
Achse erzeugt denken. Das Kurvenstulick erzeugt dabei den Mantel dieses Kérpers (Fig. F 28a—c).
Die jeweilige Kurve bezeichnet man als erzeugende Kurve, die Achse als Rotationsachse.

Kdrper Zylinder Kegel Kugel
u )
Formel V =miréh V= grzh = gnr3
Fig. F 28a Fig. F 28b Fig. F 28c

Solche Korper werdeRotationskdrpegenannt. Wir

betrachten eine beliebige stetige Funktion fim Int Y

vall [a; b] und lassen die Flache unter dem zu f ge .

renden Graphen um die x-Achse rotieren. Es ents(x, ) / B
|

f(x)

ein Rotationskorper (Fig. F 29). Es soll nun das
Volumen dieses Rotationskorpers berechnetwerc O a
Die Lésung des Problems liefert uns ebenfalls di N !
Integralrechnung. Dabei kann man analog zur FI
cheninhaltsberechnung (Abschnitt E 2) vorgehen
Wir teilen das Intervall [a; b] in n gleich lange Teilir.
tervalle. Jedes Teilintervall hat dann die Lange= b—;a. Legt man durch die Intervallendpunkte
Schnitte senkrecht zur x-Achse, so wird der Rotationskérper auf diese Weise in ,Scheiben” der Héhe
Ax zerlegt.

Im k-ten Teilintervall sei f§, ) der kleinste undxf( ) der groBRte Funktionswert. Jeder der entstan-
denen ,Scheiben* kann dann ein (Kreis-)Zylinder mit der Hbhend dem Grundkreisradiusd( )
(Grundflacheninhaltff( x, )] 2) einbeschrieben und ein Zylinder mit der Halseund dem Grund-
kreisradius f, ) (Grundflacheninhatff(x, )] 2) unmbeschrieben werden. Setzt man die Zylinder

[
U

Fig. F 29
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jeweils zusammen, so liegt das Volumen des Rotationskérpers zwischen den Volumina der beiden
zusammengesetzten Koérper, die sich als Summe der Zylindervolumina ergeben (Untersumme und
Obersumme).

Esgilt: s,= Zn (F(X)?-Ax und §,= Zn (f(x,))*Ox mit s,<V<S,

Je feiner man die Zerlegung wahilt, je gréRer also n und je kleiner demzistolged, desto besser
nahern sich die Summe der Volumina der einbeschriebenen Zylinder und die Summe der Volumina
der umbeschriebenen Zylinder dem gesuchten Volumen an.

Wie im Abschnitt E 2 kann man zeigen: Die oben gekennzeichneten Folpemd$S) sind monoton

und beschrénkt und besitzen somit jeweils einen Grenzwert. Die beiden Grenzwerte stimmen Uberein.
Da die Funktion f stetig ist, ist auch die Funktion g()l)-#f(x))2 stetig und somit integrierbar.

Nach der Definition des bestimmten Integrals (Definition E 3) gilt dann

n —» oo

b
lims, = lims, = In-(f(x))zdx.
n - oo
a

b
Das gesuchte Volumen ist also \n=I (f(x))zdx.
a

Satz F 5: Volumen eines Rotationskérpers

Es sei f eine Uber dem Intervall [a; b] stetige Funktion. Dann besitzt der Korper, der durch Rota-
tion der Flache unter dem Graphen der Funktion f iber dem Intervall [a; b] um die

x-Achse entsteht, das Volumen

V= Tt-}(f(x))zdx =n-}y2dx.

Beispiel F 21:
a) Die Flache unter dem Graphen der Funktion f(x) = r rotiere im Intervall [0; h] um die
x-Achse (Fig. F 30). Es ist daslumen des entstehendBotationskdrpergu berechnen.
h
Wegen f(x) =r, alsozi(x) — 7 gilt V= T[--!I’de =T [r2-x]g . y
Daraus folgt: V =rt-r%-h 1 28I =1
Das ist die uns bekannte Formel fir das Volumen eines ZyI| - \| ( \

ders, den der Rotationskérper in dieser Aufgabe darstellt. o/ \ [\
Fig. F 30

b) Die Flache unter dem Graphen der Funktion f(x)=  rotiert ) = v

im Intervall [0; 5] um die x-Achse (Fig. F 31). Das Volumen Y
des entstehenden Rotatlonskorpers ist zu berechnen.

V= n{(ﬁ()zdx nlxdx T[[—] =2 =39,.27

Das Volumen betragt rund 39,3 VE.
Fig. F 31

Erfolgt die Rotation um die y-Achse, so kann durch analoge Uberlegungen die folgende Formel fiir
im Intervall [a; b] eineindeutige Funktionen gewonnen werden:
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V= T[-Jd'xzdy mit ¢ =f(a) und d = f(b)

Dabei ist x = g(y) die Umkehrfunktion zu y = f(x).

Dain der Formel%bendtigt wird, ist es bei Berechnungen haufig einfacher, y = f(x) rfeatnf 20-
I6sen und nicht nach x.

Beispiel F 22: F 22
Die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f(%) 2 x y

und der y-Achse rotiere im Intervall [f(1); f(4)] um die
y-Achse. Dad/olumen des entstehendBotationskorpersst
Zu berechnen (Fig F 32).

Weil f(x) = = X eine im Intervall [1; 4] eineindeutige Funktion
ist, eX|st|ert dle Umkehrfunktion in diesem Intervall. Sie hat
die Gleichung x = g(y) =/2y

Die Integrationsgrenzen fir die Berechnung des Rotationskor-
pers ergeben sich aus (U
c=f(1) :% und d=f(4)=8

f(x) = 1x*

o) i — A x
Fig. F 32

8
Fur das Volumen gilt dann: Vn-J’Zy dy :n-[yz]i =TI (64 — ) =T == 255 = 200,3
2
2
Der Rotationskdrpers besitzt ein Volumen von rund 200 VE.

Beispiel F 23: F 23
Um das Volumen des auf Seite S. 177 beschriebenen Luft- y
schiffs naherungsweise zu ermitteln, kann dieses Luftschiff 325
als ein Korper aufdasst werden, der bBiotationder in i

Fig. F 33 gekennzeichneten Flache um die x-Achse ent

. . . . Ul O 0
steht. Fur die Berechnung ist es erforderlich, eine geagne%%\_/vs M

Funktionsgleichung des zugehérigen Graphens aufzustel- —32,5 Fig. F 33
len. Dafur gibt es verschiedene Mdglichkeiten.

(2) Eine erste, allerdings sehr grobe, Naherung erhalt NEY v A 7 S S
wenn der Graph als Bogen einer Parabel 2. Grades au
fasst wird. In f(x) = a& + b ware dann b = -32,5 und mit

130
[ES [323 %2 - 32, 5] dx 4601356
-13@ll 130

P1/5(x 130; 0) erhielte man aus a- $3032,5=0 rsl;[[l = ](32 52 |ex
die Funktionsgleichung y = f(x) fsz_og 2% 32,5 .27130°2>5%32 572, ,iuuc%gng?sf?u):is
(—130< x <130). Damit ware Fig. F 34

V=m (332 02 x2 — 32,5¥dx = 460 139 (M) (Fig. F 34, obere Zeile)
—130
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(2) Eine bessere Néherung ergibt sich, wenn man den Achsenschnitt als eine Ellipse mit den

Halbachsen a = 130 und b = 32,5 auffasst. &% i =1 ergibt sich dann
13 32,%
y2=(1 —%2 ) - 32,5 und damit fiir das Volumen
130
V=T (- %2 ) - 32,50dx = 575 173 () (Fig. F 34, untere Zeile)

-130
Diese zweite Naherung kommt dem vom Hersteller angegebenen Volumen von 550000 m

relativ nahe.

» Berechnung der Bogenléange ebener Kurven

Die Bogenlange ebener Kurven wurde bislang nur fiir die Sonderfélle des Umfangs eines Kreises
und der Lange eines Kreisbogens betrachtet. Die Uberlegungen sollen nun auf die Graphen beliebi-
ger stetiger Funktionen ausgedehnt werden.

Eine Kurve sei in einem Intervall [a; b] als Graph ein y
Funktion f mit der Gleichung y = f(x) gegeben. Es sc Q
die Lange s des Kurvenbogens zwischen den Punkt /—\\f
und Q berechnet werderréktifikation einer Kurve). ds
Dazu betrachten wir zunachst das Bogenelement ds ax
Es gilt

(dsf = (dx? + (dyP, also ds= [1+ (3 dx.

Bildet man die Summe aller zwischen P und Q liegenio | x| o B X
Bogenelemente und lasst ihre Anzahl durch immer f Fig. F 35

nere Unterteilung gegemgehenijntegriertman also, so

ergibt sich fir die Bogenlange der Kurve der Funktion mit der Gleichung y = f(x) im Intervall [a; b]

b b
(zwischen den Punkten P und Q) gL+ y’? df( 1+[FOQ1®  dx.
a a

F 6 Satz F 6: Bogenlange
Es sei f eine Gber dem Intervall [a; b] differenzierbare Funktion. Dann besitzt der Bogen des
Graphen von f im Intervall [a; b] die L&nge

b b
s=[ J1+y'? dx :J’A/1+[f'(x)]2 dx

dy

F24 Beispiel F 24:

a) Kreis:
Mithilfe von Satz F 6 soll die bekannte Formel fiir den Kreisumfang bestatigt werden.
Aus der Kreisgleichung 2¢ y? = % (0< x < r) erhalt man durch Umformen und
Differenzieren y =Jr2—x2 und y' =—=%—  Nach Einsetzen in die obige Formel fiir
2_x2
M die Bogenlangergibt sich fur eineiertelkreis:

r r
s x2 r
2=r 1 dx = dx
4 _(')- + |'2—X2 ‘([ /rz_X2
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Wir berechnen dieses Integral mittels eines GTA (Fig. F 36b) und er}ialtég-‘
fur den Umfang des Vollkreises u sefolgt.

y =f(x) A1 aebralcoTe ot her Prantolclear a-z.. |

y

, woraus

(@] r X
. i n-lr|
[a[ rz—xz]dx z
F|g F 36a ﬁm(urf‘r(r 2n:a":xn%r)'x'u'rﬁzluzn Flg F 36b

b) Asteroide

y
2 02 %3 al
Gleichung: x3 +y3 =a3 bzw. y a3 —x3
| H|
1 1
,02 22 O % 1pg2 2p ; .
Damit gilt: y' = [&3 x3] M X 3 3 x3 -a © a X
S 0O
Durch Einsetzen in oblge Formel ergibt sich fur die Bogen-
lange eines Viertels der Asteroide: 21  Fig.F37
2 2 Berechnung fur a = 5 durch GTA im

Grafik-Menii mittels F5 )(Math)

FEv | FG™

((B)(Arc) und Grenzeneingabe

[Fomayrer e 1. fv. Trex [rew (f7 &7 |
va Zoon(Trace|ReGraph [Math(Draw|- f

Fur die gesamte Kurve erhélt man somit s = 6a.

c) Schleife N ——

Gleichung: 9ay=x(x —3a} (a>0, x=0)

2
— [X(x=33"  _3a=X[x oy _ = " .
y «/7""5‘5“ = L (weil x — 3a< 0, denn x — 3a 0 wurde zu » 3a fiihren);

P a-x y
Y 2./ax

X 2
— (a—x) _rX+ta
s = |1+ dX_IzﬂdX_é (x+3af

Fig. F 38

-

2

e Berechnung der Mantelflache bzw. der Oberflache von Rotationskorpern
Es sei nun wieder eine Kurve als Graph einer Funktic
mit der Gleichung y = f(x) gegeben. Rotiert diese Kur
im Intervall [a; b] um die x-Achse, so Uberstreicht sie
dabei die Mantelflache des entstehenden Rotationsl
pers. Das Kurvenstiick (der Kurvenbogen) im Interv:
[a; b] wird nun in Bogenelemente ds zerlegt.

Vi

O

X

0 ¢
Fur die halbe Schleife erhalt man mit X = 3a Ma\
2 =2a/3, woraus s=4# folgt. Fig. F 39
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F 4 Weitere Anwendungen der Integralrechnung

Eines dieser Bogenelemente fiir sich betrachtet tiberstreicht dann die dargestellte Teilflache der Man-
telflache. Es handelt sich um ein schmales reifenférmiges Band, aufgeschnitten naherungsweise ein
Rechteck mit den Seitenlangemydind ds, das demzufolge den Flacheninhalt=@#ty - ds besitzt.

Hieraus ergibt sich (in Analogie zu den Uberlegungen bei der BogenLangeberechnung) durch Inte-

gration als Mantelflache des Rotationskdrpers im Intervall [a; Q]::AZr[Iyds
a

b
Wegen ds =y 1+y'? dx (s. S. 206) folgtyA= 2nfy 1+y'? dx.
a

Satz F 7: Mantelflacheninhalt eines Rotationskorpers

Es sei f eine Uber dem Intervall [a; b] differenzierbare Funktion. Dann besitzt der Kérper, der
durch Rotation der Flache unter dem Graphen der Funktion f Gber dem Intervall [a; b] um die
x-Achse entsteht, den Mantelflacheninhalt

b
Ay = 2r:‘[yA/1+y'2 dx.
a

Soll die Oberflache eines Rotationskdrpers berechnet werden, so sind die Flacheninhalte der Grund-
und der Deckflache zur Mantelflache zu addieren, falls die erzeugende Kurve nicht mit einer Null-
stelle von f beginnt oder endet.

Beispiel F 25:

a)

b)

Oberflacheninhalt eindé¢ugel
Wir betrachten zunéchst die Halbkugel. Die Oberflache der Halbkugel wird erzeugt durch
die Drehung eines Viertelkreises um die x-Achse (Fig. F 41).
Gleichung: £ + y2 = [ (0O<x<r)

y
Durch Umformen folgt y =Jr2—x2 und y'=—=— , also A
Jrz—x2 \\
2 _ X2 _ oo T " . . : r(;

«/1 ty «/l + 72 —m . Fur die Mantelflache ergibt sich W X

r r = .
damit: Ay = 2f Jr2—x2 —L— dx = [ rdx = 20° B IF A

0 ==t 0

Fur die Oberflache der Kugel folgt daraus die bekannte For@elmz.

Mantelflacheninhaléines Rotationsparaboloids, der durch Rotation des Grapinen
f(x) = «/x im Intervall [0; r] um die x-Achse entsteht
Durch Einsetzen von y 7/x undzyi 4—1X in die Gleichung fur die Mantelflache folgt:
o s @Tﬂlgrérjra Crazlvc, thl:ver' Pl"rgsrqID\l’E:lear'r'E a—z...]
oy = 2nfﬁ< C 1+ Ldx= f X + 1 dx
0 4x 0 4 l2-n-j5mdx

r

3
-2 o F |

a-nf(r+.25% 2 125]
RRALAL e

_4n S 1
-3 ( H’*’% 3 ) w20 [0 ¥ Baxr=2 13.6136
2axf CICx+ 250 x, B w2 p»=2]

0 AUTO

HAIN Fil FUNC_ 2720

Fig. F 42
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Fur r= 2 (LE) erhalt manﬁ: 13761 FE Flg F 42 Zelgt Y‘E ngréBra Crazlvc, thl:ver' Pr‘rgsmIDTCIearr'sa—z...]
die gesamte Rechnung unter Verwendung eines GTA. .

. s Al . L. -2-n-fDE&-J1 104 %)
Aus Fig. F 43 lasst sich Uberdies erkennen, dass auch bei Ei (B AT+ ) - o+ 724 2.
von GTA eine vorherige Vereinfachung des einzugebenden Te z

1 -2-n-fg[&-m]dx|r=2 13. 4909
vorteilhaft sein kann: Verwendet man son’Et . /1 + = ohne T GONTCTL T 78 >, 0, ¥) [#=2]
vorher zu /x +% zu vereinfachen, ist der auf dem Bildschirm Fig. F 43
(hier nur unvollsténdig) erscheinende Resultatsterm wesentlich komplizierter als im zweiten Fell und

der Naherungswert fur r = 2 ungenauer. Bei Einsetzen in obige Formel erhalsat8/61357 FE.

F 4.2 Physikalische Probleme

In der Physik und in den anderen Naturwissenschaften findet die Integralrechnung vor allem als eine
Grundlage fir das Losen von Differentialgleichungen Anwendung (s. Abschnitt F 5). Bedeutsam

sind aber auch Probleme, die sich durch das Deuten physikalischer Grof3en als Flacheninhalte bear-
beiten lassen.

* Physikalische Arbeit
Aus dem Physikunterricht ist bekannt: Wird ein Korper langs eines Weges, nachs, (also um
das Wegstucks) unter Einwirkung einer konstanten Krafbewegt, so gilt fir die verrichtete Arbéit

W=F:As, falls Kraft- und Wegrichtung Ubereinstimmen (denn Kraft und Weg sind
bekanntlich gerichtete GroRen) (Fig. F 44), und

W=F-As-coqn, falls die Kraft- und die Wegrichtung den Winkekinschlie3en.

Betrachten wir die Kraff als Funktion des Wegssso stellt das Diagramm in Fig. F 45 diesen
Zusammenhang dar:

Die FunktionF(s) ist eine konstante Funktion — ihr Graph verlauft demzufolge parallel&cinse.

Kraft
F = const.

Q F F(s)
-
S As S

Weg

Fig. F 44 S S Fig. F 45

Die verrichtete Arbeit kann nun als Inhalt der Flache unter dem Graphen der FEi{K}ioterpre-

tiert werden, d. h., die MaRRzahlen wahund vom Flacheninhalt des gekennzeichneten Rechtecks
sind gleich.

Bei vielen physikalischen Vorgangen bleibt die Kraft aber nicht konstant, sondern sie verandert sich
sprunghaft oder auch kontinuierlich — Letzteres z. B. beim Spannen einer Schraubenfeder. Unser Ziel
ist es, fur diese Félle ebenfalls eine Formel zur Berechn | x4

F
der Arbeit zu finden. &
Andert sich die Kraft, die an dem Korper angreift, ,sprul
haft‘, d. h., ist sie stiickweise konstant, so entsteht als r L e

Graph des funktionalen Zusammenhangs zwischen Kr i i
und Weg die nebenstehende Treppenkurve (Fig. F 46) s S, Fig. F 46
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In diesem Fall wére die Arbeit gleich dem Inhalt der Flache unter der Treppenkurve im Intervall

[s1; sp] und sie konnte als Summe der Teilflachen (Streifen) berechnet werden.

Verandert sich die Kraft langs des Wegesstandig, d. h., ist die Funktida(s) nicht einmal stiick-

weise konstant, sondern nur stetig, so kann die physikalische Arbeit nicht mehr elementar berechnet
werdenAber auch in dieserRall wird siegeometrisch als Inhalt der Flache gedeuietder Graph

der FunktionF (s) mit ders-Achse in den Grenzesj unds, einschliel3t (Fig. F 47).

Mit den Mitteln der Integralrechnung kann diese Flache berechnet werden. Es gilt:

Wird ein Korpervon einer Kraft- langs des .

Wegess vons, nachs, bewegt und stimmen

die Kraft- und die Wegrichtung lberein, so F(S
betragt die verrichtete physikalische Arbeit
52 oy — Weg _
W=J’F(S)ds. St S, Fig. F 47
St

Das bestimmte Integral gibt dabei nur die Mal3zahl der physikalischen Arbeit an — die Einheit ist
gesondert zu tberleger

F 26 Beispiel F 26:
An einer Schraubenfeder sei ein Korper befestigt. Es ist die Arbeit zu berechnen, die verrichtet
werden muss, wenn der Kérper v@machs, bewegt werden soll (Fig. F 48).
Die Feder wird bei diesem Vorgang gespannt. Die dazu erforderliche Kraft, die der Zugkraft der
Feder entgegenwirkt, ist dem zurtickgelegten Weg proportional:
F(s)=D-s HookEesches Gesetz (Der Proportionalitatsfalkddneilt hier Federkonstante.)

S
Die aufzuwendendérbeit\W = IF(s)ds betragt fiir den _,f 777777
vorliegenden Fall: E ?
: D212 _D(2_ 21 S S
W:J’D-sdsz[isz]slzz(sz —sl)). Fig. F 48
Sy

Fur eine Schraubenfeder mit der Federkonstabter,0 Nnt* und einer Ausdehnung von

0 auf 20 cm gilt daniiV = 1—20 Nm‘1(0,22 - 02) m? = 0,2 Nm.

Mit diesen Kenntnissen kann auch die Formel fiir die Federspannarbeit gewonnen werden.
Es qilt: W= %D $

Schwerpunkt von Flachen \

Aus dem Physikunterricht ist bekannt: Greift an einem starren unc
eine Achse drehbaren Korper (Flache) eine Kiradtn, so wirkt ein

DrehmomenM und es gilM = F - a. Dabei ista der Abstand der Wir-
kungslinie der Kraft von der Dreha_ghse (Fig. F 49), auch ,Hebela

genannt, undr der Betrag der Kraff . d

Fig. F 49

Denkt man sich nun eine Flache, die gleichm&Rig mit Masse belegt ist, in kleine Massenelemente
aufgeteilt, so greift an jedem Massenelemrmulie Gewichtskraft an. Dadurch entsteht ein Dreh-
moment bezuglich einer beliebigen Drehachse.

1 Vereinbart sei, dass beim Auftreten von GréRensymbolen innerhalb von Differentiationen oder Integrationen
stets nur die jeweiligen MaRRzahlen gemeint sind.
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Bezeichnet man die auf die Flache bezogene Massedicht
U, die Erdbeschleunigung ngtund die Grol3e des einzelnel
Flachenelements mitA, so gilt fir das Massenelemedim
Am=pu-AA
und flr die auf dieses Massenelement wirkende Gewichts
g-Am=g-u-AA. yot
Fir den auf das Massenelemdm entfallenden AnteilM
des Gesamtdrehmoments folgt dann ¢} b X
AM=g-u-AA-a ek 7 50
Nun gibt es zu einer Flache (einem Kdrper) genau einen Punkt S, der durch folgende Eigenschaft
gekennzeichnet ist: Legt man durch S eine beliebige Achse, so hat die Summe der Drehmomente
aller Massenelemente der Flache (des Korpers) beziiglich dieser Achse die MalRzahl 0. Dieser Punkt
wird als,Schwerpunkt“bezeichnet. Seine Lage (seine Koordinaten) zu kennen ist wichtig fur das
Loésen vieler physikalischer und technischer Probleme.

Die zu untersuchende Flache habe beispielsweise die Gestalt wie in Fig. F 50. Der Inhalt dieser Fla-

b
che hat dann die FlachenmalR3zahl T\ = f(x) dx. Zur Ermittlung der Koordinaterdx des
a

Schwerpunktes wird durch S eine zur y-Achse parallele Achse gelegt. Dann besitzen alle Massene-
lemente, die auf einem schmalen, zur y-Achse parallelen Streifen derBeéitggen, nahezu das
gleiche Drehmoment bezuglich der gewahlten Schwerelinie. Der Streifen hat die Flachenmalzahl
f(xy) -Ax. Fur das Drehmoment des Streifens M, = g -t -f(X,) -AX - (Xg — %)-
Um das Gesamtdrehmoment zu ermitteln, ist nun die Summe der Drehmomente aller Streifen der
Flache zu bilden und der Grenzwert dieser Summéxnit 0 zu berechnen. Es ergibt sich so das
folgende Integral:
n b
lim AM = (g F(X) - (xg— x)dx
(AnximO)kZl J;

Da}) die Achs;e durch den Schwerpunkt gehen soll, ist dieses Integral gleich 0. §Vege® gilt

xSJ'T(x)dx —J’x-f(x) dx = 0, woraus folgt
a a

b b
[t dx %J'[f(x)]z dx
Xg = ab— . Durch analoge Uberlegungen ergibt sicghzyab— .
f(x) dx f(x) dx
| |
Beispiel F 27: y F27

Es ist der Schwerpunkt der nebenstehenden Dreiecksflache zu 1
ermitteln (Fig. F 51).
2 2

A= lf(x)dx :t[(_é +1)dx =1 5
2 2 x2 x3 x2 4
‘!x-f(x)dx =‘£(—2 +X)dx =[5 +5 ] == 2

wlho

2
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2 2 _2X2 _ 3 X2 P 2
![f(X)] dx '.!:(Z —x+dx =5 X+ £ -2+22

Somit ist % = und =

WIN
Wi

- Bewegungsablaufe

Im Abschnitt E 2.1 wurde eingangs ein Problem aus der Kinematik, das ,Fahrtenschreiberproblem®,
gestellt und mithilfe der Integralrechnung gelést. Wir gelangten letztlich zu dem Resultat, dass bei
einer beliebigen Geschvvtindigkeit—Zeit—Funktim(m) fur den im Zeitintervallty; t,] zurtickgelegten

2

Weg gilt (s. S. 152):s = J’v(t)dt
Ein analoger Zusammenﬁang bestehttzwischen der Beschleunigung-Zeit-Fa(tktionl der
2

Geschwindigkeit-Zeit-Funktiow(t): v = J’a(t) dt
t1

Beispiel F 28:

Unter Verwendung der oben genannten Gleichungen fuir den Weg und die Geschwindigkeit sol-
len die Formeln fir den freien Fall eines Kérpers gewonnen werden.

Zum Zeitpunkt = 0 seien die Geschwindigkeit des betrachteten Kéxpei® und die bislang
zuriickgelegte Fallstrecls== 0. Beim freien Fall eines Kérpers ist die Beschleunigung konstant

— es gilta(t) =g.

Daraus folgt dann .

» fir die Geschwindigkeit zum Zeitpunigtt v= ‘ggdt =[g-] t;’ =0

to

t
« fiir den in der Zeit, zuriickgelegten Fallwegs = ‘!g-tdt =14 1Y, = gtoz.

Da diese Aussage fur eine beliebige Zeitdawgdt, kbnnen wir auclv =g-t unds = gtz
schreiben.

« Elektrische Ladung

Die elektrische Ladun@ ist eine weitere physikalische GroR3e, die mittels der Integralrechnung bes-
ser gefasst werden kann.

Wenn ein Strom mit der konstanten Stromstégkeahrend der Zeitfliel3t (Fig. F 52), so wird die
elektrische Ladun@ = |- ttransportiert. Solche Bedingungen lassen sich in einem Experiment
schaffen, doch beiVorgangen in der Praxis treten meist zeitlich verénderliche Strome auf (Fig. F 53).

| L 0 |

AQ= I, - At I(t)
AQ

(0] [ A )

1
0 t L 'Fig.F52 Fig. F 53
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Auch fiir den letztgenannten Fall kann die Ladungsberechnung auf dem Wege Uber die Berechnung
des Inhalts der Flache zwischen der Kurve und der x-Achse mathematisch geldst werden. Es gilt:

tp

AQ= [1() o

Beispiel F 29: F29
Der Strom-Zeit-Verlauf sei durch die Funktionsgleichuiy = 0,5t° gegeben. Es ist zu ermit-
teln, welche Ladung wahrend der zweiten Sekunde flief3t.

2
Q :J’O,5t3 dt = [%t“]i =P —% :%5 1) Das heif3t: Die Ladung betragt rund 1,9As = 1,9 C.
1

F 5 Differentialgleichungen

F 5.1 Der Begriff Differentialgleichung

Aus der Integralrechnung sind Aufgaben bekannt, bei denen beispielswe_ti%x_\)sz2 +2;

f,'(x) = /X, f5'(x) = g(x) jeweils die Funktion £u bestimmen ist. Gelést werden solche Aufgaben
durch Integration und als L6sung erhélt man in jedem Fall ganze Funktionsscharen. Fir die Beispiele
ergeben sich so folgende Lésungen:

f1(x) = %3 +2x+c, @R bel., H(x) = g Jx3 + ¢, R bel., B(x) = [g(x) dx
Ware nun auf der rechten Seite der obigen Beispiele auch die jeweils gesuchte Funktion enthalten,
so wirde man Gleichungen wig(X) = f4(x) oder §;/(x) = — f4(x) + 2 erhalten, die auf den ersten

Blick vollig neuartig sind. Nachfolgend soll jedoch gezeigt werden, dass sich eine ganze Reihe die-
ser neuen Gleichungen mit bereits bekannten Hilfsmitteln aus der Analysis I6sen und vor allem auch

fur die Bearbeitung wichtiger Klassen inner- und aul3ermathematischer Probleme anwent | l&sst.

Definition F 1: F1
Jede Gleichung tiber eiféWariablen X1V, mit der eine Funktion y = f(x) gesucht wird und

die mindestens eine Ableitung der gesuchten Funktion f nach der Variablen x enthalt, heif3t
Differentialgleichung.

Beispiel F 30: F 30
Folgende Gleichungen simifferentialgleichungenMit jeder Gleichung wird die Funktion f
gesucht und jede Gleichung enthalt eine Ableitung der gesuchten Funktion f.

a) f'(x) =3¢ mitxOR b) f'(x)—r-f(x)=0 mitx, £R
c) ffxX)=r(1 —f%‘—) )f(x) mitx,r, &R, r=0,G>0 d) f'(x) = T()i”) XIR mit f(x) # 0
e) f'(X) +f(x)—2=0 mitxXIR f) f'"(x) +4f(x) =0 mitxOR

1
2)

Die Einheiten werden gesondert betrachtet.

Hangt die gesuchte Funktion f nur veinerVariablen ab, so wird die Differentialgleichung agewohnli-
cheDifferentialgleichung genannt. Sind mehrere unabhéngige Variablen vorhanden, so handelt es sich um
partielle Differentialgleichungen. Diese sollen hier nicht behandelt werden.
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Bemerkungen:

< Invielen Fallen kann eine Differentialgleichung so umgestellt werden, dass die hdchste in der
Gleichung vorkommende Ableitun@‘)i(x) allein auf einer Seite der Gleichung steht. Man nennt
diese Form diexplizite Darstellungler Differentialgleichung im Gegensatz zu eingpliziten
Darstellung So handelt es sich bei f(x) = f'(x) - x um eine implizite, bei f'(%zi)i dagegen um
die explizite Darstellung derselben Differentialgleichung.

« In Differentialgleichungen schreibt man statt f(x) hdufig auch y. Die soeben betrachtete Differen-
tialgleichung wirde dann kurzer y‘i—— lauten.

» Ist die erste Ableitung die hdchste auftretende Ableitung, so lautet die explizite Darstellung der
Differentialgleichung f'(x) = G(x; f(x)) (bzw. y' = G(X; y)), wobei G ein mathematischer Aus-
druck ist, der x und f(x) enthalt.

F 5.2 Arten von Differentialgleichungen

Ein grundlegendes Unterscheidungsmerkmal von Differentialgleichungen i€iritmang

Definition F 2:
Unter derOrdnung einer Differentialgleichung versteht man die Ordnung der héchsten auf-
tretenden Ableitung der gesuchten Funktion in der Differentialgleichung.

Beispielsweise ist f"(x) + 4f(x) = 0 eine Differentialgleichung 2. Ordnung und f'(x) — r f(x) = 0 eine
Differentialgleichung 1. Ordnung.

Neben der Ordnung ist dignearitateiner Differentialgleichung ein wichtiges Einteilungsmerkmal.
Eine Differentialgleichung ist linear, wenn die enthaltenen Ausdricke f(x), f'(x), f"(xﬁ"?ﬁs)fnur

in erster Potenz vorkommen und wenn sie lediglich durch Addition oder Subtraktion miteinander
verknupft sind. Bis zur zweiten Ordnung bedeutet das:

Definition F 3:
Eine Differentialgleichung
1. Ordnung nennt mamear, wenn sie 2. Ordnung nennt mi@mear, wenn sie
sich in der Form f'(x) + Q f(x) = S sich in der Form f"(x) + Q f'(x) + Rf(x) =S

schreiben lasst.
Dabei sind Q, R und S gegebene Funktionen von x oder auch Zahlen. In letzterem Fall charak-
terisiert man die Koeffizienten durch Kleinbuchstaben.
Die jeweils rechte Seite der obigen Gleichungen — also S — wird dihdimogenitater line-
aren Differentialgleichung bezeichnet.

Bei den linearen Differentialgleichungen unterscheidet man ferner zwikohsrgenenindinho-
mogenerDifferentialgleichungen.

Definition F 4:
Eine lineare Differentialgleichung 1. oder 2. Ordnung heifdhogen,wenn ihre Inhomogeni-
tat identisch 0 ist. Anderenfalls heif3t die lineare Differentialgleiclwingmogen.
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Beispiel F 31: Ordnung, Linearitdt und Homogenitat von Differentialgleichungen F31
Differentialgleichung Ordnung linear/nichtlin. homogen/inhomogen

a) f'x)-rfx)=0 1 linear homogen

b) f'(x)+f(x)—2 =0 bzw. 1 linear inhomogen
f'(x) +f(x) =2

c) f"(x)+4f(x)=0 2 linear homogen

d) f(x)=-——= 1 nichtlinear -

f(x)
Die Ordnung der einzelnen Differentialgleichungen ergibt sich aus den fett gedruckten
héchsten Ableitungen. Differentialgleichung b) enthélt die Inhomogenitét 2; Differentialg ei-
chung d) ist nichtlinear, da die Funktion f(x) auf der rechten Seite der Gleichung den Exgonen-
ten —1 besitzt.

F 5.3 Zum Losungsverhalten von Differentialgleichungen

Definition F 5: F5
Eine Funktion f mit der Gleichung y 51(x) heil3tLésung einer Differentialgleichungmit

dem Grundbereich V, wenn sie die Differentialgleichung fiir all&>zu einer wahren Aussage
macht.

Beispiel F 32: Ldsung der Differentialgleichung f'(x) = 2f(x) mik F32
Es soll Uberpriift werden, ob die Funktion
a) fi(x) =2x b) H(x) = &* c) fa(x) =c-&¥ xOR

eineLdsung der Ciferentialgleichund'(x) = 2f(x) ist.
Zu a} (1) EinsetzenLS:f;'(x) = 2,RS:2f1(x) =4x, also 2 = 4x

(2) Auswertung: Die Gleichung ist nwahr fur x = 0,5, also nicht fur alledR.

(3) Schlussfolgerung: Die Funktiop(k) = 2x istkeine Losungvon f'(x) = 2f(x).
Zub) (1) LS:f,(x) = 2?*, RS:2f,(x) = 26®, also2e® = 2e**

(2) Die erhaltene Gleichung ist wahr fur allélR.

(3) Die Funktion $(x) = X isteine Losungvon f'(x) = 2f(x) .
Zuc)y (1) LS:f3'(x) =c-2-€ RS:2f3(x) =2-c € also 2 -e¥ = ¢ -.e¥

(2) Die erhaltene Gleichung ist wahr fir allelR und c[R.

(3) Alle Funktiony =§(x) =c €% cOR bel., sind_dsungenvon f'(x) = 2f(x) .
Die durch §(x) =c¢ S charakterisierté 6sungshar (Fig. F 54) der Oferentialgleichung ent-
halt fir ¢ = 0 die Losungfx) = 0 und fiir ¢ = 1 die Losung(k) = 22

Differentialgleichungen — so sie tUberhaupt Iésbar sind — besitzen eine ganze Schar von Lésungs-
funktionen, die der gleichen Grundgleichung gehorchen, sich aber durch einen oder mehrere Schar-
parameter voneinander unterscheiden. Die Losung der Differentialgleichung 1. Ordnung aus
Beispiel F 32 c) besitzt den einen Scharparameter c. Durch die Wahl des Wertes von c¢ bleibt der
exponentielle Verlauf der jeweiligen Lésungsfunktion unberihrt. Der Wert von ¢ bestimmt aber,



216 F 5 Differentialgleichungen

durch welche Punkte P(x; y) der Graph der Losungsfunkt
verlauft. Damit ist die Méglichkeit gegeben, aus der -
Lésungsschar eine spezielle Losung auszuwahlen, die di
einen vorgegebenen Punkg(Ry, yo) verlauft. Eine derartige |
Aufgabenstellung heil®nfangswertproblentin Anfangs- o]
wertproblem kann i.Allg. leicht geldst werden, wenn eine —

. -2
Lésungsschar vorliegt. I

F 33 Beispiel F 33 Anfangswertproblem
Geucht ist eine Losung der Differentialgleichung f'(x) = 2f(x) unter der Bedingpmé(¥) = 3.
Nach Beispiel F 32 c) ist f(x) = c?eeine Lbsungsschar der Differentialgleichung. Aus der
Anfangsbedlngung folgt;y=3=c-& 1=c- &, also ¢ == = 0,406. Die Funktion
=f(x) = e—2 . &= 3. &~ ?jst diejenige Losung der D|fferent|algle|chung f'(x) = 2f(x),
d|e durch den PunktyRyeht, also der Anfangsbedingung f(1) = 3 genugt (Fig. F 54).

Ob eine gegebene Funktion Losung elb#ferentialgleichung 2. Ordnunigt, wird analog zu Bei-

spiel F 32 gepruft. Allerdings kann eine LésungsscharzetetParameter besitzen und es werden
zweiAnfangsbedingungen vorliegen. Das fuhrt beim Lésen des Anfangswertproblems auf ein Glei-
chungssystem mit zwei Unbekannten. Anfangsbedingungen kénnen sowohl die Funktion selbst also
auch eine Ableitung der Funktion betreffen.

F 34 Beispiel F 34: Ldsung der Differentialgleichung f"(x) + 4f(x) = 0
a) Es soll geprift werden, ob die Funktion y = f(x);€@s2x + ¢sin2x (g, ¢, LR) eine
Lésung der Ciferentialgleichund(x) + 4f(x) = 0 ist. Wir verfahren wie in Beispiel F 32:
(1) f"(X) = (g cos2x + ¢ Sin2x)" = (— 2 ¢SiN2x + 26C0S2X)' = —4¢C0S2X — 46SiN2X
f*(x) + 4f(x) = —4 g cos2x — 4 gsin2x + 4 gcos2x + 4 gsin2x = 0sin2x + 0cos2x = 0

(2) Die Gleichung ist wahr fur allelXR, c;, ¢, OR. y _ _
(3) Alle Funktionen o | Anstiegm=1
y = f(X) = g cos2x + gsin2x, G, & OR,
sind Lésungen von f"(x) + 4f(x) = 0. 1

Die durch y = f(x) = gcos2x + gsin2x, 02 1
1, 6 OR, charakterisierte Losungsschar\
enthalt z.B. die Funktionen
f1(x) = cos2x (¢ = 1, 6 = 0) und
fo(x) = sin2x (g =0, 6 =1) als
Lésungen (vgl. Fig. F 55).

b) Es ist eine Losung der Differentialgleichung
zu finden, fiir die gilt: - Fig. F 55
Yo=(0)=2und y =f'(0) = 1
Aus derAnfangsbedingungegargibt sich folgendes Gleichungssystem fiuad 6:

(I) 2=1(0) =ccos0+egsin0=g, alsog=2

(I 1=f(0)=-—2gsin0+2gcos0=2g¢, alsog=0,5

Die Funktion y = f(x) = 2 cos2x + 0,5 sin2x |6st die Differentialgleichung f"(x) + 4f(x) = 0
und erfillt die Anfangsbedingungen f(0) = 2 und f'(0) = 1(vgl. Fig. F 55).

G= il
=0
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Die Beispiele F 32, F 33 und F 34 zeigen exemplarisch die Lésungssituationen bei Differentialglei-
chungen. Es gibt Lésungsfunktionen
« ohnefrei veranderlichem Parameter (z.B. die Funktionen y = f(:3*oder
y = f(x) = 2cos2x + 0,5sin2x),
* mit einem oder mehrerdrei veranderlichen Parametern wie z.B. y = f(X) 2% e0R bel., und
y =f(X) = ¢,cos2x + gsin2x, G, ¢, UR bel., die jeweils eine Lésungsschar mit unendlich vielen
Lésungen repréasentieren.
Lésungen ohne frei veranderlichen Parameter nennipaudikulare Losungen.

Schopft eine Losungsschar die Menge aller Losungen einer Differentialgleichung aus, so heil3t diese
Lésungsschar diallgemeine Lésung der DifferentialgleichungDie allgemeine Lésung ist von
besonderem Interesse, da mit ihrer Hilfe alle im Zusammenhang mit der Differentialgleichung ste-
henden Anfangswertprobleme geldst werden kénnen.

Ein wichtiges Hilfsmittel beim Aufbau der allgemeinen Lésung dinearenDifferentialgleichung

aus bekannten partikularen Lésungen stellen folgende Aussagen dar:

« |Ist die Funktion y = f(x) eine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung, dann ist
auch die Funktion c - f(x) mitl[dR eine Losung der angegebenen Differentialgleichung.

« Sind die Funktionen y 5x) und y = $(x) Lésungen einer homogenen linearen Differentialglei-
chung, so ist auch die Funktion y,£4) = ¢; - f1(X) + & - f(x) mit ¢;, ¢, OR eine Losung dieser
Differentialgleichung.

Die zweite Aussage soll fir homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung

f'(x) + Q- f'(X) + R - f(x) = 0 bewiesen werden:
f1(x) ist Losung, also gilt fur alle XV: f1")+Q-f'(X) +R-fi(x) =0;
f5(x) ist Losung, also gilt fur alle XV: 5" (X) + Q- B'(X) + R-H(x) = 0.

Dann gilt auch fur ein bel,cc, OR
¢ ')+ Qi)+ -R-(X)=0 bzw. &f"(x) + Q- H'(X) + R -H(x) = 0.

Als Summe dieser beiden Gleichungen erhélt man
c1f1"(¥) + 6f2"(x) + Q- [af'(X) + f ()] + R - [gf1(X) + cf2(x) ] = 0 oder
[eaf1(X) + f2(X)]" + Q- [arf1(X) + GFA(X)]" + R - [Gifa(X) + fp(x) ] = 0.

Mit T (X) = ¢f1(X) + Sf5(X) ergibt sich: f'(x) + Q - f/(X) + R - {(x) = O fur alle xOV.

Die so erhaltene Gleichung druickt aus, das9 £ ¢;f1(x) + cf»(x) Losung der Differentialglei-

chung f'(x) + Q-f'(x) + R-f(x) = 0 ist. w.z.b.w.

Berucksichtigt man, dass die allgemeine Lésung einer Differentialgleichungen 1. Ordnung einen

und die allgemeine Losung einer Differentialgleichungen 2. Ordnung zwei Parameter enthélt, so

lasst sich feststellen:

« Isty =f(x) einepartikulare Losungeiner linearen homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung,
dannist y =c-f(x) mit EIR dieallgemeine Losundieser Differentialgleichung.

* Sindy = f(x) und y = $(x) partikulare Losungeriner linearen homogenen Differentialglei-
chung 2. Ordnungie sich nicht nur durch einen Zahlenfaktor unterscheidann ist
y =f(x) = ¢, - f1(X) + & - fo(X) mit ¢, ¢, OR die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung.

F 54 GeometrischeVeranschaulichungvon Differentialgleichungen 1. Ordnung

Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung mit der Gleichung f'(x) = G(x; f(x)) (s. S. 214) lassen
sich grafisch veranschaulichen. Statt des Funktionsterms f(x) kann (fur jedgsauch der
Wert y der Funktion y =f(x) eingesetzt werden. Man erhélt so die Gleichung f'(x) = G(X; y).
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Sie gibt fir jeden Punkt P(x; y) im kartesischen Koordinatensystem (fir den sich G(X; y) berechnen
lasst) an, wie grol3 der Anstieg einer Losungsfunktion y = f(x) der Differentialgleichung

f'(x) = G(x; f(x)) ware, wenn eine Lésung durch diesen Punkt verliefe. Zeichnet man eine kurze Stre-
cke so in das Koordinatensystem ein, dass der Mittelpunkt der Strecke in P liegt, und wahlt den
Anstieg der Strecke gleich G(x; y), so erhéalt marReaitungsfeld der Differentialgleichung.

In Fig. F 56 wird das Richtungsfeld der Differentialglei

chung f'(x) = ﬁ = % (vgl. Beispiel F 30d)) dar- \
gestellt. i R
Der Anstieg im Punkt P(1; 1) betragt m 1—‘— =-1.Dic

Anstiege in den anderen Punkten werden analog ermi
Fir Punkte mit der Ordinate y = 0 lassen sich bei der
gewahlten Differentialgleichung keine Anstiege berech

Die Losung eines Anfangswertproblems f'(x) = G(x; f(
mit yg = f(Xg) kann man sich geometrisch so vorstelle
dass man beginnend ig(Ry; Yo) eine Strecke mit einem
durch das Richtungsfeld bestimmten Anstieg einzeich /

und zu R gelangt, von dort aus wieder dem Richtungs! /SN
folgt und so weiter. Dabei kann man bei jedem Punkt Fig. F 56
beginnen, fur den sich nach f'(x) = G(x; y) eindeutig eine Richtung berechnen lasst. Das Vorgehen
wird alseEULER-CAUCHYsches Polygonzugverfahréezeichnet. Es ist in Fig. F 56 ausgehend vom
Startpunkt B(0; 3) grafisch veranschaulicht. Das Ergebnis wird umso genauer, je kiirzer die verwen-
deten Strecken sind. In Fig. F 56 ist zudem die exakte
Losung der Differentialgleichugung mit der Anfangsbe- 1204 \x \ \ \ \ \
dingung f(0) = 2 dargestellt. Sie lautet: K\\ AN
y=f(x)=J4-x2 mit-2<x<2. = =
Fig. F 57 gibt das Richtungsfeld der Differentialglei- 80¢
chung f(x) = r(1 & )f(x) (vgl. Beispiel F 30c) fiir
r=0,5und G =100 wieder. Fur f(x) = 100 erhalt
man f'(x) = 0. Dem Wert 100 kann sich also eine 407
Lésungsfunktion y = f(x) von oben oder unten nahern
kann ihn aber bei infinitesimal kleinen Anderungen
von X nicht uberschreiten. In Fig. F 57 sind mehrere
tikulare Lésungen der Differentialgleichung eingezeich
net. Sie folgen alle dem Richtungsfeld.
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Fig. F 57

F 5.5 Lésungsverfahren fur Differentialgleichungen 1. Ordnung

Ein allgemeines exaktes Losungsverfahren fir Differentialgleichungen 1. Ordnung gibt es nicht,
aber man kann spezielle Lésungsverfahren fir spezielle Typen von Differentialgleichungen angeben.

* L6sen durch direktes Integrieren

Beispiel F 35:
Manche einfache Differentialgleichungen wie z.B. f'(x) 2 3R (vgl. Beispiel F 30a), las-
sen sich soforlurch Inkgration lésen:
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Aus [ f'(x)dx :I 3%dx erhalt man f(x) + &= X3 + C, bzw. nach Zusammenfassen der Inte-
grationskonstanten f(x) Sx% ¢, cOR bel.

Die Differentialgleichung '(x) = 3Xbesitzt also als allgemeinen Losung die Funktionenschar
f(x) = X3 + c.

Die in Beispiel F 35 verwendete Methode des direkten Integrierens lasst sich zum Ldsen von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung der Form f'(x) = g(x) einsetzen, wobei g eine gegebene und f die
gesuchte Funktion darstellt. Im Beispiel F 30 ist keine weitere Differentialgleichung 1. Ordnung
enthalten, die durch direktes Integrieren sofort I6sbar wére. Es gibt aber Typen von Differential-
gleichungen 1. Ordnung, die durgbschickte Umformungemter Verwendung von Regeln der
Differentialrechnung in eine direkt integrierbar Form gebracht werden kénnen. Das soll hier fir
Differentialgleichungen mit trennbaren Variabland firlineare Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizientefemonstriert werden. Diese Typen von Differentialgleichungen treten

in praktischen Anwendungen besonders haufig auf.

* Ld&sen durch Trennen der Variablen

Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung, die sich in der Form f' f(()‘)?)) bzw. fEX=
schreiben lassen, werden als Differentialgleichung mit trennbaren Variablen bezeichnet. Dieser Glei-
chungstyp ist dadurch charakterisiert, dass sich eine der Seiten ihrer Gleichung (hier die rechte) als
Quotient zweier Funktionesthreiben lasst, wobei die Zahlerfunktion nur die unabhangige Variable
und die Nennerfunktion nur die abhdngige Variable enthalt — oder umgekehrt. Bei der Differential-
gleichung f'(x) = f_():d =§ (vgl. Beispiel F 30d)) gilt so g(x) = (—x) und h(y) =y. Auch die
Beispiele F 30 b) und e) zahlen zu diesem Typ von Differentialgleichungen. Die fiur solche Differen-
tialgleichungen genutzte Lésungsmethode, die man afErelasen der Variableh bezeichnet, ist

durch folgendes prinzipielle Vorgehen gekennzeichnet:

Gesucht ist eine Funktion y = f(x), die der Gleichung f'(% genigt.

Losung:

(1) Trennen der Variablen:
f'(x) = g—i’ wird als ein Bruch mit dem Zahler dy und dem Nenner dx verst&hdm die Gleichung

f'(x) = d—i = &;) in h(y) dy = g(x) dx umgeformt. Man fasst also alle Terme der Differentialglei-
chung, die die Variable x enthalten, auf der einen und alle die Variable y enthaltenden Terme auf der
anderen Seite der Gleichung zusammen.

(2) Integrieren:

Man erhaltf h(y)dy  g(x)dx und somit H(y) = G(x) + ¢. H ist eine Stammfunktion von h und G
eine Stammfunktion von g. Die Integrationskonstanten wurden auf der rechten Seite zusammen-
gefasst.

(3) Umstellen der erhaltenen Gleichung nach y = f(x)

1 Dieses Verfahren wurde erstmals 1694 von Joh@mnBULLI verdffentlicht.
2) Die Berechtigung dieses Schritts bediirfte einer genaueren Rechtfertigung, worauf hier aber verzichtet wer-
den soll.
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Beispiel F 36:
Zulosen ist die Oiferentialgleichung f'(x) —r f(x) = 0, r OR (vgl. Beispiel F 30b)).
Wir schreiben die Gleichung in der Fo%?g =ry. Ein triviale Losung dieser Gleichung stellt

die konstante Funktion y = f(x) = 0 dar. Von gréRerem Interesse ist jedoch der Fall ¥ 8 ,f(x)

der nun bearbeitet wird:

(1) Trennen der Variablen: Au%{ =ry ergibt sic5!y¥ = rdx

(2) Integrieren:‘l’dy—y =I rdxd Inoyo=rx +c, dR

(3) Umstellen nachy: "8Y0=pyo=d**¢=¢&.dX=d.& mitef=d, ddR,d >0
Fallunterscheidungl. Fall: y >0 oyo=y=dé&*, alsoy=1{(x)=d€*, dOR,d>0

2.Fally<0yo=-y=dé&, alsoy =§(x) =—dé*, dOR, d >0

Die beiden Falle werden durch k= zu einer einheitlichen Lésung zusammengefasst.
Bezieht man noch die triviale Lésung ein, fur die k = 0 gilt, so ergibt sich als allgemeine
Losung die Funktionenschar y = f(x) ="K.ek R, mit k als Scharparameter.

Istr = 1, so lautet die Differentialgleichung f'(x) — f(x) = 0 bzw. f'(x) = f(x). Sie besitzt die

Losung y = f(x) = k& Deshalb bezeichnet man f'(x) = f(x) als Biéferentialgleichung der

Exponentialfunktion

« Losen von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die Form
f'(x) + q f(x) = s mit q, $IR (vgl. Definition F 3).

Ist g = 0, so erhélt man durch direktes Integrieren die Losung f(x) = sx [#K, k

Ist dagegen ¢ 0, so formt man die Differentialgleichung um zu f'(x) = s — qf(x) = 1 - (s — q f(x)).
Hierbei handelt es sich um eiBéferentialgleichung mit trennbaren Variablgwobei g(x) = 1 und
h(f(x)) = qul—fﬁ ist. Zur weiteren Bearbeitung schreiben wir die Gleichung in der Form

dy =1 .(s—
&—1(5 ay).

Die konstante Funktion y § erfullt die Differentialgleichung; sie stellt eineviale Losung da
Interessanter ist dagenderFall y # 3, der nun untersucht wird.

(1) Trennen der Variableré% =1-(s—-qy) S‘_’—{W =1-dx
(2) IntegrierenT% =I dx und damit é— e—gy1=x+c, dR
(3) Umstellen nach y: Aus Loms— gy =x+c bzw. Ilms—-qgy=—-gx—qc erhélt man durch
Potenzieren zur Basis e:
S -W =g _qy=e ¥ L=de Fmiteq=d >0, dR
Fallunterscheidung:
1.Fal:s—qy>0 os—qy=s—qy=de¥ also:y =§(x) =

ge-QX,dDrR,d>o
ge_qx,leR,d>O

s
q
2.Fal:s—qy<0 os—qy=-s+qy=de¥ also: y = $(x) :g +
Die beiden Falle werden durch kt%, d > 0, zu einer einheitlichen Lésung zusammengefasst:
Bezieht man noch die triviale Losung yg: ein, fur die k = 0 gilt, so erhalt man als allgemeine

Losung die Funktionenschar y = f(x)S: +¥& kOR, mit k als Scharparameter.
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Satz F 8: Lo6sung einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten F8
Koeffizienten
Die Differentialgleichung f'(x) + gf(x) = s mit x, q[5R besitzt die allgemeine Lésung

k + sx, wenn q=0
y =f(x) = mit kOR bel.

k-e 9+ g, wenn gz 0
k OR ist der Scharparameter und kann durch eine Anfangsbedingung bestimmt werden.

Beispiel F 37: F 37
Zu losen ist die Differentialgleichung f'(x) + f(x) =
AN N N N N N
mit x OOR (vgl. Beispiel F 30 e)) unter Beachtung der\ NN
Anfangsbedingungy= f(0) = 0. - o - — — - - -
a) Allgemeine Lésung = asma——— = = =
Die lineare Differentialgleichung hat die Koeffizi- — : ~ = : : j : :
enten g =1 und s =2. D&®, lautet nach Satz F 8 L
die allgemelne Lésung A7 /1 VA S A A ARV A
-f(x)——+k‘X—2+ke‘X kOR /_1_// A A
b) Partikulare Lésung ; Y, j ﬁ f ; ; ; ;
Aus dem Ansatzy=f(0) =2 +k&=2+k=0 Fig. F 58

ergibt sich fur den Scharparameter k = —2. Die der

gegebenen Anfangsbedingung geniigende partikuldre Losung ist also y = f(x) =2 — Z e
Fig. F 58 zeigt das Richtungsfeld der Differentialgleichung sowie mehrerer Losungsfunkti-
onen. Die ermittelte partikulare Losung ist rot hervorgehoben. Mit wachsendem x nahern
sich alle Lésungsfunktionen asymptotisch der konstanten Funktiogh y= =2

F 5.6 Naherungsverfahren zur Lésung von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Viele Differentialgleichungen — auch solche 1. Ordnung — lassen sich nicht oder nur aufwandig
I6sen. Deshalb ist es wichtig, neben exakten auchrilmerische Losungsverfahren verfligen,

die Naherungslosungefiir Anfangswertprobleme liefern. Da man numerische Lésungsverfahren

mit Personalcomputern abarbeiten kann, werden Differentialgleichungen so fiir einen immer breite-
ren Interessentenkreis zugénglich.

Die Grundidee der meisten numerischen Losungsverfahren fur Differentialgleichungen 1. Ordnung
besteht im Polygonzugverfahren (vgl. Abschnitt F 5.4).

In einerDifferentialgleichungl. Ordnung in expliziter Form f'(x) = G(x; f(x)) kann man den

Differentialquotienten f'(x) =lim %&) bei hinreichend klein festgelegtem h néaherungs-

—

weise durch den Differenzenquotiemf +hr)]_f(x) ersetzen. Unter dieser Voraussetzung gilt fur

F(x) = G(x; f(x)) dann G(x; f(x)) = f'(xx D=1 bzw, h- G(x; f(x))= f(x + h) - f(x). Damit
folgt auch f(x + hj= f(x) + h - G(x; f(x)). Setzt man statt des ,ungeféahr gleich” ein ,jist gleich“, so
ergibt sich eine Gleichung fiir eine neue Funktfon , die Miteerungfir f ist. Es gilt:
fx+hy=f +h-Gx;f x) (®
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Die Naherungf  stimmt umso genauer mit der gesuchten Funktion f tiberein, je kleiner h gewéhlt
wird. Nach (*) lasst sich nun ads  (x + h) weifer (x+2h)= (x+h)+h-G(xf+h; (x+h))
berechnen. Auf diesem Wege erhélt man ausgehend von der AnfangsbedgguQg)y= f (%),

eine Folge von Néherungswertqrpyf (%) fur die gesuchte Funktion, die jeweils an den Stellen

X1 =Xyt h, % =X +h=+2h, ..., x= X+ ih berechnet werden. Mit den hier verwendeten
Bezeichnungen stellt Gleichung (*) eirekusive Bildungswvischrift derFolge (y) dar:
YVi¢1=VYith-G0g+ih;y),i0N,i=20,hz0

Zusammenfassend lasst sich feststellen:

* Ist eine Differentialgleichung der Form f'(x) = G(x; y) mit der Anfangsbedingygrgfixg) zu
I6sen, so liefern die Bildungsvorschriftermog +ih und y. 1=y, +h-G(x y;), iON, i =0,
h# 0, eine Folge von Punkter(®; y;), die eine Naherungsldsung fur die gesuchte Funktion
y = f(x) darstellen.

» Je mehr sich h dem Wert null ann&hert, desto néher liegen die Pumki€Paphen der Funktion
f und desto hdher ist der Rechenaufwand.

Beispiel F 38:

Die Differentialgleichung f'(x) = r- (1 Lé) )f(x) (vgl. Beispiel F 30c und Fig. F 57)) mit

r =0,5und G = 100 und der Anfangsbedingung f(0) = 4 soll im Intervall von x = 0 bis x = 20
mit einer Schrittweite von h = 2 ndherungsweise geldst werden.

Aus G(x;y)=0,5-(1 T)clTo )y erhalt man fiir die Funktionsweyiig/ rekursive Bildungs-
- Yi v Yi \o y?
vorschrift ¥, 1=y +hr-(1—7 Jy=¥+ 1 —155 = 2% — 155

oder kurz y, 1 = 2y — 0,01y, L A I S SRy
Die Folge der Argumente kesitzt die explizite Bildungs- Iﬁ; 31 5?34 e

vorschrift % = X + ih = 2i. Mit der Anfangsbedingung e g%

f(0) =4 () = 0, ¥ = 4) ergibt sich die Wertetabelle und die |z—H-—|=-= .

grafische Darstellung der Naherungslésung (vgl. Fig. F 59|M m' : -
ul entspricht x, u2 entspricht y). Fig. F 59

F 5.7 Loésen linearer homogener Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Es sollen Lésungen fir Differentialgleichungen 2. Ordnung der Form f*(x) + g f'(x) + r f(x) = 0 mit
g, rO0R ermittelt werden.

Fir g =0 und r = 1 erhalt man die einfache Gleichung f"(x) + f(x) = 0 bzw. f"(x) = —f(x). Pruft man
die Liste der bekannten Funktionen auf die Eigenschaft f"(x) = —f(x), so sté3t man auf die beiden
Winkelfunktionen y = f(x) = sihx und y =f5(x) = cosx. Es gilt némlichf;'(x) = cosx,

f1"(X) = (cos x)' = —sin x = —{x). Die Rechnung furfverlauft analog. f"(x) = —f(x) hat deshalp f

und %, als partikulére Losungen. Nach den Erkenntnissen aus Abschnitt F 5.3 lautet die allgemeine
Loésung f(x) = gsinx + g cos x mit g, ¢, R — man erhalt also eine periodische Funktion.

Wird die Differentialgleichung auf den Fall f*(x) + rf(x) = 0 bzw. f"(x) = —rf(x) mit r > 0 verallge-
meinert, so muss man auch die partikularen Loésungen verandern. Die Fuy(kienkfsin x mit

dem zusatzlichen Faktor k lgtinepartikulare Lésung der Gleichung, wie man durch Einsetzen pri-
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fen kann. Setzt man dagegen einen Faktor das Argument der Funktion, so ergibt sich eine par-
tikulare Lésung:

f1(x) = sinax, f1'(X) = WcosuX, f;"(X) = (WCOSKX)' = —w? SiNWX = —w? - f;(X) = —r fy(X) mit r = ?
bzw.w = J/r , r > 0. Eine zweite partikulare Lésung igix) = coswx.

Damit lautet die allgemeine Losung: f(X) £SinwX + G, COSwX mit ¢;, ¢, OR.

Setzt man fur x die Zeit t ein, so beschreibt die Funktion f(})sineot + ¢, coswt eine oszillierende
GrolRe, wie sie bei ungedampften harmonischen Schwingungen auftritt.. Die Differentialgleichung
f'(x) + rf(x) = 0 mit r > 0 wird deshalb auch é&hwingungsgleichurigezeichnet.

Fir g = 0 und r = =1 erhéalt man aus "(x) + gf'(x) + rf(x) = 0 die Gleichung f"(x) — f(x) = 0 bzw.
f"(x) = f(x). Eine solcheEigenschaft besitzt die Exponentialfunktion f(x¥5denn es gilt

(€9" = & =f(x). f1(x) = € ist folglich eine partikulare Losung der Gleichufti(k) = f(x) Wie aus
Abschnitt F 5.3 bekannt ist, ben6tigt man fir die allgemeine Losung einer Differentialgleichung
2. Ordnung jedoch noch eine zweite partikulare Losung. Dafur kégr=fe ™ gewahlt werden,
denn (89" = (-eX)' = —(—€*) = X, Die allgemeine Losung der Differentialgleichung f"(x) = f(x)
lautet daher f(x) = " + ¢, * mit ¢;, ¢, OR.

Gilt nicht r = -1, sondern allgemeiner r < 0, so hat die allgemeine Losung der Gleichung

f(x) = rf(x) die Form f(x) = g % + c,e ™ mit k = J/=r .

Auch wenn die Beschrankung g = 0 aufgehoben wird, kann man die Differentialgleichung

f'(x) + qf'(x) + rf(x) = 0 mit g, 1JR wie oben durch einef\nsatz mit einer geeigneten Funktion
I6sen. Das Vorgehen soll anhand der Exponentialfunktionen f('% aeLdsungsansatz demonst-
riert werden.

Setzt man f(x) =k, f'(x) = k&> und f'(x) = KR in die obige Differentialgleichung ein, so ergibt
sich die Gleichung 3€* + gk é* + rd* = 0, woraus man bei Division durcféz 0 fiir alle x) die
sogenannteharakteristische Gleichurkf + gk + r =0 erhalt. Diese quadratische Gleichung besitzt
die Lésungen K, = —g + %Z—r :

Nun mussen drei Félle unterschieden werden:

1. Fall:qzz —r>0

Es existieren zwei k-Werte, aus denen giski partikulare Losungeter Differentialgleichung
ergeben:

fi(x) = X = e[_g%q{i_r}[k und §(x) = €2* = e[_g_JqZT_qDX .
Die allgemeine Losuntautet daher f(x) = ¢ & + ¢, - &2* mit ¢;, ¢, OR bel.

2. Fall:qz2 -r=0
Hier giltr = %2 sowie K=k, =k = —(-2‘ . Die erstpartikulare Losungst deshalb4{(x) = e_gx .
Durch Einsetzen lasst sich zeigen, dgég £ x - e_gx mit r :qZZ ebenfalls eine partikulére
Losung der Differentialgleichung f"(x) + g f'(x) + rf(x) = 0 ist. Aus beiden partikularen
Lésungen folgt die allgemeine Lésung f(x) & ce_gx +6G- x-e_gx mit G, ¢, OR bel.

3. Fall:% —r<o0

Die charakteristische Gleichung besitzt in diesem Falle ke#gleenLésungen. Durch Betrach-
tungen im Bereich d&omplexen Zahlerie hier nicht geflihrt werden kénnen, lassen sich den-
noch folgende partikulare Lésungen finden:
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g g >
fi(x)=e 2 coswx  und B(X) = € 2" sinx mitw= /r-%— .

Aus den beiden oben genannten partikularen Lésungen ergibt sich die allgemeine Lésung
_9 _9 _9 2
fx)=c e 2% coswx + oe 2"sinwx=e 2" (¢ coswX + Gysinwx) mit ¢, ¢, OR undw = r—%— .

Zusammengefasst ergibt sich:

Satz F 9: Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Jede Differentialgleichung der Form f"(x) + gf'(x) + rf(x) =0 mit x, qRr ist Iésbar. lhre

allgemeine Losung lautet:

f(x) = 9, a, o _
crre? +g-xe? farr=%, mit g, ¢, OR bel.
_9x ~9x 2 2
.e 2 +C-e2 sj irr> %4 = r=9
Ci-€2 COIX + Cy-e 2  SinwX farr i L OR

Beispiel F39: Losen linearer homogenerfi&rentialgleichungen 2. Ordnuifigach Satz B)
a) Losung der Differentialgleichung f*(x) —4f(x) =0 (q=0;r=-4)

Ansatz: y=f(x) = & y
Einsetzen: kX —4&* =0 50t
char. Gleichung: %—4=0 mitden 401

Losungen k=2; kb=-2 |
allg. Lésung: V= lge St et

mit ¢;, ¢, OR 2071
partikulare Lésung fur 10+
f(0)=5, f(0)=—6: y=8&+4e6 ; : : :

(Fig. F 60) o 05 1 15 2
Fig. F 60
b) Losung der Differentialgleichung f"(x) + 2f'(x) + f(x) =0 (q=2;r=1)

Ansatz: y=1f(x) = & Ay
Einsetzen: ke + 2ké* + ¥ =0 i
char. Gleichung: %+ 2k + 1 =0 mit der 3

Losung: k =k, =k=-1 5
allg Lésung: y = ge~ X+ gxe ¥ .

mit ¢;, ¢, OR o X
partikulare Lésung fur 4l 1 23 456 738
f(1) =5, f'(1) = 1: y =—e &+ 6e-xe* )

(e et -3 Fig. F 61

c) Losung der Differentialgleichung f"(x) + 4f(x) = O (Beispiele F 30f), F 34a)) (q=0;r=4)
Ansatz: y =f(x) = &
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Einsetzen: ke + 4é% =0
char. Gleichung: %+4=0; im Bereich der reellen Zahlen nicht l6sbar
9
q=0 O e2 =1:r=40w =.4=2
allgemeine Losung: y =€0s2X + sSin2x mit G, ¢, OR

F 5.8 Anwendungen von Differentialgleichungen

* Unbeschranktes und logistisches Wachstum von Populationen

Eine Population bestehe aus N Individuen. Nach einer bestimmteAZ &t eine AnderungAN

mit AN = N(t +At) — N(t) des Populationsumfangs N zu verzeichnen. Kann die Population ohne
Beschrankung wachsen, so ist die Anderung proportional zum Ausgangsumfang. Bei genauerer
Betrachtung ergibt sich:

je mehr Individuen sind, desto mehr Nachkommen AN =g-N, g - Vermehrungsrate

je mehr Individuen sind, desto mehr Sterbefélle AN =s-N, s- Sterberate

AN=AN-AN=(g—s)N=k-N bzwAN =k-N
k — Wachstumsrate der Population

Ist das Wachstum durch eine Obergrenze G der Individuenzahl beschgmitird sich bei noch
kleiner Individuenzahl ein annédhernd unbeschranktes Wachstum einstellen, mit wachsendler Zahl
wird die Wachstumsrate jedoch kleiner, um schlie3lich bei N =G den Wert 0 anzunehmen. Die
modifizierte Wachstumsrate, k k (1 —g ) weist das erwartete Verhalten auf. Es ergibt sich
AN = ky-N =k-(1 —('\_j )N (logistisches Wachst&)n
Da sich in beiden Wachstumsfallen die Anderahgauf einen bestimmten Zeitraum, z.B.
At =1 Jahr, bezieht, spielt die Art des Populationswachsitumeshalbdieses Zeitraums keine
Rolle. Es konnte sich (wie bei Bakterien) umkantinuierlichesNachstum handeln. Méglich wéare
aber auch, dass ein diskontinuierliches, an einen Lebenszyklus gebundenes Populationswachstum
(wie bei Schmetterlingen) vorliegt. Im Falle des kontinuierlichen Wachstums kann man von den bei-
den angegebenen, jewellsl beschreibenden Gleichung zu einer Differentialgleichung tibergehen.

unbeschranktes Wachstum logistisches Wachstum
Gleichung fUrAN AN = N(t +At) — N(t) = k- N(t) AN =k-(1 —% )-N(t)
k ist abhangig voat: Je kleineAt, Kk ist abhangig vomAt: Je kleineiAt, desto
desto kleiner ist k. kleiner ist k.
Gleichung durchit N(t+At)—N(t) _ k N(t+At)=N(t) _ k N(t)
(Ot £ 0) dividieren At = N0 At =at— )»NO
Grenzibergang mit lim N{*+AY-N() _ N'(t) = lim N({*+AY-N() _ N'(t) =
At - 0 At~ 0 At At -0 At
” = lim £ .Ng@ = fim £ @ -NOy N
At~ oAt At - oAt G
. . . Ve _ ok ey N(t) _ ok
Differentialglei- N'()=r-N(t), r= Iim — N't)=r-(1—-—=—=2%)-N@), r= lim =
chung ot - oAt G At - 04t
Fir kleinesAt gilt r = Bk—t Fur kleinesAt gilt r = Ait

D Eine Beschréankung kommt beispielsweise zustande, wenn die Population in einem isolierten Gebiet lebt, in
dem sich héchstens G Individuen erndhren kénnen.
2 Die Gleichung des logistischen Wachstums wurde erstmals BRRU/STund FEARL 1838 verwendet.
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N'(t) = rN(t), rOR, r> 0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie ent-
spricht bis auf die Bezeichnung der im Beispiel F 36 behandelten Differentialgleichung. lhre allge-
meine L&sung kann von dort ubertragen werden und lautet N(fj =@ die Anfangsbedingung
N(0) = Ny, so erhélt maNg = ce® = c. DieLosung deénfangswertproblemist dahemN(t) = No€e . 't

Die Differentialgleichung N'(ty r-(1 —% YN(t) des logistischen Wachstums ist zwar auch von
1. Ordnung, aber nicht linear. Sie wird ebenfalls durch Trennen der Variablen gel6st. Beim Integrie-
ren bendtigt man die Methode deartialbruchzerkegung(vgl. Abschnitt E 5.4).

N'() = G = (@ -5 N®, N©) =N

Trennen deVariablen —— 9N =r.qt Integrieren l’ dN = [rdt—rt+c
3B EE

Das Integral auf der linken Seite lasst sich mittels Partialbruchzerlegung bestimmen. Man erhalt:

1 _ 1 1 1 1 4n — _a N
———+N,alsoj’é—:—N dN+‘[NdN——In(G—N)+InN—Ir&—_~N =rt+c

N
In——1
Daraus folgt:e G-N i%u =8*¢=d.4" bzw. N=(G-N)-d-& mitd = &€. Die letzte Glei-
chung wird nach N aufgelést: N = Gde Nd &', also N + Nd B = N(1 + d &) = Gd &' und damit
G[lj[e’t AN
, dOR, d>0. 200
+d De“ unbeschrénkt,
Bestlmmen des Parameters d: 160 N No=4
y onye e
0 —_— =
No=N(©0) =25 L 0d= -, 0 NO= SN+ N LN T

Fiir die Werte r = 0,574, G = 100 und N(0) = 4 sind -

die partikularen Losungen der beiden Differentialgleichur 40

gen des unbegrenztendN 4) und des logistischen

Wachstums (fy= 4" und Ny = 150) in Fig. F 62 dargestelli O R
Fig. F 62

logistisch,
No=4

» Steuerung des Fiillstandes einer Talsperre

Der Fullstand einer Talsperre wird ausgedruckt durch das (aktuelle) Stauvolumen V(t), das sich
durch den Zu- und Abfluss von Wasser mit der Zeit t &ndern kann. Zu- und Abfluss von Wasser geben
an, welches Wasservolumpro Zeiteinheitn die Talsperre hinein- bzw. aus ihr herausflief3t. Beide
werden zusammengefasst zur Wasserzufuhr Z(t), die sich ebenfalls mit der Zeit &ndern kann. Uber-
wiegt der Zufluss, so gilt Z(8 0, Uberwiegt dagegen der Abfluss, so ist Z(®)

Eine Wasserzufuhr Z(8 0 bewirkt eine Anderung des Stauvolumens V(t). Da die Anderung des
Stauvolumens durch die erste Ableitung V'(t) beschrieben wird, gilt die Gleichung V'(t) = Z(t). Dabei
ist der Fullstand zur Zeit t = 0 mit V(0) 7\4ls Anfangsbedingung gegeben. Fa0tbeschreibt die
Funktion Z(t) die Einstellung des Zu- und Abflusses der Talsperre zu einer beliebigen Zeit t.

Der Fillstand der Talsperre kann durch die Wasserzufuhgegteuertverden. Je nach der verfolg-

ten Zielstellung muss eine geeignete Funktion Z(t) ausgewahlt oder eine durch Umweltbedingungen
diktierte Funktion Z(t) akzeptiert werden.

Wir wollen nun flr einen speziellen Fall die Entwicklung des Fllstandes betrachten:

1) Die numerische Lésung dieses Anfangswertproblems ist in Beispiel F 38 dargestellt.
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Der aktuelle Fillstand einer Talsperre liege mit dem Volumen V(Q) mo¢h deutlich unter dem
maximalen Volumen ¥4, Die Zufuhr Z(t) soll so gewahlt werden, dass das Stauvolumen V(t) stan-
dig zunimmt, \,,5 @ber nicht tberschreitet. Das wird erreicht, wenn die Wasserzufuhr Z(t) stets pro-
portional zum momentan noch freien Stauraum\- V(t) gehalten wird, wenn also gilt:

Z(t) = V'(t) = r(Vimax- V(1) mit V(0) = Vo V

Hierbei handelt es sich um eilreeare Dfferentialgleichund.. Ord- Vi
nung. Man kann diese auch in der Form V'(t) + rV(t) 5V

schreiben, was der Differentialgleichung f'(x) + g f(x) = s mit ’ /
g =rund s =r},4(vgl. Abschnitt F 5.5) entspricht. lhre allgemeir 0
Lésung lautet f(x) ==+ k& hier also V(t) = Vpax+ k€™ Um v
den Parameter k zu bestimmen, muss die Anfangsbedingung e Fig. F 6
setzt werden:

V(0) =Vo = Vimaxt ke~ 0=Vt KO k=Vo—Vimax bzw. k= —(Vnax— Vo). Die Losung des
Anfangswertproblems lautet somit: V(t) 5%x— (Vmax— Vo) e " (Fig. F 63).

* Federschwingung Feder

Ein Kdrper, der an einer Feder befestigt ist, fihrt nach ei D, m | Reibungs-
Auslenkung eine Schwingung durch (Fig. F 64). Der Ort ( %JVM kostiigiells
Kdrpers wird durch die zeitabhéngige Ortskoordinate y(t

beschrieben, deren Gleichung gefunden werden soll. (’3 y
Auf den Korper wirken folgende Krafte: Zi - Ey
— die Tragheitskraft: ma = my"(t) m - Masse, a — Beschl.

— die geschwindigkeitsproportionale ReibungskraftBv =By'(t) B — Reibungskoeffizient
v — Geschwindigkeit
— die ricktreibende Federkrafi@oksches Gesetz): Dy(t) D — Federkonstante
y — Auslenkung
Die Summe der betrachteten Kréafte ist gleich der von auf3en wirkenden Kraft, hier also 0. Es gilt
demzufolge:
my"(t) +By'(t) + Dy(t) =0
D|V|d|ert man d|es®|fferent|algle|chung 2. Ordnurdurch m, somgibt sich
y'(t) +B =Y "t) += y(t) 0 (*). Diese Gleichung entspricht mit den Zuordnungeﬂs-q = urﬁd r=
der Glelchung f"(x) + qf'(x) + rf(x) = 0 (vgl. Abschnitt F 5.7).
Gleichung (*) wird mit dem Lésungsansatz y(t)'@@ldst. Es gilt y'(t) = k& und y'(t) = ekt
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung (*) erhé@lt man

k2ekt + r% ket + % U= k2 + B k+2 ) 0 und daraus nach Division duréhdie charakteris-

. . 2. B _ -_B OB o
tische Gleichungk” + = k + =0 mitden Ldsungen k= /@nﬂ =
Ist der Reibungskoeﬁizienﬁtzwar nicht vernachlassigbar, aber dennoch hinreichend klein, so tber-

wiegt im Radikand der Wurzel derAnttQI , der Radikand wird negativ Nach Abschnitt F 5.7
(3. Fall) ergibt sich wegen qE (s. 0.) als allgemeine L6sung ye(tam- 1Co%Gt + CySin ) mit

€1, OR undw = ﬁ EEE‘ Da—[—3— als Dampfungskonstadtéezeichnet wird, hei’t die Lésung

D Man sieht: Flr V(t) < Vaxist Z(t) groB3, fur V() = Vhax 9ilt Z(t) = 0.
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schlieBlich y(t) = e (cicoswt + Gsinwt)  mit ¢q, & OR. Diese Gleichung besagt, dass die Feder-
anordnung in eine gedampfte Schwingung gebracht werden kann.
Es soll nun eine Federanordnung mit m = 1 kg, D = 1,04 #qurslp = 0,4 kg - 5 betrachtet wer-

i i 9 = e £ 2: _12: 52 :L = sl
den. Hier gilt= =1,04 <> (3- ¥=(02597=0048%8=1 =025

w= /1,04 s2-0,04 s2 =151 Die Schwingungsgleichung fiir diese Federanordnung lautet:
y(t) = €925 (¢, cos (1 81+ 1) + gsin (1 §L- 1))
Wird die Masse aus der Ruhelage heraus (y(0) = 0) mit einer Geschwindigkeit vonia nies
positive y-Richtung weggestoRen (y'(0) = 10 Hisso lassen sich die Parametgund ¢ der allge-
meinen L&sung bestimmen:
y(0) =0 in die allgemeine Ldésung einsetzen:
y(0) =0=¢e%%c,cosw-0+sinw-0)=1-(g-1+6-0)=g=0.
ErsteAbleitung der Losung:

y'(t) =[e2(c coswt + cysinwt)]' = -39 (c; coswt + cysinat) + €79 (—¢; wsinwt + c,wcoswt)
y'(0) =10 m5st= 372 Yc,cosw- 0 + gsinw- 0) + &2 O(—c;wsinw- 0 + 6w cosw- 0)

=-9(cy + 0) +w(0 + ) yinm
y'(0) =10 mst=-3. ¢ + wc,.
Da ¢, = O ist, giltwc, = 10 ms1  bzw.
10ms? _10ms? _ 10 m.
() 1st

Die L6sung des Anfangswertproblems lautet:
y(t) =10 m- &% 250t gin (15%-1) (vgl. Fig. F 65)

-02s?t.t

y=e -10m-sin(1s"1-t)

yH—lom e—OZs -t

Co =

15 tins

Fig. F 65

Nachdem einleitend eine gedampfte Schwingung untersucht wurde, soll nun fir die gleiche Feder-

anordnung geklart werden,

« welche Schwingung ausgefuhrt wird, wenn keine Reibung vorhanden ware und

« wie grol3 der Reibungskoeffizient bzw. die Dampfungskonstante sein miisste, damit die Anord-
nung tberhaupt nicht schwingen kann.

Im ersten Fall gil = 0 und damit auch = 0. Aus diesen Werten errechnet sich die Kreisfrequenz

w=1,020 s'und damit ergibt sich fur die allgemeine Lésung der Schwingungsgleichung

y(t) = €9 Y(c; coswt + ¢, sinwt) = ¢; cos 1,020 - t + 6 sin1,020 5%- t. Unter den bereits betrach-

teten Anfangsbedingungen ergibt sich die ungedampfte Schwingung y(t) = 9,806 m - sin'11020s

(vgl. Graph 1in Fig. F 66). Die Frequenz der Schwingung ist hier etwas hoher als bei der gedampften

Schwingung (vgl. Fig. F 65 und Graph 2 in Fig. F 66).

Die Federanordnung kann nicht mehr schwingen, wenn die Reibung und damit der Wert fir 3 min-
destens so gross geworden ist, dass die charakteristische Glelemﬁgldﬁ == =0 eine reelle
Doppellosung besitzt (vgl. Satz F 9, 2. Fall mltgh unon%r ) . In diesem Fal% g||t B 2 ()

oder 3 =2/D . FUr die betrachtete Federanordnung liegt d|es.er—
. ! . _1 1& Zoom Tr*ac,e ReGr‘aph Mat,h Dr‘aw - /
Grenzwert bei B = 2,040 &g bzw. beid = 1,0205%. Nach Satz P,

2. Fall, ergibt sich die allgemeine Lt‘)sung E&t\ A i

y(t) = ¢, e 1,020 sty cyt- 1020 5"t Werden auch hier die v
bekannten Anfangsbedingungen benutzt, so erhalt man

y(t) =10m - t - e1,020 §1't(vgl. Graph 3 in Fig. F 66). Fig. F 66

4
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