C Weitere Eigenschaften von Funktionen

Zusammenhange aus verschiedensten Praxisbereichen lassen sich mithilfe von Funktionen beschrei-
ben und dadurch beziiglich bestimmter Eigenschaften untersuchen. Neben den bereits friiher betrach-
teten Eigenschaften kann dabei auch das Grenzverhalten von Funktionen, also die Veranderung ihrer
Werte fur unbegrenzt wachsende bzw. fallende Argumente bedeutsam sein. Ein einfaches Problem
soll dies verdeutlichen:

Mehrere Schafziichter vereinigen einen Teil ihrer Bestande zu einer gemeinsamen Herde. Der Anteil jedes
Zichters an dem durch Verkauf von Milch, Fleisch und Wolle erzielten Erl6s mdge nach der von ihm einge-
brachten Tieranzahl berechnet werden.
Zu einem bestimmten Zeitpunkt umfasst die Herde 500 Tiere. Ziichter Adams hat dazu nur 50 Schafe aus seinem
sehr groRem Bestand beigesteuert. Mit dem ihm am Jahresende korrekt berechneten und ausgezahlten Ertrags:
anteil ist er nicht recht zufrieden und tberlegt, wie sich dieser erhéhen lieRe: Verdopple ich meinen Anteil, so
verdoppelt sich auch mein Gewinn ...
Wir diskutieren diese Uberlegung unter der Voraussetzung, dass einer HerdenvergréRerung aufgrund der zur
Verfligung stehenden Weideflache nichts im Wege stehe und
a) dass jeder der beteiligten Ziichter sich wie Zichter Adams entscheidet,
b) dass nur Zichter Adams wie beschrieben vorgeht,
c) dass allein Ziichter Adams seinen Beitrag um x Tiere erhéht.
Entscheidet sich jeder der beteiligten Ziichter wie Adams und verdoppelt seinen Anteil (Fall a)), dann wiirde die
Herde 1 000 Tiere umfassen, wobei 100 davon Ziichter Adams gehdren. Sein Ertragsanteil wie der der restlichen
Zichter ware dann unverand —J&) b% 1—902 . Verdoppelt nur Ziichter Adams die Anzahl der in
die Herde eingebrachten Tiere (Fall b)), dann ware sein Ertrag eilZ = . SeinAnteil wiirde sich also um
131 T % erhéhen. Da ab?% , fuhrt die Verdopplung der Anzahl der Tiere nicht zu einer Verdopp-
lung &es Gewinns. Erhoht nun Aé)améoseinen Beitrag um x Tiere (Fall ¢)), so betragt sein Ertr@%&ﬁteil

) Al
bzw. die Ertragssteigerur&oJ'TX Eleciibic Steigerung lasst sich demnach als eine Funktion f mit der Anzahl

x der zusatzlich eingebrachten Tiere als unabhéngige Variable auffassenﬁfﬁfﬁf)9 ON). (x

.

Wie wiirde
sich nun aber
der Ertragsan-
teil von Zichter
Adams (theoretisch!)
entwickeln, wenn eine
beliebige VergroRerung
der HerdengréRe maglich ,
ware und er allein noch Tiere

zusatzlich einbringt? he
(s. Beispiel C 15)
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C 1 Monotonie und Beschranktheit von Funktionen

Beim Anfertigen, Beschreiben und Interpretieren von Funktionsgraphen ist die Kenntnis bestimmter
Eigenschaften von Funktionen von groBem Nutzen. Einige solcher Eigenschaften — wie Nullstellen
und Symmetrieverhalten (gerade und ungerade Funktion) — wurden bereits im Abschnitt A 2.1
betrachtet.

Die Untersuchung von Zahlenfolgen als speziellen Funktionen fiihrte dann zu den B#étpiffen
tonieundBeschrankthejtdie nunmehr auf Funktionen allgemein tbertragen werden sollen.

Definition C 1:
Eine Funktion f heif3t in einem Intervall | ihres Definitionsbereichgdhau dann
monoton wachsend ‘ monoton fallend,
wenn fur beliebige ¥ x, Ol gilt:

X1 < X% O f(xq) < f(xo) | X1 <% O f(xq) = f(X,)
Gilt sogar
X1 <X O f(xq) < f(xp), ‘ X1 <% O f(xq) > f(xp),
so heif3t f
streng monoton wachsend ‘ streng monoton fallend.
Definition C 2:
Eine Funktion f heif3t genau dann
nach oben beschrankt nach unten beschrankt,
wenn es eine Zah},§IR gibt, wenn es eine Zahl|, B8R gibt,

so dass fir alle XKDs gilt:
fx) <5 | f(x) 25,
Man nennt dann
S, Obere Schrankevon f. ‘ §, untere Schrankevon f.
Existieren eine obenend eine untere Schranke, dann sagt mankdigktion f ist beschrankt.

Beispiel C 1:
Wir betrachten die Funktion f(x) = 2x + 3. Definitions- und Wer- f(x) =2x + 3
tebereich von f ist ohne Einschrankungen die Mdhder reellen /sy
Zahlen, d. h., f ist weder nach oben noch nach unten beschréankt.
Die Funktion f istsreng monoton wesend denn fir x < X, gilt ar
stets f(%) < f(xy).

Begriindung: S
Aus X < x5 folgt 2x4 < 2% und demzufolge 71 o
2x) + 3 < 2% + 3, also f(x) < f(xy). a4

Fig. C !
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Beispiel C 2: c2
Gegeben sei die quadratische Funktion f(xf=8x — 1,75 mit P=R.

Die Funktion besitzt zweilullstellen Xq, = g und x, = —% y

und ihr Graph ist eine nach oben gedffnete Normalparabel mit ; | f(x) = X2 = 3 = 1,75
dem Scheitelpunktg( ; —4). Weiterhin lasst sich feststellen: | \0
Die Funktion ist nach unten beschrankt, ihr kleinster Funktions

wert ist f(g ) = —4. Den Wertebereich bildet demzufolge das
halboffene Intervall [-4; do[. Fir alle x< g ist die Funktion
streng monoton fallend, fur alle zxg streng monoton wach- §

send. Die Geraglx = 3 ist Symmetrieachsdes Grapherion |

2 Fig.C 2
f, aber wegen f (> f(—x) und f(—x)#—f(x) ist die Funktion f

weder gerade noch ungerade (Fig. C 2).

Beispiel C 3: Cc3
Wir betrachten die Funktion f(x) Sxnit Di=W;=R (Fig. C 3). it
Diese Funktion ist weder nach oben noch nach unten beschréankt. 1 f =x°
Sie besitzt (genau) eine Nullstelle bg=0 und ist strengiono-
tonwachsenddenn aus x< x, kann wegen x+h =% (hOR, 11
h > 0) geschlossen werden: —
f(x1) = %3, f(X9) = %° = (¥ + h)° 1
Da (% + h) >, istauch (x+ h)>>x;® und demzufolge
gilt: f(xq) <f(xy). T
Wegen f(x) = ® und f(—x) = —@ folgt weiter f(—x) = —f(x),
d.h., die Funktion f(x) =% ist ungerade. (vgl. Definition A 3)

Fig.C 3

Fur eine Monotonieaussage reicht es nicht aus, wenn nur fiir einige Argumente die Funktionswerte
untersucht werden — es muss vielmehr der gesamte Definitionsbereich bzw. das vorgegebene Inter-
vall berticksichtigt werden. Dabei kann die Untersuchung des Monotonieverhaltens nach Definition
C 1 freilich manchmal sehr aufwandig sein, weshalb an spaterer Stelle (Kapitel D) ein einfacher zu
handhabendes Monotoniekriterium erarbeitet wird.

Beispiele fiir nach obeimndnach unteteschrankt&unktionen sind:

a) f(x) =sinx, QO =R, W;=[-1; 1] (Fig. y Fig. C 4
Jede Zahl g> 1 ist eine obere Schran /\ ! I/\
jede Zahl g< —1 eine untere Schrank ’ ; = BB \/z 1
; ; —21 N =% % s s
dieser Funktion. Z

b) f(x) = V49— X2, Dy=[-7; 7], W =[0; 7] (Fig. C 5) y Fig. C 5

Fur diese Funktion stellt beispielsweige=$8 eine obere und
s, = —1 eine untere Schranke dar.
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Die beiderseitige Beschranktheit einer Funktion zeigt sich grafisch darin, dass es einen durch die
Geraden y =sund y = g begrenzten Horizontalstreifen gibt, innerhalb dessen alle zum Graph der
Funktion gehdrenden Punkte liegen.

Zwischen dem Monotonieverhalten und der Umkehrbarkeit einer Funktion (s. Abschnitt A 5) besteht
ein Zusammenhang. Wie die Beispiele A 22 und A 23 schon vermuten lieRen, gilt:

Satz C1 Existenz einerUmkehrfunktion
Jede in ihrem Definitionsbereich streng monotone Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion.

Beweis:

Wir haben zu zeigen, dass die Zuordnungkehrbareindeutig ist (s. Definition A 9).

Da f eine in [ streng monotone Funktion ist, gilt fiir allg, x, ODs mit X; # X, auch stets
f(x1) #f(xp), d. h., es muss nach Definition C 1 dann entwedey) &X(x,) oder f(x) <
f(xp) sein.

Das heif3t aber:

* Zu jedem beliebigen x gibt es einen eindeutig bestimmten Wert f(x) und

« umgekehrt gibt es zu jedem beliebigen f(x) ein eindeutig bestimmtes x.

Mit anderen Worten: f ist einemkehrbareindeutige Zuordnung und daraihkehrbar

C 2 Grenzwert von Funktionen; Grenzwertsatze

Die Begriffe Grenzwertund Stetigkeit(s. Abschnitt C 3) charakterisieren die Werte f(x) einer Funk-
tion f fir den Fall, dass deren Argumente x ein bestimmtes Verhalten zeigen. Genauer formuliert geht
es um die folgenden zwei Falle: Zum einen sei f eine Funktion, die zwar in einer gewissen Umge-
bung von ¥, aber nicht an dieser Stelle selbst definiert ist. Man méchte nun wissen, wie sich die
Funktionswerte von f bei Annaherung an die Stgjleerhalten. Zum anderen ist von Interesse, wel-
ches Verhalten die Funktionswerte zeigen, wenn die Argumente beliebig wachsemxbzw.

beliebig klein werden (x —o).

Betrachten wir als Beispiel die Funktion f mit f(x)’;——t—; ung=ER\{2}.

Diese Funktion hat an der Stellg= 2 eine Definitionsltcke,
d. h., in unmittelbarer Umgebung vog x 2 ist f definiert, an
der Stelle ¥ = 2 selbst jedoch nicht: Wéhlt man fiir x Werte, ¢
sich der Definitionsliickege 2 immer mehr von links néheri +
(1,9; 1,99; 1,999; ...), so werden die zugehorigen Funktior 1
werte f(x) immer kleiner (-=29; —299; —2999; ...) und strebe ~————__
fur x gegen 2 offensichtlich gegere-—-Nahert man sich der 2158
Definitionsliicke von rechts (2,1; 2,01; 2,001; ...), so wachs

die zugehorigen Funktionswerte f(x) immer mehr (31; 301

3001; ...) und streben flr x gegen 2 offensichtlich gegen +

Wenn umgekehrt x beliebig grol3e oder beliebig kleine We

annimmt, also gegenes-bzw. —0 geht, so scheinen sich die
Funktionswerte f(x) immer mehr dem Wert 1 zu néhern (Fig. C 6).

Zunachst wird das Verhalten von Funktionen an vorhandenen Definitionsliicken genauer untersucht.
Unter Ausnutzung der Kenntnisse (ber Zahlenfolgen bietet sich hierfiir folgendes Vorgehen an:

y

— 1
f0=5=

1+

Fig. C 6
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Man betrachtet eine Folge Jwon Zahlen aus dem Definitionsbereich von f mit dem Grenzyert x
Zu jeder Zahl ¥ einer solchen Folge gibt es genau eine Zglalus dem Wertebereich von f. Dem-
nach ist jeder Folge gxvon Argumenten (xODs; X, # Xg) eine Folge (y) = (f(x,)) von Funktions-
werten zugeordnet. Durchlduft also x die Folgg,(go durchlauft f(x) die Folge (fgX). Mithilfe
solcher Folgen (f(¥) lasst sich nun das Verhalten der Funktion f in einer Umgebungguanted-
suchen und ndher bestimmen.

Gegeben sei die Funktion f mit der Gleichung f(ézf}l . fist an der SteH#ebnicht definiert.

Um das Verhalten der Funktion bei Annaherung an die Stgebzu ermitteln, betrachten wir die
Folgen (x) = (1 —% )und (¥) = (1 +% ).

Die Glieder dieser Folgen néahern sich mit wachsendeix von links an ¥ = 1 und von rechts
ebenfalls an =1, denn es gilﬁliinoo (1% )=1 bZ\AMEnm (1%+ )=1.

Fur die Folgen (f(¥)) der zugehdrigen Funktionswerte ergibt sich dann:

1P 2.1 2.1
2 - -1 1-=+=-1 -=+=
f(x):xn_lz%‘- n = n_n? =_"n n? :2_]:
. Xp—1 1_1_1 _1 _1 n
n n
2
w2 %+1‘D -1 1+g+l_l g+l
f _ ) -1 ] _ n _nn _,5.1
(xn) = Xy -1 1 B 1 1 "%
n 1+=-1 = =
n n n

Beide Folgen von Funktionswerten sind konvergent, denn
i =i 1y = i V=i 1y =
nI|L’noof(xn) = n"f.”m (2 - ) =2 bzw. nI|£no0 f(x) nIIEnoo 2+ - ) =2.
Die Grenzwerte stimmen also Uberein. Ist das aber auch so, wenn man eine ganz beliebige gegen 1

konvergierende Folge fkvon Zahlen aus dem Definitionsbereich wahlt? Die durch eine solche
Folge (%, eindeutig bestimmte Folge der Funktionswerte wére dann die Folgp (hix

2
_ %1 _ (DX 1)
f(xp) = X,—1 = (x,-1)
Wegen x# 1 kann man mit (x— 1) kirzen und erhélt fgx= x,+ 1. Danlimoo % =1, folgt
Jim f(xp) = lim (x,+1) = lim x + lim 1=1+1=2.

Das heif3t: Wenn man mif,xahe genug an 1 herankommt, nahern sich die zugehoriggibé{pe-

big dicht der 2 an. Praziser formuliert: Fur jede gegen 1 konvergierende Rglgie(en Glieder

dem Definitionsbereich von f angehdéren, konvergiert die Folge der zugehérigen Funktionswerte
(f(x) gegen 2. Diese Ubereinstimmung ist Anlass zu folgender Begriffsbildung:

Definition C 3: c3
Es sei f eine in einer Umgebung vay(eventuell mitAusnahmesonxg selbst) definierte Funk-

tion. Die Zahl g hei3Grenzwert der Funktion f an der Stelle x, wenn fur jedd~olge

(xn) mit x, CID; und x, # Xg, die den Grenzwertyhat, die Folge der zugehorigen Funktions-
werte (f(%,)) gegen den Wert g konvergiert.

Man schreibtxlilnX f(x) = g, wobei Wegenﬁinoo n % Xg die Formulierunglim f(X) =g

dasselbe aussagt. nee
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Hinweise zur Definition C 3:

a) Hat die Funktion f(x) an der Stellg den Grenzwert g (oder: Ist f an der Stelj&anvergent
zum Grenzwert g ...), so bedeutet das anschaulich, dass der Graph von f sowohl von links als
auch von rechts in den Punkp(®) ,einmindet®, ganz unabh&angig davon, ob f an der Stglle x
definiert ist oder nicht. Der Wert g kann auch der uneigentliche Grenzwertier —o sein.

b) Bei Grenzwertuntersuchungen bedient man sich gelegentlich einer beliebigen Nullfplge (h
Dannkonvergiert namlichdie Folge (xg + hy,) fir wachsendes n gegeg Mit anderen Worten:
StattXIiInx f(x) bildet manr!iino f(%+ h) und untersucht, ob sich unabhéangig von der Auswahl
der Nullfolge (h) eine feste Zahl g als Grenzwert ergibt (h-Methode).

c) Istbekannt, dass fir eine Funktion f an einer StglerxGrenzwert existiert, und Iasst sich eine
bestimmte Zahl g als Grenzwert vermuten, dann kann man diese Vermutung bestatigen, indem
man zeigt, dass die Folge (§fx g) eine Nullfolge ist.

Beispiel C 4:

X2 4x+ 4
X_

Gegeben sei die Funktidifx) = mit X # 2. Bestimmt werden soll d&renzwertvon

f an der Stellg = 2, falls er existiert.
Wir betrachten eine beliebige Folggxit X, # 2, die gegen 2 konvergiert. Dann gilt fur die
Folge der zugehorigen Funktionswerte
x2-4x +4 _ (x,—-2F
X,=2  Xy-2

f(xp) =
Wegen x # 2 kann man kiirzen und erhalt f{>= x, — 2. Damit ist

nIlinmf(xn) = nI|£noo X, —2) :nllinoo %) — nI|£noo 2=2-2=0.

Also: Die Stelle ¥ = 2 gehort zwar nicht zum Definitionsbereich der Funktion f, doch der
Grenzwertxlim2 f(x) existiert und ist gleich O.

Beispiel C 5:

Betrachtet man die Funktion f(x)=0, so lasst sich vermuten, dass sie an der Stghelx

den Grenzwert g = 0 besitzt. Zur Bestéatigung dieser Vermutung wahlen wir eine beliebige Folge
(%) mit nIiznmxn =0 (X, %0 fur alle ) und zeigen, dass di®lge

(f(xpy) — 9) = Ex,0— 0) = (x,0) eineNullfolge ist.

Da (x,) nach Voraussetzung eine Nullfolge ist, gitf, — 00 = Ox,0 < €. Wegen

Ox,0— 00 =mx{0 = IX,d ist dann aber auch,,0) eine Nullfolge. Mit anderen Worten:
nIim f(x,) = nIim X,0= 0 bzw. Iim0 oxo= 0.
— 00 - 00 X —

Unmittelbar einsichtig sind die Grenzwerte von f(x) =c und g(x) = x. Es gilt
XILmXOf(x) = lemeC =c und XILrnX(J ax) =XI|HrnX0 X =%
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Beispiel C 6: a C6
Die Funktion f(x) =2~ ist an der Stellgyx 1 nicht definiert. Es ist zu untersuchen, ob f(:)
an der Stelle x= 1 einen Grenzwert besitzt.
a) Wir wahlen die spezielle Folge jx (1—% ) Of # 1 fur alle n), die fur n» « gegen 1
konvergiert. Fir die Folge der zugehoérigen Funktionswerte gilt dann
1 i =

P _
fixy=2' =21 =2

= 2" = X unddamitlim f(x)= lim £ =o0.
2 n- o n- o2
b) Wahlt man die Folge (¥ = (1 +% ) (% # 1 fur alle n), die ebenfalls gegen 1 konvergiert,
so erhalt man fir die Folge der zugehdrigen Funktionswerte
1 1
Xp-1 _ 1+i-1 o " .
f(x,) =2 =2 " =2" =2 undin diesem Falle damiim () = lim 2"= +.
n - oo n —» oo
Das heif3t: Die beiden Folgen von Funktionswerten haben unterschiedliche Grenzwerte —
folglich existiert der Grenzwert von f(x) an der Stelje=x1 nicht.

==

Beispiel C 7: c7

. . . 2. x<0
Zu untersuchen ist das Verhalten der Funktion f mit f()éle « )): . an der Sgetl®x

a) Wir wahlen eine beliebige Folge pmit x, < 0 und lim x = 0. Dann ergibt sich
lim f(x,) = lim x,2=0. e
n - oo n — oo
b) Fir beliebige Folgen (xmit x, > 0 und lim x = 0 erhalten wir
lim f(x,) = lim (1+x)=1. e
n- o« n- o

Aus den beiden Ergebnissen folgt: Die Funktion f besitzt an der S§ell8 keinen Grenzwert.

Das Beispiel C 7 macht Folgendes deutlich:

Aus der Existenz (Berechenbarkeit) des Funktionswertgsdéxf nicht gefolgert werden, dass
auch der Grenzweg(limX f(x) existiert und mit f(x) Ubereinstimmt.
-0

Néahert man sich der Stellg xon links, dann konvergieren die zugehérigen Funktionswertfolgen
gegen 0; n&hert man sich von rechts, konvergieren die Funktionswertfolgen gegen 1. In solch
einem Fall sagt man: Die Funktion f(x) hat eitieksseitigerbzw.rechtsseitigen Grenzwert.

Man schreibt: XIiamXO f(x) =g bzw. Xliamx0 fx) =g

X<X0 X>X0

Die Anwendung der einseitigen Grenzwerte liegt auf der Hand:
(1) Wenn eine Funktion f an einer Stellgeinen linksseitigen und einen rechtsseitigen Grenzwert

hat und beide sind gleich einer Zahl g, dann ist f an der Sgghlerwergent zum Grenzwert g.

(2) Sind sie nicht gleich bzw. existiert nur ein einseitiger Grenzwert, dann hat f an dergStlénx

einseitigen Grenzwert oder keinen.

(3) Existiert weder ein linksseitiger noch ein rechtsseitiger Grenzwert, dann ist f an dergStelle x

nicht konvergent.
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Beispiel C 8:
Gegeben sei die Funktion f(x)ﬁ [OR, x# 0. Es ist zu untersuchen, ob die Funktion an der
Stelle % = 0 einen Grenzwert besitzt.

f(x) = X
Fur den linksseitigen Grenzwert ergibt sich: 1 0
lim f(x) = lim X = lim £ =lm (-1) = -1
X -0 X - 0 X Xx-0—X x50
x<0 x<0 x<0 x<0 o
Fur den rechtsseitigen Grenzwert erhalt man: X
I|m f(x) = |Im0‘-§—‘ = I|m0 = Iimol =1 -1 .
X -
x>0 x>0 x>0 x>0 A 1

Damit hat die Funktion f an der Stellg % 0 keinen Grenzwert, sondern nur die einseitigen
Grenzwerte —1 und 1 (Fig. C 7).

Beispiel C 9:
Wir betrachten die Funktion f(x) 5 ol

dieser abschnittsweise deﬂmerten Funktion mussen wir versuchen, an dergStelleiren

. Zur Bestimmung eines maoglichen Grenzwertes

linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert zu ermitteln.

Linksseitiger Grenzwert
Wir verwenden dazu beliebige Folgep)(rit x, < 1 und lim X = 1. Fur den Grenzwert der

n - o

zugehorigen Folge der Funktionswerte erhalt man:
lim f(x,) = I|m xn2 =1 bzw. lim f(x) = 1
X -

n - o
x<1

Rechtsseitiger Grenzwert
Wir betrachten beliebige Folgen,fxdie von rechts gegen 1 konvergieren, fur die also

lim x,=1 mitx,> 1 gilt. Fir den Grenzwert der jeweiligen Funktionswertfolgen erhalt man:

n - o«

I|m f(Xn)—n“man 1 bzw. I|m f(x) =
x>1

Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert an der Stglfe Xstimmen Uberein. Demzufolge
ist die Funktion f an der Stellgyx 1 konvergent zum Grenzwert g = 1.

Aus Abschnitt B 2.2 (Satz B 7 unter Einschluss von Aufg. BA 109) ergeben sich folgende Satze:

Satz C 2: Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Funktion
Existiert der Grenzwert einer Funktion, so ist er auch eindeutig bestimmt.

Satz C 3: Grenzwertsatze fir Funktionen
Besitzen die Funktionen f(x) und g(x) an der Stejeiwen Grenzwert, so gilt

I|m (f(x) £ g(x)) = I|m f(x) + I|m a(X); lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x),
_ ° x) Xllmx f(x) (_) _ ’ ’ ’ ’
lim == =>2—=0 mit lim g(xX)Z0 und g(x)%0.

X = X 9(x) X"ITLOQ(X) X = Xg
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Wir beschraken uns auf deNachweis desGrenzwertsatzef§ir die Summe zweier Funktione

Es sei (x) eine beliebige Folge, die gegepkonvergiert, fiir die alsdim x= xg mit X, # Xg ist.

n - o

NachVoraussetzungonvergieren dann auch die zugehérigamktionswertfolgerf (x,,)) und
(9(xn) und es qilt nIim fop) = XIimX f(x) bzw. nIim g% = Xlimx g (x).
— 00 - Xg — 00 - Xp

Dannexistiert nach Satz B 7 der Grenzwert &mme der Funktionswertfolgemit
lim_(f(x) + gOw) = lim_f(x) + lim_g(x).
Wegen lim (fCp) + 90) = lim (f(x) + g(x)) folgt
— 00 - Xg
XILmXO(f(x) +g(x) = XI|ﬁmX0f(x) + XILmXOg(x). w.z.b.w.

Wichtig fur die Anwendung der Grenzwertsétze ist, dass die rechts stehenden Einzelgrenzwerte exis-
tieren und endlich sind (im Nenner vorkommende Grenzwerte missen ungleich 0 sein). Dann exis-
tiert auch jeweils der links stehende Grenzwert und kann entsprechend bestimmt werden.

Beispiel C 10: C 10
Bestimmt werden soll der Grenzwert der Funktion

_ 2x2-2x—12
f(x) = =
Da Funktionswert und Grenzwert der Nennerfunktion an der SteHie8xden Wert 0 besitzen,
lassen sich die Grenzwertséatze nicht anwenden.
Helfen kann man sich in solchen Féllen zum Beispiel dadurch, dass man die Z&hler- od 2r/und
die Nennerfunktion in ein Produkt zerlegt und anschlieend kiirzt:

_ (2x+4(x=3)
f(x) = e (x#3)
Wegen x# 3 kann man kurzen und erhalt f(x) = 2x + 4. Damit gilt:

lim f(x) = I|m (2x+4) =lim 2x +lim 4 = 6+4 = 10

(x#3) an der Stelleg= 3

X » 3 X > 3 X >3
Die Funktion f(x) :;;_"3_12 hat demzufolge an der Stelje=x3 den Grenzwert 10.
Beispiel C 11: c11

Es ist der Grenzwert der Funktion f(x) = sinx an einer beliebigen Sgetie estimmen. Mit-

hilfe der,h- Methode“(statt I|m sinx bilden wir I|m 5|n(xo+ h)) erhalten wir unter Anwen-

dung des entsprechenden Ad(gmonstheorems (,,Formeln und Tabellen®, S. 35)

AiTOSin(% +h) = k!iTO(sin)@-cosh + cosge sinh).

Die Anwendung der Grenzwertsétze ergibt

AiTOSin(m +h) = r!igwosimg)- r!irﬁnocosh +r!iTo COSyt r!iToSinh'

Aufgrund der Eigenschaften der Kosinus- bzw. der Sinusfunktion strebt cosh gegen den 'Mert 1
und sinh gegen den Wert 0, wenn h gegen 0 geht. Damit ergibt sich

r!iinosin(m + h) =siny. Analog gilt Xliamx0 COSX = COSy
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C12 Beispiel C 12:
Die Berechnung mancher Grenzwerte kann bei Beschrankung auf elementare Mittel sehr auf-

i wandig oder sogar unmaglich sein. Die Verwendung einesimy, &, . ior it betobion o]

GTA stellt dann oftmals — wenn auch nicht immer — eine
wesentliche Hilfe dar. Beispielsweise weist der Rechner fila 1in(2102] 1.

w0 ®

M lim S')r(‘x sofort den Wert 1 aus — wéhrend fiir den im Beisl. ,;, [,%7] orter
X -0 nlt
C 6 a) mit 0 berechneten linksseitigen Grenzwirt Xl_ e e
x 12 Fig. C 8

keine Losung angegeben wird.

c13 Beispiel C 13:
Die Funktion f(x) = sir)% (% 0) soll auf Existenz eines Grenzwertes an der Stghelwunter-

sucht werden.
Wir betrachten dazu eine Folgg,(xit X, = , fur die I|m % = 0 gilt. Die zugehdrigen

Funktionswerte konvergieren dann ebenfalls gegen 0, denn fur alle Glieder der F)y@i(t(x

f(xn) = sinl = sin~1—— = sin2n = 0 (konstante Folge mit dem Grenzwert 0).
n
2m'r
Nun verwenden wir eine Folge,(xmit x," = (

Glieder der Folge (f(X))

f(xp) = sinty = sin——;——— =sif (1+4n)=sif( +@p=1.
! T(1+ 4n)

(f(xyy)) ist also wiederum eine konstante Folge, diesmal jedoch mit dem Grenzwert 1.

n—(“ 7 ) und lim ' =0. Dann gilt fiir alle

Wegen 0z 1 folgt: Die Funktion f(x) = sié hat an der Stellg=x0 keinen Grenzwert.

Bislang haben wir nur Grenzwerte an einer festen Stgllea unter der Voraussetzung betrachtet,

dass die Funktionen in einer gewissen Umgebung yalefiniert waren, eventuell mit Ausnahme

der Stelle yselbst. Viele Funktionen haben aber als Definitionsbereich die NRelng®. halboffene

Intervalle ]-eo; a] oder [a; +o[. Ihre Definitionsbereiche sind also nach oben bzw. nach unten nicht
beschrankt. Die sich daraus ergebende Frage hatten wir bereits eingangs des Kapitels C aufgeworfen:
Wie verhalten sich die Zahlen f(x), wenn x unbeschrankt wachst oder fallt, also x gegen +

(X - +o) bzw. X gegen e (X — —oo) strebt?

Bei Zahlenfolgen war gerade der erste Fall eine typische Fragestellung. Im Kapitel B wurden spezi-
elle Folgen betrachtet wie

-1
o (ay —( ) mit I|m ”—n—l = lim ll” =1 (Folge mit dem Grenzwert 1).
n - o
o (ay) = (ﬁ) mit lim ﬁ = 0 (Nullfolge); « (=) mitnlim n = 4eo
n- o -

Im letzten Fall hatten wir () bestimmtlivergentgenannt (s. Bemerkung S. 58). Man sagt dazu
auch, dass (@ denuneigentlicherGrenzwert+c habe. I|m n =+ bedeutet dann, dass es zu
jeder beliebigen reellen Zahl K > 0 eine naturliche Zahl n gibt, so dass n > K gilt.
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Betrachten wir unter diesen Gesichtspunkten die Funktion f mit f§x) = =,]D; +ool.
Fur jede Folge (¥ mit nIim Xn= +oo gilt analog zu oben, dass es zu jeder beliebigen Zahl m > 0

eine Zahl n mit x> m gibt, was gleichbedeutend ist n)%it ni]< . Daraus folgt fur die Funktionswerte
n

f(xy) = 1<l < (> 0), denn st bei geeigneter Wahl von m kleiner als jede noch so kleine
v ox, m m

positive Zahk. (f(x,,)) ist demzufolge eine Nullfolge und es gnllm 1 =0.

- 00 X,

Auf dieser Grundlage lasst sich die Definition C 3 wie folgt erganzen:

Definition C 4:

Es sei f eine nach obeniaznach unten unbeschrénkte Funktion. Eine Zahl g ei@tzwert
von f fur unbeschrankt wachsendes oder fallendes (x — +o0 bzw. x — —c0), wenn fiir
jede Folge (¥) mit dem Grenzwert e bzw. —o die Folge der zugehorigen Funktionswerte
(f(x)) gegen den Wert g konvergiert.

Man schreibt:x Iinlm f(x) = g bzw. Xliqm_oo f(x) = g.

c4

Auch zur Berechnung solcher Grenzwerte gelten die Grenzwertséatze (Satz C 3) mit den dort genann-
ten Voraussetzungen.

Beispiel C 14: C14
2
Zu untersuchen ist die Funktion f: f(x)";_1 LR, flr X - *oo,
X +1
2 10 1
x2 -1 X Ell_x“iD 1__x_2
Aus f(x) == folgt durch entsprechende Umformungen f (x}-= 3 und
x+1 ngl+%g il =
X X
1 1
- e : L m
damit lim f(x) = lim T e 1, lim f(x)=Ilim T = 1.
X - +o00 X_'+°°l+—2 X — —00 xﬁ—oo1+_2
X X

Nicht allein fir das schnelle Darstellen des Funktionsgraphens, sondern auch fir das Ber=chnen
der Grenzwerte kann der GTA-Einsatz hilfreich sein:

1T _Fev F3 F4 FEw FE™ 7 1 Fer Fiw Flyw FE F&
= = [zoom Trace [Regraph Mt Draw|« & P 1aebralcatclother Pramiofclear oz |

2_
» 1in| 2221 1
srm [ HS+ 1
5 _
= in (221 1
wi e xS +1

HHIN RAD AUTO FUMC Fig. C 9 %ﬁ:ll;lmlt((x R%D_R}Tﬂ)/(x 2+F1%'l’ _w) Flg. C 10

E7ET]

Beispiel C 15: C15

Nunmehr sind alle Hilfsmittel vorhanden, um auch die abschlieRende Frage des ,Schaft erden-
problems* von S. 65 vollstandig zu bearbeiten.

Wenn man annimmt, dass die Herde beliebig vergroRert werden kann, dann ist zur Beantwor-

tung dieser Frage der Grenzwert der Ertragsteigerungsfunktion f. 5%’5 = ON) @ar
eine beliebig wachsende Anzahl x an (zusatzlichen) Tieren zu ermitteln:

: 9Xx -9 5 X ~9
XI'Enw 10(500+% 10 XI'Enm 500 +x 10
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Das heil3t: Unter den angegebenen Bedingungen kénnte Adams im ,theoretischen Grenzfall*
seinen Ertragsanteil u% steigern,er erhielte also den gesamten Gewinn — der Anteil der
anderen Zichter fiele nicht mehr ins Gewicht.

Eine Gerade, an die sich der Graph einer Funktion fimmer mehr ,anschmiegtsyirgptote des
Graphen von f genannt. Dabei kann dieses ,,Anschmiegen“ sowohl fiir beliebig grof3 werdende Argu-
mente als auch durch Annaherung an eine bestimmte Stelle, einen bestimmten x-Wert erfolgen. In
obigem Beispiel C 14 ist die Gerade mit der Gleichung y = lves#agerechte Asymptote.

Beispiel C 16:

Gegeben ist die Funktion f(x)xzf—2

Wegen v(2) = 0 und u(2) = 1 hat f an der Stejle-2 einen Pol. Wir untersuchen das Verhalten
von f bei Annaherung an die Polstelle von links und von rechts (ausftihrlich s. Beispiel D 44).

lim -1 =-w; lim - =+« (ausfihrlich s. Beispiel D 44)
X » 2X=2 X > 2X=2
X<2 X>2

Der Graph von f schmiegt sich in diesem Falle also fir 2 (und zwar bei Annadherung von
beiden Seiten) immer mehr an die Gerade x = 2 an (Fig. C 11). x = 2 iseakrechte Asymp-
tote oder auchPolasymptote.

Fir x - *oo ergibt sich lim —%—— = 0. Die x-Achse ist ein@agerechte Asymptoties
Graphen von f. X e

[Fi T FZvW FE T ] T FSvW FSvT? T ] [Fx T rzv_T rsz ruv_T FE T T& |'F1 T Fov T rsz ruv_T 3 FE
2 @ Eoom |Trace |ReGraph [Math(Draw| - b @ Alasbra|Calc|Other [Pranl0|Clear a—z...] bl E AlaebralCalc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]

! 1 -xl-)i;.[xlz] ol lxl-)izm‘[xiz] »

= lin [;] ol [s lim[ i ] o
wrow X2 szt X2

limit<dl (x—2>, %, “wd| limit{l Cx—2>, x,2,"2)

HMHIN RAD EXACT FUMC 2/30 HMAIN FRAD EXACT FUNC /30

HAIN FAD_EXAC FUNC

Fig. C 11 Fig. C 12 Fig. C 13

C 3 Stetigkeit von Funktionen

Stetigkeit ist ein fundamentaler Begriff der Analysis. Eine ungeféhre Vorstellung von Stetigkeit hat
eigentlich jeder Mensch, unabhéngig von seiner mathematischen Grundbildung, z. B. im Sinne des
gleichmafigen, ununterbrochenen Verlaufs eines Prozesses.

Analog dazu sind Vorstellungen vom Begridtetige Funktion® gemeinhin darauf gerichtet, dass

der Graph einer solchen Funktion keine ,Spriinge* macht, dass er keine Lucken aufweist, dass er
sich gewissermal3en ,in einem Zuge" (ohne den Stift abzusetzen) zeichnen lasst. Diese anschauli-
chen Vorstellungen allein reichen aber fur die Zwecke der Mathematik nicht aus. Wir wollen deshalb
im Folgenden den BegrifStetigkeit einer Funktion‘unter Verwendung der Begriff&onvergenz

von Zahlenfolgen‘Und,Grenzwert einer Funktion‘exakt definieren.

Systematisiert man die Uberlegungen zu Grenzwerten von Funktionen, so werden folgende Félle
deutlich:

a) fbesitzt an der Stellg,einen Grenzwert; Grenzwert firx X und Funktionswert f@) stim-
men Uberein.
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Dies trafe zum Beispiel fur die Funktion f(x) 2an der Stelle &= 2 zu, da
Iim2x2 =f(2) = 4 gilt (Fig. C 14).
X -
b) fbesitzt an der Stellgyeinen Grenzwert; Grenzwert flirx xg und Funktionswert f( stim-

men nicht Uberein.
Ein solcher Fall Iage beispielsweise vor, wenn f durch

f(x) = EX_Z; X*2 definiert ist, dalim %= 4% f(2) = 3 (Fig. C 15).
03 x=2 X o 2
c) fbesitzt an der Stellgyeinen Grenzwert, ist aber selbst jicht definiert.
Ein Beispiel dafir ware die Funktion f(x)%z__—ll ,2XL (Fig. C 16), fur die im Abschnitt C 2
(S. 69) der Grenzwef(tirﬁn1 f(x) = 2 ermittelt wurde.

d) fhat an der Stellepkeinen Grenzwert, es existiert jedoch der Funktionswert an der Sfelle x
D%x+1;x<3
So hat z. B. die Funktion f mit f(x) % an der Steljg=x3 den Wert f(3) 52 , aber
O=x+2;x=3

lim f(x) existiert nicht (Fig. C 17). 2
X -3

y y ; y y
:f | /f
I [ + 3.-
! |
: i 21 j 2':’/////////°
! |
1 : 1 - | 1 1
} f t # f ; f f : .
ol I X O 1 2 X G0 11X 7 40 1 2 3 a4 X
Fig. C 14 Fig. C 15 Fig. C 16 Fig. C 17

Fur die Mathematik und ihre Anwendungen ist nun insbesondere der Fall a) von Bedeutung, wo
Funktionswert und Grenzwert an einer Stejexistieren und ubereinstimmen:

Definition C 5: C5
Die Funktionf heifdtan der Stelle x [ID; stetig, wenn der Grenzwewon f an der Stelleg

existiert und mit dem Funktionswert an der Stejj€ibereinstimmt.

Die Funktion f heil3stetig, wenn sie afeder Stelle ihres Definitionsbereiches stetig ist.

Existiert an einer Stellepd Dy einer Funktion kein endlicher Grenzwert bzw. stimmen Grenzwert
und Funktionswert von f ingaicht tiberein, so ist f an der Stellgunstetig

Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion sind zwei eng miteinander zusammenhangende Begriffe.
Ein wesentlicher Unterschied kommt darin zum Ausdruck, dass fir das Grenzverhalten einer Funk-
tion f an einer Stellegdas Vorhandensein des Funktionswerteg)fif&llig uninteressant ist (f muss

zwar in einer Umgebung vor definiert sein, jedoch nicht notwendig igiselbst), dagegen ist die
Existenz von f(¥) bei Stetigkeitsuntersuchungen eine wesentliche Bedingung. Mit anderen Worten:
Von Stetigkeit oder Unstetigkeit einer Funktion f an einer Stgllkearn nur dann gesprochen wer-

den, wenn f auch inpdefiniert ist.
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c17 Beispiel C 17:
Gegeben sei die Funktion f(x)x- #). Diese Funktion ist an der Stellg=x1 nicht

definiert. Deshalb ertibrigen sich Untersuchungen zur Stetigkeit an dieser Stelle. Wir wissen

aber aus Abschnitt C 2, dafim -1 g
x 5 1X—1

Ox

Davon ausgehend lasst sich eine neue Funktion g ,konstruieren“ m & )—
O 2
0

;o x#1

;o x=1
Fur diese Funktion g gilt an der Stellg=x1: I|m g(x) =g(1)=2,d.h.,

g istan der Stellepe< 1 stetig. Die Funkt|on g nennt mstetige Fortsetzunder Funktion f an
der Stelle y. Man sagt auch: Die Definitionsliicke von f3gitig behebbanderstetigergéanzbar.

c18 Beispiel C 18:

1; x>0
Wir betrachten die Vorzeichenfunktion sgn(x){: 0; x=0
-1; x<0
An der Stelle ¥ = 0 ist Iim0 sgn(x) =1 undim0 sgn(x) = —1 verschieden von sgrHX.
X - X —

x>0 x<0
Die Funktion ist an der Stellgyx 0 unstetig. Sie weist ein@mdlichen Sprunguf.

c19 Beispiel C 19:
Die Funktion f(x) :}( besitzt an der Stellg=x 0 eine Definitionsliicke. Fir den rechtsseitigen
Grenzwert giItIim f(xX) = o, fUr den linksseitigen Grenzwert erhalt mﬁm f(X)o=.—

x < 0
Die Funktion f |st an der Stellg)x 0 nicht stetig erganzbar; sie weist an dieser Stelle einen

unendlichen Sprunguf.

Ausgehend von den Grenzwertsatzen fir Funktionen (Satz C 3) kénnen entsprechende Satze Uber
stetige Funktionen formuliert werden, die hier ohne Beweis mitgeteilt seien:

C4 Satz C 4: Stetigkeitssatze fiir Funktionen
Besitzen die Funktionen f und g einen gemeinsamen Definitionsbereich D und sind sie in
XoOD stetig, so sind auch die Funktionen
c-f (cOR), f+g, f-g und f-g
in xg stetig. Ist ferner f@) # 0, so sind auerdem die Funktionen
h =f1 und k=9 mit [=Dg=D\x0f(x)=0}in xo stetig.

Mithilfe von Satz C 4 gelangt man zu Aussagen uber die Stetigkeit der bekannten elementaren
Funktionen. So lasst sich feststellen, dass lineare Funktionen, quadratische Funktionen und Potenz-
funktionen f(x) = X (x OR, nON*) Giberall sowie alle Funktionen, die aus den obigen Grundfunk-
tionen mithilfe der Grundrechenoperationen gebildet werden kdmmimem jeweiligen
Definitionsbereiclstetig sind.

Also ist z.B. f(x) = ¥ — x + 3 fir xJR und g(X) = ’%&6’%5 fur XOR\{—1; 2} stetig.
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Eine Funktion f hei3tetig in einem offenen Intervall Ja; bjvenn sie an jeder Stelle dieses Inter-
valls stetig ist. Eine Funktion heifitietig in einem abgeschlossenen Intervall [g;viognn sie im
offenen Intervall Ja; b stetig ist und wenn fir die Randstellen gilt

lim f(x) = f(a) (rechtsseitige Stetigkeit) bZ\M.imb f(x) = f(b) (linksseitige Stetigkeit),
X - a X —

X>a x<b
und zwar nur fir solche Folgenyfxdie ganz in [a; b] verlaufen und gegen a bzw. b konvergieren.

Das heif3t also: Man nahert sich dem Intervallende a nur von rechts und dem Intervallende b nur von
links. Dementsprechend ist f in a rechtsseitig stetig und in b linksseitig stetig.

Beispiel C 20: C 20

Gegeben sei die Funkti tf,00=0 & XOHitel
egeben sei die Funktionenschami a(x)—BaDX; X O]—oo: 1[

Man ermittle, fir welche Werte des Parameters @R(g f, an der Stelle x= 1 stetig ist.
Die Funktion ist fir ¥ = 1 definiert, es ist{1) = e. Flr den rechtsseitigen Grenzwert gilt
Jiinle?( = e; flr den linksseitigen Grenzwert erhalt n;ia{nl a-x = a. Das bedeutet: Ein Crr
wert von f an der Stellex= 1 existiert nur fiir a = e. Er stimmt mit dem Funktionswert an diesc.
Stelle Uberein. Also: Wenn der Parameter a den WadLeEksche Zahl) annimmt, dann ist f in

Xg = 1 stetig (Fig. C 18 bis C 20).

e el e Eroruls 7] | [FEREEanleace ket soreinia® 71 ] [FElbanit sceletrapnlatnorzale 21 |

a=1

a=il. 2,82 4%

1

1 1
HAIN RAD_EXACT FUNC RN RAD E#ACT FUMC MAIN FAD_E#ACT FUNC

Fig. C 18 Fig. C 19 Fig. C 20

Auf abgeschlossenen Intervallen stetige Funktionen haben besonde Fig. C 21 y
Eigenschaften, die fur zahlreiche Anwendungen bedeutungsvoll sinc

Betrachten wir dazu folgendes Problem:

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = % x + 1. Untersucht werden soll
ob fim Intewall [-2; 0] eineNullstelle besitzt.

Wir ermitteln zunachst die Funktionswerte an den Intervallenden. Es
f(-2) =5 und f(0) = +1. Zum Graphen der Funktion gehdren demn
die Punkte R-2; -5) und R(0; 1), wobei R unterhalb der x-Achse und
P, oberhalb der x-Achse liegt. Da aber f eine iber dem Intervall [-2;
definierte, stetige Funktion ist, muss der Graph von f in diesem Inter
mindestens einmal die x-Achse schneiden (Fig. C ).

Diese anschaulich gewonnene Erkenntnis gilt fur alle stetigen Funktionen.

Satz C 5: Nullstellensatz von BLzano Y C5
Ist f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion und gilt f(a) - f(b) <
(haben also f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen), so gibt es wenigstens eine Stell
XgOa; b[ mit f(xg) = 0.

1) BoLzaNo, Bernhard (1781-1848); bohmischer Religionsphilosoph und Mathematiker
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Mit anderen Worten ausgedruckt heil3t das: Im Inneren des angegebenen Intervalls befindet sich
wenigstens eine Nullstelle von f. Der Graph der Funktion schneidet/berihrt dort mindestens einmal
die x-Achse. Dieser Satz kann deshalb beispielsweise genutzt werden, um Aussagen Uber mégliche
Lésungen von Gleichungen zu erhalten.

Eine Verallgemeinerung von Satz C 5 enthalt der nachfolg@tvdschenwertsatz:

Satz C 6: Satz uber die Annahme der Zwischenwerte

Wenn f eine Giber dem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion it figa)st, dann
nimmt f jeden Wert Z, dezwischerden Funktionswerten f(a) und f(b) in den Endpunkten des
Intervalls liegt, mindestens einmal an.

Das heif3t also: Es kommt nicht darauf an, dass — wie in Satz C 5 gefordert — f(a) und f(b) unterschied-
liche Vorzeichen haben, es reicht bereits, wenn#{#)) ist. Der Zwischenwertsatz ist die Grundlage

fur die ndherungsweise Nullstellenbestimmung mithilfe der sogenannten Halbierungsmethode, bei
der die gesuchte Nullstelle durch wiederholte Halbierung der betrachteten Intervalle immer enger ein-
geschachtelt wird.

Eine besonders wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen enthélt der nachfolgende Satz.

Satz C 7: Satz vom Maximum und Minimum (Satz von VEIERSTRASS
Wenn f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion ist, dann hat f in [a; b]
ein Maximum und ein Minimum.

Dabei bedeutet (s. Fig. C 22/C 23 sowie Abschnitt D 5.2)
Maximum- diegrof3te Zahlunter den Funktionswerten von f in einem Intervall I;
Minimum- diekleinste Zahlunter den Funktionswerten von f in einem Intervall I.

y y
g ;) -
f(b) 7 f(b) -
|
|
f@ T } f(@) -
l L o
o a b X f(x) - x

f(@ —Minimum  f(b) — Maximum Fig. C 22 f(X) =Minimum  f(x,) —Maximum Fig. C 23
Ohne Beweis soll ein Satz Uber eine weitere Eigenschaft stetiger Funktionen hinzugefugt werden.
Satz C 8 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Ist f eine tiber Pstetige und umkehrbare Funktion, dann ist auch die Umkehrfunkttabér
W stetig.

Beispiel C 21:

Wir betrachten die Funktion f mit f(x) Zyund D = [0; oof, W = [O; o[ .

Die Funktion f ist stetig und (da f streng monoton steigend ist) auch umkehrbar. Daraus folgt:
Auch die UmkehrfunktionTl(x) = J/x ist iber [0po[ stetig.
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